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NOTATIONS 
 
 
a Rayon de contact, indentation axisymétrique. [mm] 
b Demi-largeur de contact, indentation linéique. [mm] 
as Rayon de contact entre le revêtement et le substrat. 

[mm] 
c Courbure d’une aspérité donnée. [mm-1] 
d Distance entre les plans moyens de deux surfaces en 

contact. [µm] 
ds Distance entre le plan moyen des sommets de la 

surface et un plan lisse, antagoniste. [µm] 
0d d u= −  Distance apparente entre les plans moyens des 

surface sen contact. [µm] 
h Épaisseur du revêtement. [mm] 

0
0

2k π
λ

=  Vecteur nombre d’onde. [m-1] 

m Moyenne des hauteurs sur un profil. [µm] 
m̂  Moyenne des hauteurs de sommets. [µm] 
mpq moment de la densité spectrale de puissance. 
nair, nsaphir Indice optique d’un milieu. 
pH Pression hertzienne au centre du contact. [MPa] 
pm Pression moyenne sur le contact. [MPa] 

( )tanq θ  Densité de probabilité des pentes des aspérités. 
r Coefficient de réflexion de la lumière en amplitude. [ ] 
sij Composantes du tenseur déviateur des contraintes. 

[MPa] 
t Coefficient de transmission de la lumière en 

amplitude. [ ] 
u Remontée plastique uniforme. [µm] 
ys Distance entre le plan moyen de la surface et le plan 

moyen des sommets de la surface. [mm] 
z altitude sur les profils. [µm] 
zs Hauteur d’une aspérité par rapport au plan moyen des 

sommets. [µm] 
 
 
A Aire d’un micro-contact quelconque. [mm²] 
Alt Moyenne de l’altitude des motifs mesurée par rapport 

à la ligne moyenne d’un profil. [µm ] 
AN Aire nominale (ou apparente) de contact. [mm²] 
AR Aire réelle de contact. [mm²] 
AR Moyenne des largeurs de motifs de rugosité (ISO 

12085, 1998). [mm] 
AW Moyenne des largeurs de motifs d’ondulation (ISO 

12085, 1998). [mm] 
B
G

 Champ magnétique [T]. 
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( ),D k kx y  Densité spectrale de puissance. 
Dextrema Densité de points d’une surface qui sont des extrema 

locaux. 
Dpics Densité de sommets sur un profil. 
Dzéros Densité des points d’une surface qui sont à l’altitude 

zéro par rapport au plan moyen de la surface. 
E
G

 Champ électrique [V]. 
12 21 11 2'

1 2
E

E EI I

ν ν
− − − = +

 
 

 Module d’Young équivalent. [MPa] 

EIi Module d’Young du matériau i. [MPa] 
EIe Module équivalent. [MPa] 
EIIi Module Tangent du matériau i. [MPa] 
Gi Module de Coulomb du matériau i. [MPa] 
Hv, HB Dureté respectivement Vickers et Brinell. 
I0, If1, If2 Intensité lumineuse. [Vm-2] 

2
1
2 ij ijJ s s=  Second invariant du tenseur déviateur de contraintes. 

L Longueur portante d’une spirale d’Archimède. [m] 
L0 Longueur totale d’une spirale d’Archimède. [m] 

( )
b

a

qM z z dzq φ= ∫  Moment centré d’ordre q de la densité de probabilité φ. 

N Nombre total d’aspérités sur une surface. 
Nc Nombre de micro-contacts participant à la 

transmission d’effort entre deux surfaces rugueuses. 
( )el
cN  Nombre de micro-contacts participant à la 

transmission d’effort par un mécanisme élastique. 
( )ep
cN  Nombre de micro-contacts participant à la 

transmission d’effort par un mécanisme 
élastoplastique. 

( )p
cN  Nombre de micro-contacts participant à la 

transmission d’effort par un mécanisme plastique. 
P Effort transmis par un micro-contact quelconque. [N] 
R Moyenne des profondeurs de motifs de rugosité (ISO 

12085, 1998). [µm] 

( )
( )

( )
0

1
( )2

L
R z x z x dx

Rq L

β
β β

β

−
= +∫

−
 Fonction d’autocorrélation. 

Ra Moyenne arithmétique des valeurs absolues des 
altitudes des rugosités par rapport à la ligne moyenne 
(NFE 05-015, 1986). [µm] 

Rc Rayon de courbure d’une aspérité donnée. [mm] 
Ree Limite d’élasticité équivalente. [MPa] 
Ref Coefficient de réflexion de la lumière en intensité. [ ] 
Rei Limite d’élasticité du matériau i. [MPa] 
Rp Altitude du point le plus haut de la rugosité par 

rapport à la ligne moyenne d’un profil (NFE 05-015, 
1986). [µm] 
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Rq Moyenne quadratique des altitudes des rugosités par 
rapport à la ligne moyenne (NFE 05-015, 1986). 
[µm] 

Rt Différence d’altitude entre le point le plus élevé et le 
point le plus bas de la rugosité d’un profil (NFE 05-
015, 1986). [µm] 

RAD Rayon moyen des sommets. [mm] 
( )2( ) 2 1 ( )S Rq Rβ β= −  Fonction de structure. 

Salt Écart-Type de la hauteur des motifs mesurée par 
rapport à la ligne moyenne d’un profil. [µm] 

SAR Écart-Type des largeurs de motifs de rugosité (ISO 
12085, 1998). [mm] 

SAW Écart-Type des largeur de motifs d’ondulation (ISO 
12085, 1998). [mm] 

SR Écart-Type des profondeurs de motifs de rugosité 
(ISO 12085, 1998). [µm] 

SRAD Écart-Type des rayons des sommets. [mm] 
SW Écart-Type des profondeurs de motifs d’ondulation 

(ISO 12085, 1998). [µm] 
Trans Coefficient de transmission de la lumière en intensité. 

[ ] 
W Moyenne des profondeurs de motifs d’ondulation 

(ISO 12085, 1998). [µm] 
WN Effort normal appliqué. [N] 

( )el
NW  Effort normal issu d’un comportement élastique. [N] 
( )ep

NW  Effort normal issu d’un processus élastoplastique. [N] 
( )p

NW  Effort normal issu d’un processus plastique [N] 
WL Effort linéique appliqué [N/m]. 

( )el
LW  Effort linéique issu d’un processus élastique. [N/m] 
( )ep

LW  Effort linéique issu d’un processus élastoplastique. 
[N/m] 

Wp  Altitude du point le plus haut de l’ondulation par 
rapport à la ligne moyenne d’un profil (NFE 05-015, 
1986). [µm] 

Wt Différence d’altitude entre le point le plus élevé et le 
point le plus bas de l’ondulation d’un profil (NFE 05-
015, 1986). [µm] 

 
 
α Inclinaison des surfaces d’épreuve par rapport au 

plan d’écrasement. [rad] 
β* Distance de corrélation. [mm] 
ˆ ( )cχ  Densité de probabilité des courbures des sommets 

d’aspérités. 
δ0 Mouvement de corps rigide. [µm] 
δij Symbole de Kronecker. 
εij Composantes du tenseur des déformations. [µm/m] 



 

 

 

10

ε0 = 8,854187816 10-12, permittivité du vide. [F.m-1] 

( )
21 1exp

22
z mzφ
σσ π

 −  = −     
 Densité de probabilité gaussienne des hauteurs d’un 

profil, fonction de l’altitude. 
( )ˆ zφ  Densité de probabilité des hauteurs de sommets. 

( )
21 exp

22
zzφ

π
 

= − 
 

 Densité de probabilité centrée réduite. 

( ) ( )
Z

a

Z s dsφΦ = ∫  Fonction de répartition 

η Densité surfacique de sommets. 
II

I

E
E

λ =  Rapport des modules tangent et d’Young. 

λ0 Longueur d’onde dans le vide. [m] 
µ0 4π 10-7 , perméabilité du vide. [ ] 
νi Coefficient de Poisson du matériau i. [ ] 
θ Angle polaire. [rad] 
ρ Coefficient de corrélation entre la hauteur des 

sommets et leur courbure. [ ] 
σ Écart-Type des hauteurs de profil. [µm] 
σ̂  Écart-Type des hauteurs de sommets. [µm] 
σij Composantes du tenseur des contraintes. [MPa] 
ω Enfoncement [µm]. 

,GW OAψ ψ  Indices de plasticité respectivement de Greenwood et 
Williamson, et de Onions et Archard. 

 
 
div Opérateur divergence. 
rot Opérateur rotationnel. 
∆ Opérateur laplacien. 

 Opérateur moyenne. 

Si G est une grandeur, on note G  sa valeur normée. 
 
 



 

 

 

11

INTRODUCTION 
 
 
 
 
 
 
 
La réalisation d’une étanchéité statique est courante dans la vie quotidienne, qu’il 

s’agisse des robinets de nos salles de bains ou des conduits de gaz de nos cuisines. Dans 
ces circonstances, un ″simple″ joint en élastomère suffit généralement à réaliser la fonction 
d’étanchéité. 

Cependant, dans de nombreuses applications industrielles il n’est pas possible 
d’utiliser d’élastomère en raison des conditions d’utilisation ( très hautes ou très basses 
températures, effort de serrage très important, fluide corrosif,…). C’est le cas des 
industries spatiale (moteurs cryotechniques de fusées) et nucléaire (circuits primaires de 
centrales nucléaires où les exigences de fiabilité et de sûreté sont draconiennes. La non-
maîtrise des étanchéités aurait, dans ces applications, des conséquences dramatiques. Ainsi, 
le joint d’étanchéité du propulseur d’appoint droit de la navette américaine Challenger est à 
l’origine du tragique accident de 1986. De plus, on imagine aisément les conséquences 
d’une fuite au niveau d’un circuit primaire de centrale nucléaire et la dispersion de fluides 
fortement radioactifs car ayant été en contact direct avec le cœur du réacteur. Dans ces 
circonstances, l’étanchéité est réalisée par l’intermédiaire de joints métalliques revêtus 
d’un métal mou intercalés entre deux brides métalliques usinées par tournage et soumises à 
des efforts de serrage très importants (Figure 1). La connaissance du comportement du 
joint est donc cruciale pour la prédiction des niveaux de fuite et la maîtrise des 
phénomènes qui en résultent. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1 : Montage d’un joint métallique entre deux brides. 

 
C’est pour améliorer la connaissance des phénomènes concourrant à l’étanchéité 

statique que le Groupement De Recherche « étanchéité statique » a été créé (portant le 
n°0518 puis 2345). Ce GDR, piloté par le CNRS, regroupe les compétences industrielles 
de SNECMA Moteurs Division Moteurs Fusées, du CNES Évry et d’E.D.F. R&D ainsi 
que les compétences de recherche du LMS (Université de Poitiers), du LISMMA (ISMEP 
– Supméca Paris), du LaMCoS (INSA Lyon), du LTDS (École Centrale Lyon), de l’IMFT 
(Institut de Mécanique des Fluides de Toulouse), du LFCT (Université Paris VI), et du 
TREFLE (ENSAM Bordeaux et Université Bordeaux I). Chaque membre du GDR apporte 
ses compétences qui en mécanique des solides, qui en mécanique des fluides pour aboutir à 
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une compréhension globale des phénomènes permettant l’étanchéité. Nos travaux se 
situent dans ce cadre. 

 
Du point de vue de la mécanique des solides, le serrage du joint d’étanchéité entre les 

brides conduit à des déformations importantes, notamment aux interfaces joint / bride. La 
compréhension de l’étanchéité de tels assemblages passe, d’une part par la compréhension 
et la connaissance du comportement des matériaux entrant dans la composition du joint 
d’étanchéité, et d’autre part par la caractérisation des chemins de fuites éventuellement 
laissés au fluide aux interfaces. 

 
La description du comportement des surfaces rugueuses orientées et revêtues d’un 

métal mou est suffisamment complexe pour rendre nécessaire une décomposition de 
l’étude en sous-problèmes. 

Dans un premier temps, nous modélisons le comportement du contact individuel, 
faisant intervenir des matériaux revêtus. L’objet de cette première partie de l’étude est de 
proposer à la fois un modèle de contact au niveau local et d’identifier les paramètres 
mécaniques permettant de décrire correctement les phénomènes observés. 

Dans un deuxième temps, nous combinons ce modèle de comportement avec un 
modèle de description des surfaces tournées et un modèle de contact entre surfaces 
rugueuses. Cette deuxième partie doit permettre de décrire l’évolution de l’aire réelle de 
contact en fonction de l’effort appliqué au cours du contact entre surfaces rugueuses 
revêtues. 

A chaque étape de notre démarche, nous nous attachons à appuyer notre réflexion par 
des études expérimentales adaptées. 

 
 
 
 
Section d'équation (suivante) 
 
 



1 Étude bibliographique 
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1 Étude bibliographique 
 

Une surface technique, métallique ou non, observée par un néophyte peut paraître 
parfaitement lisse. Mais une simple observation via un microscope optique ou une 
binoculaire suffit souvent pour se convaincre du contraire. Une surface technique est 
effectivement constituée d’une multitude d’aspérités dont les variations d’altitude sont de 
quelques micromètres pour les surfaces les plus fines à quelques fractions de millimètre 
pour les plus grossières (diamètre d’un cheveu ≈ 100 µm). On parle alors d’une surface 
rugueuse. 

Dès lors, il apparaît clairement que la mise en contact de deux surfaces techniques 
aboutit à la mise en contact effectif de quelques-unes seulement des aspérités constitutives 
de chacune des surfaces. L’aire réelle de contact est donc bien inférieure à l’aire apparente 
et la pression locale de contact est bien plus élevée que la pression moyenne calculée sur 
cette aire apparente, de sorte que certains de ces micro-contacts sont sévèrement sollicités 
même si l’effort appliqué est faible. 

Une autre conséquence de l’existence de la rugosité est que la simple mise en contact 
de surfaces techniques ne permet pas de réaliser l’étanchéité. En effet, même sous de très 
fortes charges, il n’est pas possible « d’aplatir » les aspérités jusqu’à rendre les surfaces 
parfaitement plates, et donc le contact parfaitement étanche. 

Pour palier à ce problème de fermeture de contact par joints métalliques, on applique 
un revêtement constitué d’un métal plus mou que son substrat dans lequel les aspérités 
viennent s’indenter, ce qui permet de réaliser un certain niveau d’étanchéité. 

Ainsi, pour mieux comprendre les phénomènes d’étanchéité il convient de disposer 
d’une description adaptée de la rugosité, d’une description pertinente du comportement des 
matériaux au niveau de chaque aspérité, enfin d’une technique permettant d’intégrer les 
deux descriptions précédentes pour rendre compte du comportement du contact dans son 
ensemble. 
 

1.1. Description de la rugosité 
 

Les rugosités de surface, auxquelles on ne peut échapper, avaient déjà attiré l’attention 
de grands noms de l’histoire tels Léonard de Vinci (1480) Amontons (1699), Bélidor 
(1737) ou Coulomb (1787) [1]-[6]. Jusque dans les années 1930, l’analyse et la 
caractérisation de surfaces rugueuses se limitaient à une comparaison visuelle et tactile 
avec des étalons obtenus par les méthodes d’usinage les plus courantes. 

Abott et Firestone mirent au point le premier profilomètre par contact en 1933. Il 
permettait, pour la première fois, de mesurer et de quantifier de manière objective un profil 
extrait d’une surface rugueuse. Cette technique a subi de nombreuses améliorations et est 
aujourd’hui très utilisée.  

La mesure consiste à déplacer sur la surface un palpeur muni d’un stylet équipé d’une 
pointe en diamant tronquée par une calotte sphérique de diamètre 2 à 15 µm. Le palpeur est 
maintenu au contact de la pièce par un effort normal constant de l’ordre du milliNewton. 
La vitesse de déplacement du palpeur est généralement comprise entre 0,3 et 0,5 mm/s afin 
de limiter les effets dynamiques comme le décollement du stylet ou les variations de 
l’effort normal. Un capteur inductif fournit une tension électrique proportionnelle au 
déplacement vertical de la pointe qui est ensuite intégré pour obtenir le profil (Figure 2). 
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Figure 2 : Exemple de mesure (profil total) effectuée à l’aide d’un profilomètre à 

contact sur une pièce tournée. 

 
Plus récemment des méthodes sans contact sont apparues, donnant ainsi accès à des 

informations sur un échantillon de surface et non plus seulement sur un profil ou une 
population de profils simulant une surface. Dans ce cas, la mesure repose généralement sur 
l’un des deux principes suivants : 

¾ Une lentille est asservie pour que le faisceau monochromatique qui la traverse 
focalise en permanence sur la surface. On mesure alors le déplacement vertical 
imposé à la lentille de focalisation pour déterminer les variations d’altitudes de 
la surface. 

¾ Un objectif grand champ muni d’une lentille projette un faisceau 
monochromatique sur la surface pendant que la lentille se déplace d’une 
position haute vers une position basse. Un algorithme détermine en temps réel 
et en fonction de la position de la lentille les points de la surface qui sont 
focalisés. On obtient ainsi une image en trois dimensions de la surface. 

Ces méthodes permettent des vitesses de déplacement supérieures aux méthodes avec 
contact et permettent de s’affranchir d’éventuelles déformations induites par l’application 
de la force normale par le stylet. Cependant, ces techniques de mesure sont moins directes 
qu’avec contact et nécessitent que la surface de mesure réfléchisse la lumière. De plus, 
elles ne jouissent pas d’une expérience comparable à celle de la mesure avec contact. 

Dans le cadre de nos travaux, nous avons utilisé un appareillage de mesure avec 
contact, le SURFASCAN 3S [1]. 

 
On appelle état de surface l’ensemble des écarts géométriques de la surface d’une 

pièce par rapport à sa spécification idéale. Par convention, on classe ces écarts 
géométriques sous 4 numéros d’ordre : 

- Ordre 1 : Écart de forme, induit par les défauts de la machine, les 
déformations sous l’action des efforts de coupe ou du poids 
propre de la pièce, 

- Ordre 2 : Ondulation, induite par les vibrations de la machine ou de la 
pièce, 

- Ordre 3 : Rugosité du premier ordre périodique ou pseudo-périodique, 
issue du type d’usinage et du procédé d’obtention (stries, 
sillons…), 

- Ordre 4 : Rugosités du deuxième ordre, apériodique, conséquences de la 
rupture du matériau lors du départ du copeau (arrachements, 
fentes, piqûres…). 

 
Cette classification est basée sur la longueur d’onde des défauts observés vis-à-vis des 

dimensions de la pièce. On voit donc apparaître l’influence de la longueur d’exploration 
dans le résultat de la mesure : tout défaut de longueur d’onde supérieure à la longueur 
d’exploration ne pourra pas être pris en compte. 

L’analyse des états de surface s’intéresse plus particulièrement aux écarts 
géométriques d’ordre 2, 3 et 4. Par définition, on appelle profil total le profil mesuré. Il 
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contient la forme de la pièce ainsi que la somme des 4 écarts géométriques. De plus, la 
Norme ISO 468 fixe les limites numériques suivantes : 

0,025 ( ' ) 1600µm hauteur maxi de rugosité ou d ondulation µm≤ ≤  
0,002 ( ' ) 12,5mm pas moyen de rugosité ou d ondulation mm≤ ≤  
0,008 400µm Ra µm≤ ≤  

 
La visualisation graphique des écarts géométriques conduit à présenter des figures 

anamorphosées : les échelles verticale et horizontale sont très différentes (respectivement 
de l’ordre du µm et du mm). Ceci peut induire la fausse impression que la géométrie de la 
surface est beaucoup plus accidentée qu’elle ne l’est en réalité. 

Le profil total est filtré pour séparer les écarts de géométrie : un filtre passe-bas pour la 
forme, un filtre passe-bande pour l’écart d’ondulation et un filtre passe-haut pour les écarts 
de rugosité. 
 

1.2. Paramètres d’état de surface 
 

On dénombre deux familles de paramètres normalisés [8] - [10] utilisés pour 
caractériser la microgéométrie des surfaces [11]. Ces deux familles sont généralement 
connues par la dénomination des normes correspondantes : norme ligne moyenne et norme 
motifs. 
 

1.2.1 Norme « ligne moyenne » 
 

La première famille de paramètres est décrite dans la norme AFNOR NFE 05-015 [8]. 
Le profil total est décomposé en profil de rugosité et en profil d’ondulation. La longueur 
d’onde du filtre est généralement de 0,8 mm, adapté à la plupart des usinages 
conventionnels. Pour chaque élément du profil, on distingue alors deux types de 
paramètres : 1) les paramètres géométriques et 2) les paramètres statistiques. 
 

Les paramètres géométriques de rugosité les plus courants sont Rt et Rp (Figure 3) 
 
 
 
 
 
 

Figure 3 : Paramètres géométriques de la norme « ligne moyenne ». 

 
¾ Rt est la différence d’altitude entre le point le plus élevé et le point le plus bas du 

profil. C’est l’étendue des mesures d’altitude du profil. 
¾ Rp est l’altitude du point le plus élevé du profil par rapport à la ligne moyenne (ou 

droite des moindres carrés). 
 

Les paramètres statistiques de rugosité généralement utilisés sont Ra et Rq. 
 
¾ Ra est la moyenne arithmétique de la valeur absolue des altitudes du profil par 

rapport à la ligne moyenne. Ce paramètre est représentatif de l’amplitude verticale 

x ligne moyenne du profil 
= droite des moindres 
carrés 

Rp 

Rt 
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de dispersion des altitudes autour de la ligne moyenne. Soit z(x) l’altitude du point 
d’abscisse x et L la longueur explorée par le stylet, Ra est alors défini par : 

 
0

1 ( )
L

Ra z x dx
L

= ∫  (1.1) 

¾ Rq est la moyenne quadratique des altitudes du profil par rapport à la ligne 
moyenne. Ce paramètre est représentatif de la dispersion en altitude des points du 
profil. 

 
Les paramètres, tant géométriques que statistiques, du profil d’ondulation s’obtiennent 

de la même manière que les paramètres de rugosité mais la lettre "R" est remplacée par la 
lettre "W" (pour Waviness). On obtient donc Wt, Wp, Wa, Wq… 

Enfin, les mêmes considérations directement appliquées au profil total aboutissent à 
une famille de paramètres caractérisés par la lettre "P" (Pt, Pp, Pa, Pq…). 

 

1.2.2 Norme « motif » 
 

La seconde famille de paramètres est décrite dans la norme AFNOR NFE 05-052 [9], 
devenue par la suite ISO 12085 [10]. 

Le profil mesuré est redressé par la droite des moindres carrés puis est numérisé avec 
un pas de discrétisation ne devant pas excéder 4µm. On applique ensuite une technique de 
reconnaissance de forme permettant d’identifier les aspérités de dimensions les plus 
significatives. Cette procédure décompose le profil en une succession de motifs 
élémentaires chacun composé de deux sommets locaux entourant un creux local de sorte 
que la hauteur du motif ne dépasse pas 5% de l’amplitude moyenne de rugosité mesurée 
sur des blocs de longueur 250µm. 
Les motifs sont alors regroupés 2 par 2 sauf à enfreindre l’une des quatre règles suivantes : 
� Condition d’enveloppe : Pas de combinaison si le pic commun est plus haut que les 

deux autres. 
� Condition de largeur : La combinaison de deux motifs ne peut excéder une largeur 

de 500 µm. 
� Condition d’agrandissement : La combinaison de deux motifs ne peut pas diminuer 

la plus petite des hauteurs de l’un quelconque des deux motifs. 
� Condition de profondeur relative : Pas de combinaison si les profondeurs des 

vallées adjacentes dépassent de plus de 60% la plus petite hauteur du motif 
considéré. 

 

0
6
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m
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Figure 4 : Exemple de détection des motifs de rugosité sur une pièce tournée. 

 
Une fois la procédure de reconnaissance de forme effectuée, les motifs obtenus sont 

les motifs de rugosité (Figure 4). On définit alors les paramètres de rugosité R, SR, AR et 
SAR. 
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¾ R est la moyenne des profondeurs de rugosité mesurées sur les motifs de 
rugosité. 

¾ SR est l’écart-type des profondeurs de rugosité mesurées sur les motifs de 
rugosité. 

¾ AR est la moyenne des largeurs de motifs. 
¾ SAR est l’écart-type des largeurs de motifs. 

 
Les paramètres, tant géométriques que statistiques, du profil d’ondulation s’obtiennent 

de manière similaire mais en modifiant la condition de largeur qui passe à 2,5mm (au lieu 
de 500µm) De même que pour les paramètres de la norme « ligne moyenne », la lettre "R" 
est remplacée par la lettre "W" (pour Waviness). On obtient donc W, SW, AW, SAW… 
 

A titre d’exemple, on dispose d’une correspondance entre les paramètres issus des 
deux normes « ligne moyenne » et « motif » au travers du Tableau 1, d’où il ressort que 

0,2131Ra R≈ ×  (coefficient de corrélation : 0,998ρ = ). 
 

R (µm) 120 55 27 12 5,7 2,8 1,4 0,6 0,25 0,1 0,05 
Ra (µm) 25 12,5 6,3 3,2 1,6 0,8 0,4 0,2 0,1 0,05 0,025 

Tableau 1 : Correspondance entre les paramètres R et Ra des normes « Motif » et « Ligne moyenne ». 
Source : Techniques de l’Ingénieur. 

 
On donne également, pour chacun de ces deux paramètres, les valeurs caractéristiques 

généralement obtenues par les procédés d’usinage usuels, classés du plus grossier au plus 
fin (Tableau 2): 

 
 Moulage en sable Tournage, fraisage, rabotage Rectification Rodage 
R (µm) 100 10 1 0,10 
Ra (µm) 50 5 0,50 0,05 

Tableau 2 : paramètres de rugosité pour différents procédés d’usinage. 

 

1.2.3 Paramètres complémentaires d’analyse 
 

Les paramètres présentés dans le paragraphe 1.2 ne sont pas toujours suffisants pour 
pouvoir interpréter les phénomènes observés de manière univoque. Ceci nous amène à 
décrire des paramètres complémentaires permettant de lever les éventuelles ambiguïtés ou 
de pousser l’analyse des surfaces plus avant. 
 

1.2.3.1 Courbe d’Abott-Firestone 
 

Encore appelée courbe de portance, la courbe d’Abott-Firestone est déduite du profil 
et représente l’évolution de l’aire réelle qui porterait sur une surface plane après usure 
hypothétique à des profondeurs croissantes. 

Par convention, elle démarre à zéro au point le plus haut pour atteindre 100% au point 
le plus bas du profil. Plusieurs critères sur la forme de cette courbe permettent de prévoir le 
comportement de la surface en frottement de glissement. 
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Figure 5 : Exemple de courbe de portance : à gauche le profil mesuré, à 

droite la courbe de portance. Les parties grises foncé 
correspondent à la matière et les parties plus claires aux vides. 

 
La partie supérieure de la courbe correspond plus particulièrement au comportement 

lors du rodage, la partie centrale à l’usure en période de fonctionnement normal et le bas de 
la courbe aux contacts lubrifiés. On note également que, en général, une portance de 50% 
n’est pas synonyme d’une érosion au niveau de la droite des moindres carrés. 

 

1.2.3.2 Analyse 3D 
 

En juxtaposant plusieurs profils parallèles entre eux et équidistants, on obtient une 
cartographie en trois dimensions de la surface étudiée. Si les techniques permettant cette 
analyse sont au point, il n’existe cependant pas de norme, limitant ainsi le développement 
de telles analyses. 

Tsukaba and Kanado [12] ont montré que l’analyse profilométrique était suffisante 
pour les paramètres statistiques (Ra, Rq) mais pouvait présenter des différences allant 
jusqu’à 50% pour les paramètres géométriques (Rt, Rp) par rapport à l’analyse 
tridimensionnelle. 

Une autre limitation de ce type d’analyse est le temps nécessaire à la mesure. A titre 
d’exemple, pour faire une mesure surfométrique de 1 mm² à l’aide d’un appareillage avec 
contact comme le Surfascan 3S, avec un pas de discrétisation de 4µm dans les deux 
directions à la vitesse de 0,5 mm/s, cela nécessite 30 minutes environ. 

 

1.2.3.3 Traitements statistiques 
 

Dans la mesure où une profilométrie (surfométrie) se présente comme un très grand 
nombre de valeurs discrètes, il apparaît naturel de vouloir caractériser de manière 
statistique cet ensemble. On utilise pour cela les moments centrés de la distribution 
d’altitudes du profil (de la surface). 

Soit z(x) l’altitude du profil par rapport à la droite des moindres carrés telle que 
( )a z x b≤ ≤  (i.e. Rt = b - a). Par définition, la moyenne des altitudes, ( )z x , est nulle. On 

appelle fonction densité de probabilité des altitudes, ( )zφ  la fonction qui, à une altitude z 
donnée associe la probabilité pour qu’un point quelconque du profil se situe entre les 
altitudes Z et Z+dZ :  
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 ( )( ) ( )prob Z z x Z dZ Z dZφ< < + =  (1.2) 
Dans la pratique, cette fonction est déduite en dérivant la courbe de portance d’Abott-
Firestone. 

On définit également la fonction de répartition des altitudes Φ(Z), probabilité pour 
qu’un point quelconque du profil se situe en dessous d’une altitude Z donnée : 

 ( ) ( )
Z

a

Z s dsφΦ = ∫  (1.3) 

Cette dernière fonction présente une forme typique en cloche que l’on caractérise 
classiquement à l’aide des moments centrés. On appelle moment centré d’ordre q de la 
distribution, Mq, le scalaire : 

 ( )
b q

a
Mq z z dzφ= ∫  (1.4) 

Les moments généralement utilisés sont les moments d’ordre 2 et 3. 
¾ Le moment d’ordre 2 est la variance de la population, reliée au paramètre statistique 

Rq par 2Rq M RMS= = . Rq mesure l’écart-type des altitudes autour de la valeur 
moyenne (z = 0). 

¾ Le moment d’ordre 3 est l’obliquité du profil (Skewness). On travaille 

généralement avec l’obliquité relative, Rsk ou SK : 3 3
33

2
2

SK
M MR
Rq M

= =  ; qui mesure 

la symétrie du profil par rapport à la ligne moyenne. Si SK = 0, le profil est 
symétrique ; si SK est négatif, il y a plus de creux que de pics et si SK est positif, il 
y a plus de pics que de creux. 

 
On utilise également trois autres types de fonctions qui analysent plutôt les profils 

suivant les abscisses. On définit ainsi trois fonctions qui contiennent la même information, 
quoique sous des formes différentes : 

 
¾ Fonction d’auto corrélation : mesure du degré de corrélation entre deux points 

du profil distants de t, la longueur du profil étant 

L : 2
0

1 1( ) ( ) ( )
L

R z x z x dx
Rq L

β

β β
β

−

= +
− ∫ . 

¾ Fonction de structure : est liée à la fonction d’auto corrélation par la relation 
( )2( ) 2 1 ( )S Rq Rβ β= − . 

¾ Densité spectrale de puissance : analyse la périodicité du profil en s’appuyant 

sur la transformée de Fourier du profil : ( )
2

1( ) ( ) exp
2

D k z x ikx dx
π

+∞

−∞

= ∫ . On 

note que, à un facteur multiplicateur 2π près, la transformée de Fourier est la 
densité spectrale de puissance. 

 

1.3. Description des surfaces rugueuses 
 

Lorsque deux surfaces rugueuses entrent en contact, elles se touchent en de nombreux 
points mais l’aire que ces micro-contacts représentent n’est généralement qu’une faible 
portion de l’aire apparente de contact. Dans ces conditions, la description de la géométrie 
et de la répartition des aspérités des surfaces rugueuses est d’une importance capitale pour 
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la modélisation et la bonne compréhension des mécanismes se produisant au cours du 
contact. Un effort particulier a été fait tout au long du XXe siècle pour modéliser cette 
géométrie. On présentera ici quelques-uns des modèles les plus utilisés et qui ont fait la 
preuve de leur pertinence par la confrontation avec de nombreuses études expérimentales. 
 

1.3.1 Modèle de Greenwood et Williamson 
 

Greenwood et Williamson [13] élaborent leur modèle en 1966. Ils considèrent les 
surfaces rugueuses comme une population d’aspérités sphériques. Il en découle les 
hypothèses suivantes : 

- Les aspérités sont sphériques au moins au voisinage de leur sommet, 
- Tous les sommets ont le même rayon de courbure, Rc, 
- La hauteur des sommets est aléatoire : ˆ( )z dzφ  est la probabilité pour que 

l’altitude d’un sommet soit comprise entre  z et z+dz, mesurée par 
rapport au plan moyen des hauteurs de sommets, 

- Les aspérités sont indépendantes (i.e. sont non-corrélées). 
 

Comme une grande partie des surfaces techniques sont de type aléatoire ; la densité de 
probabilité de la hauteur des sommets choisie est une gaussienne et s’écrit sous la forme 
suivante : 

 ( )2

2

ˆ1ˆ( ) exp
ˆ2ˆ 2

z m
zφ

σσ π

 −
= − 

 
 

 (1.5) 

Où m̂  est la moyenne des hauteurs des sommets et σ̂  leur écart-type. La référence des 
altitudes étant le plan moyen des hauteurs de sommets, la moyenne de cette distribution est 
nulle. 

L’idée maîtresse de ce modèle est de décrire le comportement d’une aspérité 
quelconque, participant au contact. Comme les aspérités sont supposées indépendantes, en 
intégrant ce résultat sur l’ensemble des aspérités participant au contact on obtient les 
grandeurs macroscopiques généralement accessibles : charge totale, aire réelle de contact, 
éventuellement pression moyenne. Nous reviendrons sur ce modèle au paragraphe 1.4.1.2. 
 

1.3.2 Modèle de Whitehouse et Archard 
 

Whitehouse et Archard [14] exploitent (1970) le modèle de Greenwood et 
Williamson en prenant en compte la variabilité des rayons de courbures des sommets des 
aspérités. Ils montrent également que les surfaces isotropes sont entièrement définies par 
deux fonctions dont ils déterminent les paramètres à partir de profilométries de surfaces 
réelles : 

- La distribution des ordonnées de la surface (qui n’est pas la distribution 
des sommets telle que définie par Greenwood et Williamson), 

- La fonction d’autocorrélation. 
 
La fonction densité de probabilité des hauteurs,φ, est une gaussienne ; les hauteurs 

sont mesurées à partir de la ligne moyenne (sur les profilométries) et σ est leur écart type, 
qui est aussi le paramètre normalisé de rugosité appelé R.M.S.. On norme les hauteurs par 
σ ; on obtient alors la fonction densité de probabilité réduite suivante : 
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21( ) ( ) exp

22
z zzφ φ
σ π

 
= = − 

 
 (1.6) 

 
La fonction d’autocorrélation est définie de la manière suivante : 

 
2

2

1( ) ( ). ( )
L

L
L

R Lim z x z x dx
L

β β
→∞

−

= +∫  (1.7) 

 
Les auteurs adoptent l’hypothèse d’une fonction d’autocorrélation en exponentielle 
décroissante, généralement caractéristique des surfaces aléatoires gaussiennes : 

 *( ) expR ββ
β

 
= − 

 
 (1.8) 

Où β* est la distance de corrélation. Il apparaît que *(2,3 ) 0,1R β = , ce qui signifie que les 
points distants de plus de 2,3 fois la distance de corrélation ont des hauteurs qui sont 
corrélées à moins de 10%. On en déduit la notion de pas d’échantillonnage minimal pour 
que deux mesures de hauteur soient indépendantes. 
 

A partir d’une profilométrie dont le pas d’échantillonnage est supérieur à *2,3β , les 
auteurs montrent que la probabilité p  qu’un sommet du profil se trouve entre les altitudes 
z et z dz+  est alors donnée par 

 
2

1( ) 1 exp
24 2 2

z zp z erf
π

    = + −       
 (1.9) 

Avec erf, la fonction d’erreur de Gauss, définie par 

 
2

2

0

2 exp
2

z

zerf x dx
π

   = −     ∫  (1.10) 

On remarque que cette fonction n’est pas tout à fait identique à celle que Greenwood et 

Williamson avaient postulée, 
2

zerf  
 
 

 jouant le rôle de facteur de correction. 

De même, les auteurs décrivent la statistique des courbures des sommets. En se basant 
sur une analyse en trois points, les auteurs supposent que z(x) est deux fois continûment 
dérivable et calculent la courbure en chaque point de mesure par la méthode des 
différences finies. La distance entre deux mesures est notée L. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 6 : Illustration de la méthode de calcul de la courbure 
d’un sommet par la méthode des différences finies. 
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Sur l’exemple de la Figure 6 on cherche à déterminer la courbure en xi. On calcule tout 

d’abord '
1/ 2xz −  et '

1/ 2xz + les dérivées respectivement à gauche et à droite en xi : 

 
( )

( )

'
1/ 2 1

'
1/ 2 1

1

1

x i i

x i i

z z z
L

z z z
L

− −

+ +

= −

= −
 (1.11) 

On en déduit alors la dérivée seconde en xi, qui est la courbure : 

 ( ) ( )' '
1/ 2 1/ 2 1 12 2

1 1 2i i i i i ic z z z z z
L L+ − − += − − = − −  (1.12) 

On définit encore la courbure adimensionnée : * * * *
1 12i i i ic z z z− += − − . Le rayon de courbure 

en xi est dont exprimé par 

 2 *

1
ci

i

R
L c
σ

=  (1.13) 

Enfin, en supposant que la hauteur des sommets des aspérités et leur courbure sont 
corrélées avec un coefficient de corrélation ρ, on déduit la densité de probabilité jointe 
pour qu’un sommet soit d’altitude comprise entre z et z dz+  et de courbure comprise entre 
c et c dc+ , corrélée de ρ avec l’altitude : 

 ( )
( )

( )

2

2

2 22

exp
2 1, , exp 1 erf

1 2 2 12 2 1

z
c cp z c ρ ρ

ρ ρπ ρ

 
−        = − − −     −   −−    

 (1.14) 

Si les hauteurs des sommets et leurs courbures ne sont pas corrélées, on pose ρ = 0. 
 

En intégrant sur l’ensemble des altitudes et en prenant la moyenne on obtient la 
courbure moyenne des aspérités : 

 
(3 ) 1

2
c

N
ρ ρ

π
− −

=  (1.15) 

Nous reviendrons sur l’application de ce modèle au paragraphe 1.4.1.3. 
 
 
 

1.3.3 Modèle de Nayak 
 

La modélisation proposée par Nayak [15] pour les surfaces aléatoires gaussiennes est 
basée sur la seule hypothèse que la hauteur d’un point quelconque de la surface est une 
variable aléatoire dont les coordonnées cartésiennes sont les deux variables indépendantes. 
En particulier, il ne suppose pas que la statistique de la surface est la même que celle du 
profil, ce qui permet de distinguer un pic du profil d’un pic de la surface. De plus, il ne 
suppose pas de forme particulière pour le sommet des aspérités. 

Soit une surface rugueuse gaussienne dont l’altitude des points est mesurée à partir du 
plan moyen des hauteurs. Nayak décrit une telle surface à l’aide de trois fonctions : 

¾ La fonction d’autocorrélation, ( , )x yR β β , 

¾ La densité spectrale de puissance, ( ),x yD k k , 
¾ Les moments de la densité spectrale de puissance, mpq. 
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On montre facilement que ( ) 2
00(0,0) ,x y x yR D k k dk dk m σ

+∞ +∞

−∞ −∞

= = =∫ ∫ , où σ = r.m.s., 

l’écart-type des hauteurs des aspérités. Ainsi, on interprète la densité spectrale de puissance 
comme la décomposition de σ² en contributions de diverses composantes spectrales qui 

sont des ondes de nombre d’onde 2 2
1 2k k k= + . La longueur d’onde est 2

k
πλ =  et la 

direction est arctan y

x

k
k

θ
 

=  
 

. De plus, pour une surface isotrope on a 
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0

3

m m m
m m m

m m
m m m m

= =
 = = =
 =
 = = =

 (1.16) 

Nayak considère alors les six variables aléatoires d’espérance mathématique nulle 
suivantes : 

 

2

4 2
1

2

2 5

2

3 6 2

z
z x
z z
x x y
z z
y y

ξ
ξ

ξ ξ

ξ ξ

 ∂
= = ∂ 

 ∂ ∂ = = ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂= = ∂ ∂  

 (1.17) 

D’après le Théorème de la Limite Centrale [80] la densité de probabilité jointe de ces 
variables est : 

 
( ) 1

2
1 2 6 3

1 1( , ,..., ) exp
22

p Xξ ξ ξ
π

 = −  ∆
 (1.18) 

avec ( ) ( )2 2
2 4 0 4 2

4 2 3
27

m m m m m∆ = − −  et  
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−
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− −

−
+ + − + +

− −
 (1.19) 

 
A partir de cette densité de probabilité jointe, l’auteur détermine la densité de 

probabilité des hauteurs des sommets, φ̂ , leur densité spatiale, η, et la distribution de 
probabilité de la courbure des sommets, χ̂ . Ces fonctions sont exprimées en fonction de 

m0, m2, m4 et 0 4
2
2

m m
m

α = . Un sommet de la surface étant défini par les conditions 

suivantes : 
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2 3

4

6
2

4 6 5

0
0
0

0

ξ ξ
ξ
ξ

ξ ξ ξ

= =
 <
 <
 − ≥

 (1.20) 

 
Nayak montre que pour une surface aléatoire isotrope le paramètre α est 

nécessairement supérieur ou égal à 1,5. Ce paramètre est lié à la densité spectrale de 
puissance de la surface. Lorsque α diminue vers 1,5 le spectre devient étroit avec des 
ondes sensiblement de la même longueur d’onde et la densité de probabilité est déplacée 
vers les altitudes positives. La probabilité d’un grand pic augmente. Au contraire, lorsque 
α devient très grand le spectre s’élargit et la répartition de la hauteur des sommets est 
gaussienne, centrée sur z = 0 et répartie sur 3σ± . De plus, la densité de sommets devient 
très grande car les composantes de petite longueur d’onde créent un grand nombre de 
“paquets” de ”mini-sommets” de grande amplitude. Si seuls les ”vrais sommets” sont à 
prendre en compte, leur densité peut être obtenue en filtrant les grands nombres d’onde de 
la densité spectrale de puissance. 

Dans ce modèle, la densité de probabilité des hauteurs de sommets ne dépend que de 
α, qui peut être obtenu à partir d’un simple profil. 
 

Nayak étudie également l’échantillonnage des surfaces aléatoires. D’après le modèle 
précédemment établi, la connaissance d’une surface aléatoire isotrope gaussienne se 
résume à la connaissance des moments m0, m2 et m4 de la densité spectrale de puissance 
d’un profil relevé dans une direction quelconque. A partir d’un tel profil, on peut établir 
ces moments directement à partir de la densité (mesurée) des zéros et des extrema, 
respectivement notées Dzéros et Dextrema. En effet, la modélisation de Nayak permet d’établir 
que l’écart-type des hauteurs s’exprime par 0mσ =  et que 
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 (1.21) 

Ainsi, le paramètre α s’écrit directement 
2

extrema

zéros

D
D

α
 

=  
 

. On note également que, dans ce 

cas, la densité de pics, Dpics, du profil est moitié de la densité d’extrema pour des raisons de 
symétrie. Cette densité est à comparer avec la densité des sommets d’aspérités de la 
surface établis analytiquement : 

21
2

2 24 4

2 2

1 2 1 2 1, 2
26 3 3 3 3 3 pics pics

m m D D
m m

π πη
ππ

   = = =    
�  (1.22) 

 
De même, on établit la densité de probabilité des hauteurs de pics du profils et on 

montre que le profil présente moins de pics élevés et plus de pics peu élevés que la surface 
dont est extraite le profil. Cette distorsion est d’autant plus marquée que α est proche de 
1,5 et tend à s’annuler aux très grandes valeurs de α. Cette distorsion s’explique par le fait 
que le stylet de l’instrument de mesure a tendance à se déplacer plutôt sur les versants des 
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aspérités plutôt qu’exactement sur les sommets, ce qui fait apparaître les pics moins élevés 
qu’ils ne sont en réalité. 

Nayak montre ainsi que pour les surfaces isotropes aléatoires gaussiennes la statistique 
d’un profil n’est pas équivalente à la statistique de la surface de laquelle il est extrait. En 
revanche les paramètres nécessaires à la connaissance de la statistique de la surface sont 
contenus dans ce profil. Ces paramètres, au nombre de trois, sont facilement mesurables. 
En principe, cette démarche est généralisable aux surfaces non isotropes, auquel cas il faut 
disposer de neuf constantes, c’est à dire au moins trois profils pour obtenir l’ensemble de 
l’information nécessaire. 
 

1.3.4 Modèle de Robbe-Valloire 
 

Plus récemment, Robbe-Valloire [16] propose de décrire les surfaces rugueuses 
comme des processus statistiques dont les paramètres sont ceux issus de la norme "motifs" 
[11] (voir §1.2.2). En effet, les théories présentées précédemment utilisent des paramètres 
non standardisés et parfois même difficiles à mesurer d’où l’idée d’introduire les 
paramètres issus de l’effort de normalisation. L’auteur décrit les profils puis les surfaces en 
termes de densités de probabilités des hauteurs et des rayons des sommets sur un profil 
(norme) puis sur la surface de laquelle le profil a été extrait. De plus, pour comprendre la 
plupart des phénomènes tribologiques, il suffit généralement de connaître les défauts 
microgéométriques tout en ignorant les défauts de plus petite échelle (nanométrique), ce 
que permet de faire la norme "motif". 

 
Avec les notations de la norme, l’altitude moyenne des motifs par rapport à la ligne 

moyenne du profil est définie par : 

 
2
RAlt =  (1.23) 

On suppose également que l’ondulation, de par son origine (vibrations de la machine 
et de la pièce), est de type sinusoïdal. Par conséquent, chaque motif doit contenir une partie 
sinusoïdale dont les paramètres varient d’un motif à l’autre : 

 1 sin 2
2 2

j
i

xRz W
AW

π
 

= +  
 

 (1.24) 

où les Wi sont les hauteurs des motifs d’ondulation, xj les abscisses des sommets des 
motifs et AW la longueur des motifs d’ondulation. En supposant que les Wi et les xj sont 
totalement indépendants, on déduit l’écart-type des hauteurs :  

 2 20,35SAlt W SW= +  (1.25) 
La densité de probabilité des hauteurs de sommets, f1(z) est supposée gaussienne, ce 

qui conduit à écrire : 

 
2

1
1 1( ) exp

22
z Altf z
SAltSAlt π

 − = −  
   

 (1.26) 

 
Robbe-Valloire détermine de même la densité de probabilité des rayons des sommets. 

Pour cela, il s’appuie sur des arguments géométriques, toujours basés sur les paramètres de 
la norme "motif". Soit ARi la largeur d’un motif de rugosité donné, H1i et H2i les hauteurs 
respectives des pics de gauche et de droite de ce même motif. On approche la géométrie de 
ces pics par des sphères, ce qui permet de définir les rayons des deux sommets : 
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1 216 16

i i
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AR ARet
H H

ℜ = ℜ =  (1.27) 

Ainsi, si ARi, H1i et H2i sont indépendants, alors le rayon moyen des sommets et son écart-
type sont donnés par : 
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= +

 (1.28) 

Cette formulation fait directement apparaître l’influence de l’espacement entre les 
motifs sur le rayon de courbure des sommets. 

La densité de probabilité des rayons de courbure des sommets, ℜ , est supposée être 
log-normale car on s’interdit les rayons négatifs. On obtient alors 

 ( )
2

2
1 1 logexp

22
bf

aa π

  ℜ −
ℜ = −  ℜ    

 (1.29) 

avec 
SRAD

ℜ
ℜ = . Sachant que la moyenne et l’écart-type du paramètre ℜ  sont 

respectivement RAD
SRAD

 et 1, on détermine les paramètres a et b : 
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= + 

 

  = − +  
   

 (1.30) 

Contrairement aux modèles de Whitehouse et Archard (§ 1.3.2) et de Nayak (§ 1.3.3), le 
modèle de Robbe-Valloire propose une véritable indépendance entre les hauteurs de 
sommets et les rayons de courbure. Par contre, il prend en compte l’influence de la 
variabilité des espacements de sommets sur la statistique des rayons de courbure des 
sommets. 

Comme l’a montré Nayak, les sommets d’un profil ne sont généralement pas les 
sommets de la surface car la technique de profilométrie à contact amène le palpeur à se 
déplacer sur le flan des aspérités et non réellement sur leur sommet. De la même manière 
que Nayak, l’auteur propose donc : 

 ( )2
1, 2 picsDη =  (1.31) 

Ici, la densité de sommets du profil est directement donnée par l’inverse de l’espacement 

entre les sommets, qui est un paramètre de la norme : 1
picsD

AR
= . Enfin, le nombre 

d’aspérités comprises dans une surface Aa et dont le rayon est compris entre Rc1 et Rc2 et la 
hauteur comprise entre z1 et z2 est : 

 ( )
22

1 1

2

1, 2 ,
c

c

Rz
N

z R

A f z dzd
AR

ℜ ℜ∫ ∫  (1.32) 

 
Robbe-Valloire applique alors cette modélisation à la description de trois grandes 

familles de surfaces : les surfaces tournées, les surfaces rectifiées et les surfaces polies. De 
cette description, on tire plusieurs remarques : 
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¾ Comme pour les modèles de Whitehouse et Archard et de Nayak, 
l’écart-type des rayons de courbure des sommets est de l’ordre de 
grandeur du rayon moyen ; les modèles ne considérant que la valeur 
moyenne des rayons des sommets des aspérités sont donc à considérer 
avec précaution. 

¾ Le modèle proposé ne suppose pas de forme particulière pour le profil, il 
est donc applicable à une grande variété de surfaces. 

¾ Lorsque la rugosité diminue, l’amplitude des variations d’altitude diminue 
tandis que les rayons des aspérités augmentent ; du point de vue de la 
mécanique du contact ceci correspond au fait que les surfaces de plus 
faible rugosité sont plus rigides, car elles mettent en jeu des aspérités de 
plus grands rayons et d’altitudes très proches. 

 
Ce modèle permet de prendre en compte la partie pseudo-périodique d’une surface 

technique tout en étant pertinent pour la description de surfaces plus aléatoires (rectifiées 
ou polies). De plus, les paramètres nécessaires pour la description de la surface sont 
directement issus de l’application de la norme sur le profil et ne nécessitent pas d’autre 
traitement, ce qui rend cette modélisation applicable dans un grand nombre de cas. 

 

1.3.5 Synthèse de la description des surfaces rugueuses 
 
Les modèles proposés dans ce chapitre tentent de décrire les surfaces rugueuses à 

l’aide d’hypothèses plus ou moins réalistes qui permettent de proposer une statistique 
représentative de la surface réelle en fonction du type de problèmes rencontrés. Ces 
modèles sont résumés dans le Tableau 3. 

 
 Forme des sommets Hauteurs Courbure Paramètres de mesure 

Greenwood et 
Williamson [13] Sphères Sommets 

aléatoires 
Constante 
(moyenne)  

Whitehouse et 
Archard [14] Sphères Surface 

aléatoire 
Aléatoire, corrélée à 

la hauteur 
Fonction 

d’autocorrélation 

Nayak [15] Pas d’hypothèse Surface 
aléatoire 

Aléatoire, corrélée à 
la hauteur 

Fonction 
d’autocorrélation, densité 
spectrale de puissance et 

ses moments 
Robbe-Valloire 

[16] Pas d’hypothèse Sommets 
aléatoires 

Aléatoire, corrélée à 
l’espacement Norme « motifs » 

Tableau 3 : Synthèse des modèles de description des surfaces rugueuses. 

 
Tous les modèles présentés supposent que les aspérités sont géométriquement 

indépendantes. Ceci signifie qu’il n’est pas possible de déduire les hauteur et position 
d’une aspérité connaissant la position et la hauteur de ses voisines. 

L’hypothèse de Greenwood et Williamson considérant que la courbure des 
sommets des aspérités est constante n’est pas très réaliste dans la mesure où l’on montre 
expérimentalement que la courbure d’un sommet est d’autant plus grande que sa hauteur 
est importante. De plus, l’écart-type des courbures des sommets est du même ordre de 
grandeur que la courbure moyenne, impliquant une certaine prudence quant à 
l’interprétation des résultats. 
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La forme particulière donnée au sommet des aspérités dans les modèles de 
Greenwood et Williamson et de Whitehouse et Archard n’est dicté par aucun impératif 
expérimental mais est utile pour la modélisation du contact (§ 1.4). 

Les paramètres proposés par Nayak sont accessibles par des mesures 
profilométriques mais ces mesures présentent une forte variabilité, ce qui rend délicate leur 
interprétation. De plus, si on souhaite traiter le cas de surface non-isotropes il faut 
considérer un nombre important de paramètres (neuf), ce qui rend la modélisation difficile 
à mettre en œuvre. 

La modélisation de Robbe-Valloire propose une description statistique dont tous 
les paramètres sont normalisés, permettant de s’affranchir des discussions habituelles 
concernant la représentativité et la capacité à être mesurés des paramètres employés. Le 
modèle propose une réelle indépendance entre la hauteur des sommets et leur courbure et 
attribue la variabilité de celles-ci à la variabilité de la distance entre les aspérités (AR, 
paramètre normalisé). De plus, la statistique proposée pour les rayons de courbure est log-
normale, ce qui est plus réaliste compte-tenu du fait qu’on ne rencontre pas d’aspérité à 
rayon de courbure négative (il s’agirait d’un creux). 

 
 

1.4. Modélisation du contact 
 
Lorsque la description de la géométrie des surfaces en contact est établie, il est 

possible de s’intéresser aux mécanismes de déformation des aspérités participant au 
contact. Une aspérité donnée impliquée dans un contact peut, suivant les conditions 
géométriques et mécaniques, subir une déformation élastique, élastoplastique ou 
parfaitement plastique. Les auteurs utilisent, selon les cas, des modèles empiriques, 
analytiques ou numériques pour déterminer les mécanismes mis en jeu. 

 

1.4.1 Modélisation du contact élastique 
 
Le plus simple des comportements qu’une surface déformable puisse adopter est 

l’élasticité linéaire. Il apparaît donc naturel de proposer en premier lieu les modèles qui 
considèrent que l’intégralité des aspérités participant au contact adoptent ce comportement. 

1.4.1.1 Concept de la surface somme 
 
Du point de vue géométrique, l’étude du contact entre deux surfaces rugueuses est 

assez complexe. En effet, elle nécessite de connaître, selon les modèles, la position des 
aspérités d’une surface par rapport aux aspérités de l’autre, la prise en compte des formes 
des aspérités, des mésalignements, car il n’y a aucune raison que les aspérités faisant partie 
d’une paire entrent toujours en contact par leurs sommets. Pour cela, il faut connaître les 
fonctions densités de probabilité des hauteurs (éventuellement des courbures) associées à 
chacune des surfaces. Greenwood et Tripp [17] sont les premiers à avoir étudié (1970) la 
possibilité, par une transformation mathématique, de modéliser le contact entre deux 
surfaces rugueuses par le contact d’une seule surface rugueuse représentative des deux 
premières mais différente de chacune d’entre-elles et d’un plan lisse parfaitement rigide. 
Partant de la théorie générale du contact entre deux surfaces rugueuses avec prise en 
compte du mésalignement, les auteurs établissent les équations régissant l’aire réelle de 
contact et la charge totale appliquée en fonction de la distance, d, entre les plans moyens de 
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chacune des deux surfaces. Les auteurs montrent que ces équations ne dépendent pas des 
hauteurs individuelles mais de leur somme. Ainsi, les équations sur la géométrie se posent 
de manière identique si on étudie les deux problèmes suivants (Figure 7) : 

¾ Le contact de deux surfaces rugueuses de hauteurs z1 et z2 par rapport à leurs 
plans moyens respectifs, lesquels sont parallèles et distants de d, 

¾ Le contact entre une surface rugueuse de hauteur z1 + z2 par rapport à son plan 
moyen et un plan lisse rigide distant de d par rapport à ce même plan. 

 
Du point de vue du comportement, on montre que les résultats sont également 

équivalents à condition de prendre les précautions suivantes : 
¾ La courbure équivalente en un point de contact entre deux surfaces de 

courbures  respectives
1

1

cR
 et 

2

1

cR
est 

1 2

1 1 1 1
2ceq c cR R R

 
= + 

 
, 

¾ Le module d’Young équivalent, E’, est tel que
2 2
1 2

'
1 2

1 1 1

I IE E E
ν ν− −

= + , EIi et νi étant 

respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson du matériau i. 
¾ La dureté du “ matériau équivalent ” est la dureté du matériau le plus mou. 

 
Les auteurs établissent par ailleurs qu’il n’est pas nécessaire que les deux surfaces 

aient la même distribution de hauteurs et que le mésalignement a peu d’influence sur les 
résultats, même si sa prise en compte tend à améliorer la proportionnalité entre la charge et 
l’aire réelle de contact. 
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Figure 7 : Illustration du concept de surface somme : La figure du haut présente 

deux surfaces rugueuses en vis-à-vis dont les plans moyens des 
hauteurs sont distants de d. La transformation proposée par 
Greenwood et Tripp [17] remplace une surface par un plan lisse 
rigide mais conserve en tout point la distance entre les deux surfaces. 
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Ce concept de surface somme induit une simplification appréciable dans la mise en 

équation des problèmes de contact entre surfaces rugueuses et a montré à de nombreuses 
reprises sa pertinence [18], [19], [20]. Ce concept est donc naturellement utilisé par bon 
nombre d’auteurs. 

 
Thoquenne, [21] a proposé récemment (2004) une autre méthode pour déterminer une 

surface équivalente. Il suppose que les surfaces ont tendance à s’adapter l’une par rapport à 
l’autre au cours du rodage de sorte que les pics de pression locaux soient les plus faibles 
possibles lors du contact. Il propose donc un algorithme de recherche de la configuration la 
plus favorable basée sur la minimisation de l’écart-type de la distance entre les points des 
deux surfaces qui sont en vis-à-vis. La surface équivalente est alors construite en faisant la 
différence des deux surfaces lorsqu’elles sont dans leur configuration la plus favorable. 

1.4.1.2 Modèle de Greenwood et Williamson 
 
Dans ce modèle élaboré en 1966 [13], les auteurs considèrent que chaque contact peut 

être vu comme une petite indentation sphérique. Au début du chargement, très peu 
d’aspérités entrent en contact, générant localement des contraintes largement supérieures à 
la limité d’élasticité du matériau ; il se produit alors un écoulement plastique. L’aire de 
contact augmentant plus vite que la charge, le contact devient rapidement à dominante 
élastique. Leur modèle est basé sur la description des surfaces présentée au paragraphe 
1.3.1 auquel on ajoute les hypothèses suivantes : 

- Le contact a lieu entre un plan lisse et une surface rugueuse, 
- Les aspérités adoptent un comportement élastique (contact hertzien en 

chaque aspérité participant au contact), 
- Les aspérités sont indépendantes : les déformations subies par une 

aspérité quelconque n’ont pas d’effet sur les autres aspérités situées à 
proximité. 

 
En notant ω le rapprochement des surfaces, les calculs de Hertz pour une indentation 
sphérique simple aboutissent aux résultats suivants : 

 ( )
1

2
1: crayon de contact a R ω=  (1.33) 

 1: cAire de contact A Rπ ω=  (1.34) 

 31
2 2

1
4: '
3 cEffort P E R ω=  (1.35) 

 
 
 
 
 
 
 

Figure 8 : Schématisation de l’écrasement d’une surface rugueuse isotrope aléatoire gaussienne par un 
plan lisse parfaitement rigide. 

 
Supposant que les deux surfaces s’approchent l’une de l’autre jusqu’à ce que la 

distance entre leurs plans moyens soit d, comme illustré Figure 8, les aspérités participant 

z 

0 d 
ωi
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au contact sont celles dont l’altitude par rapport au plan de référence de la surface rugueuse 
est supérieure à d. On en déduit la probabilité pour qu’une aspérité de hauteur z participe 
au contact lorsque les plans moyens sont distants de d : 

 ˆ( ) ( )
d

prob z d z dzφ
+∞

≥ = ∫  (1.36) 

Si le nombre total d’aspérités est N, le nombre attendu d’aspérités participant au contact est  

 ˆ( )
d

n N z dzφ
+∞

= ∫  (1.37) 

En posant z dω = − , on en déduit l’aire réelle de contact et la charge de contact espérées : 

 ( ) ˆ( )R c
d

A NR z d z dzπ φ
+∞

= −∫  (1.38) 

 ( )
31 22

4 ˆ' ( )
3N c

d

W NE R z d z dzφ
+∞

= −∫  (1.39) 

 
Considérant la fonction densité de probabilité proposée par Greenwood et 

Williamson et les distances normées par σ̂ , ces expressions s’écrivent alors sous la 
forme : 

 ( )
331 22 2

24 1ˆ' exp
3 22N c

d

zW NE R z d dzσ
π

+∞  
= − − 

 
∫  (1.40) 

De la représentation graphique de l’aire réelle de contact en fonction de la charge 
appliquée on déduit la possibilité de définir une dureté élastique du contact, qui joue un 
rôle similaire dans les équations à la dureté en plasticité parfaite. Et les auteurs montrent 

que pour une très grande étendue de charges ( 510Effort max
Effort min

� ) on peut considérer cette 

dureté élastique constante et égale à (pour une surface gaussienne) : 

 
2

ˆ
0, 25e

c

H
R
σ 

=  
 

 (1.41) 

On note que l’aire réelle de contact dépend de la charge totale mais ne dépend pas de l’aire 
nominale. 

 
Pour déterminer la limite de validité de leur modélisation, Greenwood et Williamson 

s’appuient sur un résultat issu de la théorie de Hertz selon lequel en indentation sphérique 
la limite d’écoulement plastique est atteinte lorsque la pression hertzienne maximale, pH, 
atteint 60% de la dureté, H, du matériau. Ainsi, pour une aspérité donnée, sachant que 

2 2

'22
H cp R
E

πω  =  
 

, la valeur critique de rapprochement élastique des surfaces est 

2

0,89
'p c

HR
E

ω  =  
 

. Dans la mesure où l’écoulement plastique débute en profondeur, dans 

une zone confinée, on peut choisir un critère normalisé rendant cet écoulement détectable : 

 
2

ˆ '
c

p
R H

E
ω

σ
 =  
 

 (1.42) 

Ce critère n’est cependant pas tout à fait satisfaisant car il diminue quand la rugosité 
augmente. On préfère donc utiliser l’indice de plasticité, défini par  
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ˆ1 '

GW
cp

E
H R

σψ
ω

= =  (1.43) 

Cet indice combine les propriétés du matériau (E’ et H) et de la géométrie de la 
surface rugueuse (Rc et σ̂ ). Cet indice gouverne le comportement du contact : 

- 0,6GWψ ≤  : le contact est purement élastique, 
- 1GWψ ≥  : le contact est plastique, même aux faibles charges. 

 

1.4.1.3 Modèle de Onions et Archard 
 
Onions et Archard [22] s’appuient sur le modèle de description des surfaces 

rugueuses aléatoires de Whitehouse et Archard [14] (décrit § 1.3.2) pour construire leur 
théorie du contact. Ils considèrent le cas où les hauteurs de sommets et leur courbure sont 
indépendantes (ρ = 0), chaque aspérité étant sujette aux lois de Hertz (comme pour 
Greenwood et Williamson). 

En appliquant l’analyse 3 points (3 points analysis) sur un profil couplée à l’hypothèse 
d’indépendance des mesures, on montre qu’un point du profil sur trois est un sommet. De 
même, un point des surfaces sur cinq mesurés est un sommet. On en déduit la densité 
surfacique de sommets : 

 
( )2*

1 1
5 2,3

η
β

=  (1.44) 

Où *β  est la distance de corrélation (cf. équation (1.8) ). 
Les auteurs considèrent le contact entre une surface rugueuse et un plan lisse parfaitement 
rigide. On note d la distance entre ce plan lisse et le plan moyen des altitudes de la surface 
rugueuse. AN est l’aire nominale (ou apparente) de contact. En appliquant la même 
démarche que Greenwood et Williamson partant du comportement d’un sommet et de la 
statistique des sommets et des courbures des aspérités on en déduit l’aire réelle et la charge 
de contact : 

 
( ) ( )

( ) ( )

2*

0

32' * 2

0

( , )2,3
.

4 ( , )2,3
3 .

R N
d

N
d

z cA A z d dcdz
N c

z cW A E z d dcdz
N c

ϕηπ β

ϕβ σ

∞ ∞

∞ ∞

= −

= −

∫ ∫

∫ ∫
 (1.45) 

Ces expressions sont évaluées numériquement. Les représentations graphiques de ces 
équations montrent que les modèles de Greenwood et Williamson d’une part et 
Whitehouse, Onions et Archard d’autre part donnent des résultats similaires et les deux 
semblent indiquer qu’il y a proportionnalité entre l’aire réelle de contact et la charge 
appliquée, ce qui confirme l’idée d’une dureté élastique. 

 
Onions et Archard reprennent la définition de l’indice de plasticité de Greenwood et 

Williamson (1.43) à ceci près que le rayon de courbure du modèle de Greenwood et 
Williamson est constant alors que celui de Onions et Archard est variable. Ces derniers 
utilisent donc le rayon de courbure moyen (lorsque les hauteurs et les rayons de courbure 
sont indépendants) : 

 
2 2

9c
LR π
σ

=  (1.46) 
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où L est le pas d’échantillonnage. Supposant que *2,3L β= , l’indice de plasticité s’écrit : 

 
'

*

ˆ
0,69GW

E
H

σσψ
β

=  (1.47) 

Les auteurs confondent σ̂  et σ en prenant la précaution d’augmenter le coefficient 0,69 car 
il est raisonnable de supposer que σ̂ σ≥  : 

 
'

*OA
E
H

σψ
β

=  (1.48) 

Ce dernier paramètre est plus facile à mesurer car les paramètres qui le définissent sont 
directement mesurables. Il s’utilise comme ψGW dont il est issu. 

 

1.4.1.4 Modèle de Bush, Gibson et Thomas 
 
Le modèle de Bush et al [23] s’appuie sur les travaux de Nayak [15], [24], [25], décrit 

au § 1.3.3. Les surfaces rugueuses étudiées sont isotropes aléatoires gaussiennes et les 
sommets des aspérités sont modélisés par des paraboloïdes de mêmes courbures 
principales, qui sont la décomposition en série de Taylor à l’ordre 2 de la surface réelle. 
Les aspérités sont considérées comme indépendantes. 

L’altitude est mesurée à partir du plan moyen des hauteurs et on approche un plan lisse 
indéformable à une distance h de ce plan moyen. On applique à chaque aspérité participant 
au contact la théorie de Hertz. A la suite de calculs relativement techniques sur les densités 
de probabilités les auteurs arrivent aux deux résultats suivants : 

 

2'
2

2

1exp
2 2 2

1exp
22 2

N
N

N
R

A E m dW
d

A dA
d

σ
π σ

σ
σπ

  = −  
   

  = −  
   

 (1.49) 

On montre qu’il existe une relation de proportionnalité entre WN et AR et que  

 'N
zéros

R

W E D
A

πσ=  (1.50) 

Cette constante joue le rôle de dureté élastique. 
 

1.4.2 Modélisation du contact avec plasticité 
 
Les théories du contact en élasticité linéaire donnent de bons résultats et sont 

confortées expérimentalement tant que les deux surfaces sont relativement éloignées, c’est 
à dire lorsque l’effort normal n’est pas trop élevé. Si tel n’est pas le cas, le mécanisme de 
contact doit prendre en compte la plasticité, qui est d’abord négligeable puis joue un rôle 
de plus en plus important au fur et à mesure que l’effort augmente. Plusieurs descriptions 
sont proposées dans la littérature, selon le mécanisme de plasticité retenu par les auteurs et 
la manière de résoudre les équations. On propose ici un aperçu des théories qui sont le plus 
souvent employées, ayant prouvé leur pertinence à de nombreuses reprises. 
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1.4.2.1 Modèles de Hisakado et Tzukizoe 
 
Hisakado [26] propose un modèle de contact entre une surface rugueuse et une 

surface lisse rigide (généralisation du contact entre deux surfaces rugueuses grâce au 
concept de surface somme) et s’intéresse plus particulièrement à l’influence de la densité 
de probabilité du rayon de courbure sur l’aire réelle de contact et le nombre de points de 
contacts. Hisakado étudie des surfaces isotropes gaussiennes et modélise les sommets des 
aspérités par des calottes sphériques. Il suppose, de plus, que les aspérités n’interagissent 
pas entre elles. Enfin, à travers le critère de plasticité établi par Greenwood et 
Williamson, il prend en compte le comportement plastique des aspérités quand il y a lieu. 
Il définit la densité de probabilité des hauteurs de la surface par : 

 
( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
m

z

f z f mg z
G m

f u f m du
σ

σ
σ

σ

−
=

−
−  ∫

 (1.51) 

avec 

 ( )
2

2

1 exp
22
zf z
σσ π

 
= − 

 
 (1.52) 

A la différence des travaux précédemment présentés, l’auteur n’intègre pas la densité 
de probabilité sur un intervalle ouvert de type [u ; +∞ [ mais sur un intervalle fermé : [u ; 
pσ], ce qui introduit un paramètre constant, p, qui peut être interprété comme le point de 
premier contact entre les surfaces. 

Hisakado définit également la densité de probabilité des rayons de courbure, ( )cRχ , 
qui varie entre deux valeurs limites, Rcmin et Rcmax, et qui peut prendre l’une des deux 
formes suivantes : 

 ( ) ( )2 21 c c
c c

cmax cmax cmax cmax

R RR ou R
R R R R

χ χ
 

= − = 
 

 (1.53) 

L’auteur montre, à la suite de Nayak (§ 1.3.3) que les rayons de courbure obtenus à 
partir des profils ne sont pas directement ceux de la surface car le stylet de mesure de 
l’instrument profilométrique a tendance à ce déplacer sur les versants des aspérités et non 
sur les sommets, ce qui revient à sous-évaluer les rayons de courbure réels : si h(c) est la 
densité de probabilité des rayons de courbure du profil, alors 

 ( )

( )

( )max max

2 2

2 2
0

cmax

c

c c

c

R
c

R c
c R R

c
c

R c

R r
dr

r r R
h R

R r
dR dr

r r R

χ

χ
−

=

−

∫

∫ ∫
 (1.54) 

S’appuyant sur les travaux de Greenwood et Williamson sur l’indice de plasticité 
(équation (1.42)), on définit une interférence limite qui produit, au niveau local, un 
écoulement plastique : 

 
2

'
v

Pmax cmax
HR
E

ω  =  
 

 (1.55) 

Les résultats théoriques, appuyés par des résultats expérimentaux concordants, 
montrent que : 

¾ L’aire de contact est peu influencée par le type de distribution des rayons de 
courbure mais l’est beaucoup par l’interférence dans le domaine plastique,ωp. 
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¾ AR est proportionnel à WN pour 0pω =  et proportionnel à 0,923
NW  pour 

3pω σ= , donc l’aire de contact élastique croît plus vite que l’aire de contact 
plastique, 

¾ Pour un effort donné, la séparation entre les surfaces est plus faible lorsque ωp 
est grand par rapport à σ, ce qui est souhaitable en étanchéité, 

¾ Le nombre de points de contact, n, est proportionnel à 0,914
NW  pour 0pω =  et 

proportionnel à 0,796
NW  pour 3pω σ= , le rayon moyen des points de contact 

augmente peu, c’est l’augmentation du nombre de contacts qui est 
majoritairement responsable de l’augmentation de l’aire réelle de contact en 
fonction de la charge. 

 
Hisakado et Tsukizoe [27] étudient ensuite l’influence de la distribution des pentes 

des surfaces sur la théorie du contact entre surfaces isotropes. Cette fois, les aspérités 
étudiées sont de forme conique et les auteurs prennent en compte l’écrouissage subi 
localement par chaque aspérité participant au contact. Les distributions de hauteurs et de 
pentes sont de type gaussiennes. La densité de probabilité des hauteurs est identique à celle 
précédemment proposée par Hisakado (équations (1.51) et (1.52)) et la densité de 
probabilité des pentes est notée ( )tanq θ . Cette densité de probabilité est approchée par un 
polynôme en tanθ. Hisakado et Tsukizoe expriment alors l’aire réelle de contact, l’effort 
appliqué, la pression moyenne, la densité de probabilité des rayons de courbure et le 
nombre de contacts en fonction de ces deux densités de probabilité. 

 
Les principales conclusions de leur étude montrent que : 
¾ Plus la variabilité des pentes des aspérités est grande et moins il peut y avoir de 

points de contact ou encore plus la rugosité des surfaces est élevée et moins il 
peut y avoir de points de contact, 

¾ L’aire de contact est proportionnelle à l’effort appliqué et décroît quand la 
rugosité augmente, 

¾ La pression moyenne réelle de contact est peu influencée par l’effort appliqué 
(pour des pressions moyennes apparentes variant entre 0,001% et 10% de la 
pression d’écoulement plastique), 

¾ La pression moyenne réelle augmente avec la rugosité, 
¾ La séparation entre les surfaces en contact est très peu influencée par la pente 

des aspérités et diminue quand la rugosité augmente. Des résultats 
expérimentaux viennent appuyer ce résultat pour les faibles charges (< 10% de 
la pression d’écoulement plastique), 

¾ Le rayon moyen des aspérités en contact augmente avec la variabilité des pentes 
et avec l’effort appliqué mais diminue quand la rugosité augmente. Des 
résultats expérimentaux montrent que le modèle théorique sous-estime le rayon 
moyen des aspérités en contact quel que soit l’effort appliqué. 

¾ La distribution des rayons des points de contact est très peu influencée par la 
pente des aspérités. 

 
L’une des difficultés majeures de cette formulation est la détermination de la densité 

de probabilité des pentes des surfaces et des paramètres de la surface somme associée. En 
effet, cette modélisation fait appel à de nombreux paramètres ne se déduisant pas 
directement des mesures donc qui sont difficiles à identifier à partir d’essais. 
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1.4.2.2 Modèle de Pullen et Williamson 
 
Dans les modèles précédemment présentés, les auteurs aboutissent toujours à la 

conclusion que l’aire réelle de contact est proportionnelle à la charge appliquée. 
Cependant, Pullen et Williamson [28], se basant sur des faits expérimentaux, remarquent 
que sous fortes charges les surfaces résistent de plus en plus à l’écrasement, ce qui devrait 
conduire à une relation non-linéaire entre l’aire réelle de contact et la charge appliquée. 
Leur dispositif expérimental, illustré Figure 9, est constitué d’une enclume leur permettant 
de serrer une éprouvette par les bords pour l’écraser sur sa surface libre (surface rugueuse) 
par une surface lisse rigide. Ceci permet d’assurer que l’éprouvette ne flambe pas. Le 
chargement est d’intensité croissante avec décharge complète entre chaque palier et mesure 
profilométrique par la méthode de ″relocation profilometry″ (Williamson et Hunt [29] et 
§ 1.5.4). La mesure de la longueur de profil participant au contact est considérée comme 
une mesure de l’aire réelle de contact. Son rapport à l’aire nominale de contact est appelé 
degré de contact, noté γ. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 9 : Schéma de principe des essais réalisés par Pullen et Williamson [28] 

 
Lorsque l’éprouvette rugueuse en aluminium est fortement comprimée (pression 

apparente jusqu’à 370 MPa mais pression réelle atteignant le GPa localement), des 
plateaux apparaissent sur le profil, prouvant l’occurrence de plasticité (Figure 10). En se 
basant sur l’hypothèse de l’écoulement plastique incompressible, la matière déplacée au 
niveau du contact doit se retrouver ailleurs, c’est à dire hors du contact. Ainsi, une partie 
au moins de la surface hors contact doit remonter. Les résultats expérimentaux obtenus par 
Pullen et Williamson montrent que seules les portions de la surface qui participent au 
contact descendent sous l’action de l’effort normal alors que toutes les portions de la 
surface qui ne participent pas au contact remontent sous l’effet de l’écoulement plastique 
incompressible. Ceci reste vrai même pour les faibles efforts normaux, où la plasticité est 
plus limitée. 

 

WN
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Figure 10 : Profils montrant la déformation progressive des aspérités au cours du chargement d’une 

surface en aluminium. Le profil du haut est vierge. L’éprouvette a subi successivement une 
pression nominale (du haut vers le bas), de 12,42 MPa, 62,1 MPa, 234,6 MPa et 376,6 MPa. 
Toutes les mesures sont faites sur le même profil après déchargement. 

 
Ce résultat a permis aux auteurs de proposer l’hypothèse selon laquelle la remontée 

plastique est uniforme. Ils proposent alors un modèle fondé sur cette hypothèse. Les 
aspérités sont supposées indépendantes, ce qui permet, à partir du comportement d’une 
aspérité unique et d’une description statistique de la surface rugueuse, de remonter aux 
propriétés macroscopiques. En se basant sur la conservation du volume déplacé 
plastiquement et sur le travail mécanique développé au cours de cette opération, les auteurs 
déduisent que : 

 
1

N

m N

W
p A

γ
γ

=
−

 (1.56) 

Parallèlement, si l’on néglige la remontée plastique uniforme, on devrait trouver 

 N R

m N N

W A
p A A

γ= =  (1.57) 

Où AN et AR sont respectivement l’aire nominale et l’aire réelle de contact. On note que, 
contrairement à la plupart des modèles précédents, ces deux résultats sont indépendants de 
la géométrie des aspérités. 

Le degré de contact s’écrit naturellement à partir de la densité de probabilité des 
hauteurs, φ(z), de la distance entre les plans moyens, d, et de la remontée plastique 
uniforme,u : 

 ( )
d u

z dzγ φ
+∞

−

= ∫  (1.58) 

De plus, u est une mesure de la quantité de matière déplacée, c’est à dire la quantité de 
matière impliquée dans le contact. On pose 0d d u= −  d’où 

 ( )
0

0 ( )
d

u z d z dzφ
+∞

= −∫  (1.59) 

On obtient alors que la séparation, d, s’écrit  

 ( )
0

0 0 ( )
d

d d z d z dzφ
+∞

= + −∫  (1.60) 

Les auteurs considèrent alors une distribution gaussienne des hauteurs, d’écart-type, σ. 
Toutes les longueurs sont alors normées par σ et on obtient 
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0

0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( )
d

d d u d d d x dx d d dφ φ φ γ
+∞

= + = + − = + −∫  (1.61) 

D’où la relation entre l’effort normal et le degré de contact : 

 0

0

( )

1
1 ( )

dN

m N

d

x dx
W

p A
x dx

φ
γ

γ
φ

+∞

+∞= =
−

−

∫

∫
 (1.62) 

 
Les équations (1.56) à (1.62) permettent de représenter graphiquement l’évolution du 

degré de contact en fonction de l’effort normal d’une part et l’évolution de la séparation, 
d  en fonction du degré de contact d’autre part. Les auteurs confrontent ensuite les 
résultats expérimentaux avec les prédictions théoriques. Plusieurs commentaires peuvent 
être faits sur cette confrontation : 

¾ Les résultats expérimentaux concordent de manière remarquable avec les 
prédictions du modèle prenant en compte la remontée plastique uniforme, 

¾ Pour les faibles charges, néanmoins, 1N

m N

W
p A

 
< 

 
, le comportement de la 

surface peut être approché par une relation de proportionnalité (WN∝ AR). 
 
La remontée plastique uniforme, conséquence de l’incompressibilité de l’écoulement 

plastique, est donc à prendre en compte dès que l’effort normal laisse penser que la 
plasticité joue un rôle non-négligeable dans la mécanique du contact. 

 

1.4.2.3 Modèle de Francis 
 
Francis propose un modèle [30] permettant de décrire le contact de surfaces rugueuses 

comme une somme de micro-indentations indépendantes se produisant entre deux surfaces 
isotropes aléatoires gaussiennes. L’auteur adopte le concept de la surface somme combinée 
avec une modélisation des surfaces rugueuses faisant appel aux travaux de Nayak [15]. De 
plus, les sommets des aspérités sont supposées de forme paraboloïde. La distribution des 
hauteurs de sommets est conforme à la distribution des hauteurs de la surface toute entière. 
Le comportement associé à l’indentation sphérique est décrit par une série de fonctions 
connectées continûment et déterminées de manière empirique [81]. Ces fonctions 
contiennent l’écrouissage des matériaux. La géométrie de la matière ″recouverte″ (i.e. la 
matière qui entre en interférence avec le plan lisse indéformable de la surface somme) est 
directement obtenue à partir de la séparation entre les surfaces, d, et de la forme de la 
surface somme. De plus, le nombre de contacts est le nombre de sommets recouverts (i.e. 
dont l’altitude est supérieure à d). 

Enfin, l’effort est normal et la déformation ne dépend que de la géométrie des 
sommets. L’écrasement comprend une partie élastique, contact hertzien, et une partie 
plastique, dont les lois sont déterminées empiriquement. Dans tous les cas, le déplacement 
est de forme paraboloïde, radialement symétrique par rapport au centre du contact et l’aire 
de contact projetée dans la direction du chargement est un cercle. 

 
Comme ce modèle est destiné à écraser les surfaces sous de fortes charges, Francis 

s’est intéressé à ses limites. L’une des hypothèses fortes de celui-ci est l’indépendance des 
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aspérités. Or au fur et à mesure que le plan lisse indéformable descend vers la ligne 
moyenne de la surface somme, il arrive un moment où les micro-contacts coalescent. Il 
existe donc une séparation limite en dessous de laquelle l’hypothèse d’indépendance des 

aspérités n’est plus raisonnable. Cette limite est évaluée en s’appuyant sur le ratio cN
N

, 

rapport entre le nombre Nc de micro-contacts et le nombre N de sommets. On adopte des 

variables réduites dd
σ

 = 
 

. D’après les travaux de Nayak, on a l’encadrement suivant : 

 ( )
2 2
2

0 4 0

3 3 exp ,
22

c
c c

d

Nm d d p z R dzdR
m m Nπ

∞ ∞ 
− < < 

 
∫ ∫  (1.63) 

Où m0, m2 et m4 sont définis Équation (1.16) et ( ), cp z R  est la densité de probabilité 
jointe des hauteurs de la surface somme et de leurs rayons de courbure (cf Nayak). 
L’auteur choisit d’approcher ce rapport par la moyenne géométrique de ses bornes et 

propose – arbitrairement – de fixer sa limite à ( )
0

1 ,
2 c c

t

p z R dzdR
∞ ∞

∫ ∫ . Ainsi, lorsque cN
N

 

atteint cette valeur, chaque pic de hauteur supérieure à d a fusionné, en moyenne, avec un 
autre pic. 

Les grandeurs macroscopiques du contact (effort normal, aire réelle de contact…) sont 
alors déduites des propriétés d’un micro-contact donné et de la distribution des hauteurs et 
des courbures par intégration. Comme ces fonctions ne peuvent être évaluées 
numériquement, Francis effectue une intégration numérique par discrétisation du domaine 
d’intégration.  

Ce modèle se veut plus complet que les modèles précédents mais nécessite plus de 
paramètres d’entrée :  

¾ Pour la mécanique : les constantes d’élasticité des deux matériaux, le rapport 
des limites d’élasticité des deux matériaux, le coefficient écrouissage du 
matériau le plus mou, 

¾ Pour la topologie : les moments m0, m2 et m4 de la densité spectrale de 
puissance (cf paragraphe 1.3.3). 

Comme on dispose de fonctions explicites empiriques, il est possible d’appliquer un 
chargement suivi d’un déchargement. Cependant, le fait de recourir à des fonctions 
empiriques limite quelque peu les utilisations possibles du modèle dans la mesure où il faut 
disposer de telles fonctions pour les matériaux que l’on souhaite étudier. Il faut donc 
réaliser des essais préliminaires pour chaque matériau, les résultats n’étant généralement 
pas transposables d’un matériau à l’autre. La variable du modèle est la séparation entre les 
surfaces et les deux variables principales qui en découlent sont l’aire de contact et l’effort 
normal. 

 

1.4.2.4 Modèle C.E.B. 
 
D’autres auteurs ont, par la suite, proposé une modélisation du contact prenant en 

compte l’écoulement plastique. Parmi ces modèles, on peut remarquer celui proposé en 
1987 par Chang, Etsion et Bogy [31]. Ce modèle a eu un certain succès, qui lui a valu le 
nom de modèle CEB. Les auteurs font la remarque préalable que les modèles 
précédemment proposés sont adaptés soit aux faibles charges (Greenwood et Williamson 
[13] ; Greenwood et Tripp [17] ; Hisakado [26],[27] ; Bush Gibson et Thomas [23] ; 
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McCool [19]) soit aux très fortes charges (Francis [30] ; Pullen et Williamson [28]). 
Dans tous les cas, très peu considèrent l’incompressibilité de l’écoulement plastique 
(Pullen et Williamson [28]). Les auteurs proposent donc un modèle qui prend en compte 
cette incompressibilité et qui soit adapté également aux chargements modérés. 

Ils adoptent la modélisation proposée par Greenwood et Williamson (§ 1.3.1) ainsi 
que le concept de la surface somme (§ 1.4.1.1). La variable de leur modèle est 
l’interférence, ω (Figure 8), dont dépendent l’aire individuelle de contact, A, et l’effort 
individuel sur chaque aspérité,P. On déduit l’aire réelle de contact, AR, et l’effort total de 
contact, WN, par intégration. 

Pour la partie élastique, on applique les résultats classiques du contact hertzien 
(Équations (1.33) à (1.35)). Les auteurs considèrent que l’écoulement plastique commence 
lorsque la pression moyenne atteint la valeur KH (K, constante, et H dureté du matériau le 
plus mou), ce qui permet de déduire l’interférence critique, limite de validité du modèle 
purement élastique : 

 
2

'2c c
KH R
E

πω  =  
 

 (1.64) 

avec K voisin de 0,6 et H la dureté Vickers du matériau. A partir de cette limite, le modèle 
de Greenwood et Williamson sous-estime l’aire réelle de contact d’une aspérité donnée. 

Chang, Etsion et Bogy supposent alors que l’écoulement plastique reste localisé 
autour de l’aspérité déformée, ce qui permet de modéliser l’aspérité par un tronc de sphère 
de hauteur L, fonction de ω. Cette interférence est partagée entre la contribution élastique 
(ωc) et la contribution plastique (ωp). Le volume de référence ainsi défini conserve son 
volume, ce qui permet d’en déduire ses variations de forme (Figure 11). 

 
 

 
Figure 11 : Volume de contrôle plastique. Schéma original de Chang, Etsion et Bogy [31]. 

 
 
On note Li la profondeur initiale de ce volume, lorsque cω ω= . Dans ces conditions, 

le contact élastique critique a un diamètre 2i c ca R ω=  et le diamètre de la première 

section non déformée est ( )2 2 c i cb R L ω= + . Le volume de référence plastique est alors : 

 2 2 23 3
6 4 4

i
i i

LV a b Lπ  = + + 
 

 (1.65) 

La hauteur finale de la zone déformée est alors i pL L ω= −  et le diamètre de contact 
est tel que : 

 2 2 23 3
6 4 4
LV a b Lπ  = + + 

 
 (1.66) 



1 Étude bibliographique 

 

 

41

Tous calculs faits, on trouve alors : 

 1

1

2

2 2 1

1

c

c c c

c

a R C

K
C

K

ω
ω ω ω
ω ω ω

ω
ω

=

   − + −   
   =

− +

 (1.67) 

Lorsque cω ω= , C = 1 et on retrouve le diamètre de contact élastique critique. 
Lorsque cω ω� , C tend vers 2 et on retrouve le diamètre de contact dans le cas d’un 
comportement plastique pur. En résumé : 

 2 2 2c cR a Rω ω≤ ≤  (1.68) 
 

De plus, 
2

1 2 1 c

c

K ω ω
ω ω

  > −  
   

 et le membre de droite est de plus en plus grand quand 

cω
ω

 tend vers zéro, ce qui permet d’écrire que  

 
0

2 2
c

c
ca R

ω
ω

ωω
ω

→

 − 
 ∼  (1.69) 

On fait également l’hypothèse que, pour les aspérités qui subissent un écoulement 
plastique, la pression moyenne est constante et vaut KH. On en déduit alors l’aire de 
contact et l’effort individuel sur une aspérité quelconque qui plastifie : 

 
2

2

c
c

c
c

A R

P R KH

ωπ ω
ω

ωπ ω
ω

  = −   


  = −   

 (1.70) 

 
L’aire réelle de contact et l’effort macroscopique sont alors la somme de deux termes : 

l’un issu de la contribution élastique et l’autre de la contribution plastique. Ainsi, si φ(z) est 
la distribution des hauteurs de la surface, η la densité surfacique de sommets et AN l’aire 
nominale, on trouve 

 ( ) ( )( ) ( ) 2 ( )
c

c

d

R N c N c c
d d

A d A R z d z dz A R z d z dz
ω

ω

η π φ η π ω φ
+ +∞

+

= − + − −  ∫ ∫  (1.71) 

( ) ( )
3' 2

'

4( ) ( ) 2 ( )
3

c

c

d

N N c c c
d d

HW d A E R z d z dz R K z d z dz
E

ω

ω

η φ π ω φ
+ +∞

+

  = − + − −   
  

∫ ∫  (1.72) 

 
On remarque enfin que ωc est une autre forme de l’indice de plasticité de Greenwood et 
Williamson (Équation (1.43)). 
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Figure 12 : Prévisions du modèle CEB. A gauche, la séparation entre les surfaces en fonction de 

l’effort appliqué, et à droite le pourcentage d’aire réelle de contact en fonction de 
l’effort appliqué. 

 
Ces résultats sont alors comparés à ceux obtenus par Greenwood et Williamson 

(élasticité pure) d’une part et Pullen et Williamson (plasticité parfaite) d’autre part. Cette 
comparaison appelle plusieurs commentaires (Figure 12) : 

¾ A charge donnée, la séparation entre les surfaces augmente avec l’indice de 
plasticité (i.e. lorsque ωc diminue) ; 

¾ L’écart entre ce modèle et le modèle GW augmente avec l’index de plasticité et 
avec l’effort normal ; 

¾ Le modèle GW sous-estime, à charge donnée, la séparation entre les surfaces ; 

¾ Les rapports R

N

A
A

 sont assez proches pour les trois modèles, même si les 

modèles PW et CEB sont plus proches aux fortes charges ou aux grands indices 
de plasticité ; 

¾ aux très fortes charges, le modèle CEB n’est plus adapté car il ne prend pas en 
compte l’interaction entre les aspérités. 

 
Chang, Etsion et Bogy proposent également une tentative de loi empirique permettant 

de simplifier la modélisation : 

 '( ) NR

N N

WA
A A E

δ ψ
 

=  
 

 (1.73) 

Les auteurs concluent en soulignant la grande similarité des prédictions théoriques des 
modèles GW, PW et CEB. Il apparaît néanmoins que les prédictions du modèle CEB sont 
confortées par les résultats expérimentaux produits par Nuri et Halling [56]. 

De plus, pour les problèmes de magnétisme et d’étanchéité, le modèle CEB prédit de 
plus grandes valeurs de la séparation entre les surfaces, toutes conditions égales par 
ailleurs, que les autres modèles, ce qui est conservatif. 
 

1.4.2.5 Modèle de Robbe-Valloire, Paffoni et Progri 
 

Plus récemment, Robbe-Valloire, Paffoni et Progri [32] se basent sur une description 
de la géométrie utilisant les paramètres de la norme "motif" (ISO 12085, 1996) pour 
modéliser le contact élastique, élastoplastique et parfaitement plastique entre deux surfaces 
rugueuses. Les auteurs adoptent le concept de la surface somme. Si les deux surfaces sont 
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non-corrélées, les paramètres normalisés sont combinés de la manière suivante (les indices 
1 et 2 représentent respectivement les deux surfaces mises en contact): 

¾ 1 2R R R= + , 

¾ 2 2
1 2SR SR SR= + , 

¾ ( )1 2
1
2

AR AR AR= + , 

¾ 1 2W W W= + , 

¾ 2 2
1 2SW SW SW= + , 

De plus, le module d’Young du matériau somme est 'E  et sa limite d’élasticité, Re, est la 
plus petite des deux matériaux du contact. 

 
Les auteurs proposent alors d’étudier le comportement d’une aspérité unique puis d’en 

déduire, via les densités de probabilités des hauteurs et rayons de sommets des aspérités, 
les propriétés de la surface somme. 

Localement, le contact est assimilable à l’écrasement d’une profondeur ω d’une sphère 
de rayon Rc par un plan lisse indéformable (Figure 13). Cet écrasement génère un effort P. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 13 : Représentation de l’indentation d’une aspérité unique 

 
Dans la mesure où l’altitude des sommets des aspérités est variable, l’enfoncement ω 

doit être considéré comme une variable. Le comportement est modélisé par un mécanisme 
en trois étapes : élastique, élastoplastique puis parfaitement plastique [33]. La première 
étape correspond à un faible enfoncement, et donc à un comportement élastique. Lorsque 
l’enfoncement dépasse un premier seuil, l’écoulement plastique débute et croît au fur et à 
mesure que l’enfoncement augmente, le comportement est alors élastoplastique. Enfin, 
lorsqu’il dépasse un second seuil, l’aspérité plastifie complètement, le comportement est 
parfaitement plastique. 

 
Dans le domaine élastique, la théorie du contact hertzien donne la relation suivante : 

 
1

2 3

2'

9 1
4 c

P
RE

ω
 

=  
 

 (1.74) 

Le rayon de contact est défini par 2
ca Rω= . Le critère de Tresca permet de déterminer la 

pression hertzienne maximale et d’en déduire le domaine d’enfoncement élastique : 

 
2 2

2'

0,5
0,3

e
e c

RR
E

πω ω  ≤ =  
 

 (1.75) 

Les auteurs utilisent alors les variables adimensionnées suivantes : 

ω

a
Rc

P 
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2 3' ' '

' 2
e c e c e c

E E a E Pa P
R R R R R E R

ωω
          

= = =          
          

 (1.76) 

Avec ces variables, le domaine d’élasticité est défini par  

 

2

2

3
2

1

0,5 27, 4
0,3

2
3

e

a

P

πω ω

ω

ω

 ≤ =  
 

=

=

�

 (1.77) 

Lorsque l’écrasement dépasse cette première limite, Robbe-Valloire, Paffoni et 
Progri se basent sur les travaux de Hill repris par Johnson [33] pour établir une relation 
entre la pression moyenne de contact, pm, et le rayon du contact, a. De plus, il y a 
continuité de l’effort au passage entre les régimes élastique et élastoplastique. Ceci conduit 
alors à : 

 
'

22 1ln
3 6e ep

e c

E aP a R K
R R

π   
= +  

  
 (1.78) 

avec 1,80epK � . Le régime élastoplastique se poursuit jusqu’à ce que la pression moyenne 
atteigne la pression d’écoulement parfaitement plastique, qui est supposée égale à trois fois 
la limite d’élasticité en traction simple ( 3m ep R= ) [33]. Ce qui conduit à : 

 
' 96exp 89,28

2 ep
e c

E a K
R R

 = − 
 

�  (1.79) 

A la suite de Chang, Etsion et Bogy [31] (§ 1.4.2.4), les auteurs supposent que le 
volume déformé plastiquement est localisé autour de l’aspérité. Ceci conduit à une relation 
simple entre le rayon de contact et l’enfoncement : 

 ( )2 2c ea R ω ω= −  (1.80) 
Les équations (1.79) et (1.80) conduisent alors à la relation entre l’effort résultant et 
l’enfoncement : 

 ( )
' 22 12 ln

3 6
e

c e e pe
e c

EP R R K
R R

ω ωπ ω ω
  −

= − +      
 (1.81) 

D’après (1.79), la limite de ce régime est atteinte pour l’enfoncement ωep défini tel que : 

 
2'

3976ep

e c

E
R R

ω 
= 

 
 (1.82) 

En utilisant les variables adimensionnées définies en (1.76), la formulation du problème en 
élastoplasticité s’écrit : 

 

( )

2

2

2

22 2 ln
3 6

e ep

e

e
e ep

a

P K

ω ω ω
ω ω

ω ωπ ω ω

≤ ≤
= −

  −
= − +      

 (1.83) 

 
Enfin, lorsque la pression moyenne atteint trois fois la limite d’élasticité en traction 

simple, on obtient 23 eP a Rπ= . De plus, on peut étendre la relation (1.80) au régime 
parfaitement plastique. Ce qui donne finalement  
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 ( )3 2c e eP R Rπ ω ω= −  (1.84) 
Soit encore, en utilisant les variables adimensionnées (1.76) : 

 
( )

2

3

2
3 2

ep

e

e

a
P

ω ω
ω ω

π ω ω

≥
= −

= −
 (1.85) 

 
Robbe-Valloire, Paffoni et Progri utilisent alors les résultats précédents pour en 

déduire le comportement du contact de la surface somme avec le plan lisse indéformable. 
 
 
 
 
 
 

Figure 14 : Principe de l’analyse du contact  (d’après [32]) 

 
On considère la surface somme dans une configuration où le plan moyen des rugosités se 
trouve à la distance d du plan lisse (Figure 14). On suppose que les aspérités sont 
indépendantes, c’est à dire que l’effort exercé sur une aspérité n’a pas d’influence sur les 
aspérités voisines. Les aspérités qui participent au contact sont celles dont l’altitude, z, par 
rapport au plan moyen des rugosités est supérieure à la distance d. On définit alors 
l’enfoncement par z dω = − . Connaissant la fonction de répartition des altitudes des 
aspérités et des rayons de courbure des sommets, on déduit le nombre dNc d’aspérités qui 
subissent l’enfoncement ω et qui ont un rayon Rc : 

 ( ) ( )21, 2 N
c c c

AdN f d F R d dR
AR

ω ω= +  (1.86) 

En utilisant les variables normées (1.76), on obtient directement l’expression de 
l’effort normé suivant que l’on se trouve dans le domaine élastique (équations (1.77)), 
élastoplastique (équations (1.83)) ou parfaitement plastique (équations (1.85)). La force 
normale dWN transmise par l’intermédiaire des dNc aspérités qui subissent l’enfoncement 
ω et qui ont un rayon Rc est alors définie par : 

 ( ) ( )
3 2

22 '
1, 2 N e c

N i c c
A R RdW P f d F R d dR

AR E
ω ω= +  (1.87) 

où l’indice i vaut 1, 2 ou 3 selon les valeurs de ω. Ceci permet de définir les efforts 
transmis par déformation élastique, élastoplastique ou parfaitement plastique : 
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∫ ∫

∫ ∫

 (1.88) 

Avec Rce et Rcep déduits respectivement des équations (1.75) et (1.82). L’effort total 
transmis est la somme de ces trois efforts. De la même manière, les auteurs déterminent le 
nombre d’aspérités participant à chaque régime et l’aire de contact associée. 

d 

z

Rc

P1 
P2

P3
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Enfin, à partir des grandeurs précédemment calculées Robbe-Valloire, Paffoni et 

Progri proposent plusieurs paramètres permettant de quantifier le comportement du 
contact : 

¾ La proportion d’aspérités participant au contact, ( )cN d
N

, 

¾ La proportion d’aspérités participant à un contact avec plasticité, 
( ) ( )ep pN d N d

N
+

, 

¾ La proportion d’effort transmise par un mécanisme plastique, 
( ) ( )( ) ( )

( )

ep p
N N

N

W d W d
W d

+ , 

¾ La proportion d’aire de contact impliquée dans un mécanisme plastique, 
( ) ( )ep p
R R

R

A A
A
+ . 

 
Ces indicateurs donnent une information simple d’amplitude 0-100% et jouent un rôle 
similaire à l’indice de plasticité défini par plusieurs auteurs. 
 
 
 
 

Les auteurs tirent ensuite des enseignements de cette modélisation par le biais d’une 
étude paramétrique : 

¾ A profondeur d’indentation (d) donnée, la pression moyenne est d’autant plus 
faible que la limite d’élasticité du matériau le plus mou est faible. Ce résultat a 
été établi pour des pressions apparentes variant de 1 à 100 MPa. 

¾ Les résultats obtenus avec un modèle élastique pur donnent des résultats très 
proches de ceux obtenus avec le modèle élastique- élastoplastique- 
parfaitement plastique ; ce qui est conforme à l’essentiel des résultats 
expérimentaux disponibles dans la littérature, montrant ainsi que l’élasticité est 
le mode de déformation prépondérant des surfaces. Ce résultat a été obtenu 
pour des indices de plasticité de Greenwood et Williamson variant de 0,6 à 
4,2. 

¾ Si la majorité des aspérités se déforme élastiquement, les proportions 
d’aspérités plastiques et d’aire plastique sont très proches et la proportion 
d’effort transmis plastiquement est légèrement inférieure à ces deux dernières. 

¾ La proportion d’effort transmise par un mécanisme plastique dépend 
directement de l’effort, WN, et de la limite d’élasticité, Re, il est donc naturel 
que l’effort ait une influence aussi marquée que la limite d’élasticité sur le 
comportement du contact. Il apparaît, en effet, que les résultats théoriques 
correspondant d’une part à un faible effort et un grand indice de plasticité et 
d’autre part à un grand effort et un faible indice de plasticité se superposent, 
indiquant que dans ces cas la connaissance du seul indice de plasticité ne 
permet pas de décrire de manière satisfaisante le comportement du contact. 
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1.4.3 Contact avec un revêtement 
 

L’importance des revêtements à des fins tribologiques est, depuis longtemps, 
reconnue. Les revêtements sont impliqués dans de nombreuses activités industrielles, 
comme les outils de coupe, l’amélioration du frottement, la maîtrise des phénomènes de 
fatigue, les contacts électriques ou l’étanchéité statique. Selon les applications envisagées, 
on choisit un revêtement plus mou ou plus dur que le substrat. Dans le cas de l’étanchéité 
statique sous forte pression mécanique, un joint métallique revêtu d’un métal plus mou est 
soumis à de fortes charges, de sorte que le revêtement adopte un comportement 
élastoplastique, assurant la fonction d’étanchéité. 

Afin de prédire le comportement de ce type de revêtement, des modèles théoriques ont 
été développés. En dépit de la grande importance des revêtements, relativement peu de 
travaux ont porté sur la modélisation analytique de milieux revêtus, en partie à cause de la 
difficulté que présente la résolution d’équations intégrales. La littérature se partage en trois 
grandes familles : les approches par des modèles analytiques, les modèles basés sur des 
méthodes numériques de résolution et l’application de la méthode des éléments finis. 
Chacune de ces trois familles s’appuie sur des résultats expérimentaux pour juger de la 
pertinence de ses prédictions. 

 
Parmi ces travaux, la plupart des auteurs ont étudié des revêtements plus durs que 

leurs substrats, conduisant à ne modéliser que le comportement élastique de ces 
revêtements. Burmister [34] a été un pionnier dans la modélisation de revêtements 
élastiques. Il considère un massif élastique semi-infini revêtu d’un matériau élastique de 
largeur infinie sur lequel on applique une distribution de pression uniforme axisymétrique 
(Figure 15). L’auteur envisage deux cas de figures. Dans le premier, le revêtement est lié à 
son substrat, entraînant la continuité des déplacements normal et tangentiel ainsi que des 
contraintes normale (direction d’axisymétrie) et de cisaillement dans le plan. Dans le 
deuxième cas de figure, le revêtement est simplement posé, induisant la continuité des 
contrainte et déplacement normaux. 

 

 
Figure 15 : Modélisation d’un revêtement élastique. Schéma original de Burmister [34]. 

 
Burmister propose un modèle basé sur les équations de Boussinesq et utilisant une 

fonction potentielle de type harmonique pour décrire les contraintes. Il vérifie que si les 
deux matériaux sont identiques la formulation retrouve la forme de celle proposée par 
Boussinesq et si le substrat est beaucoup plus rigide que le revêtement il retrouve la 
formulation de Biot. Cependant, sa modélisation est limitée par la capacité numérique de 
l’époque (1945). 
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Ses travaux ont été étendus par Chen [35] aux chargements normaux en déformations 

planes d’une part et en contraintes planes d’autre part, toujours en élasticité linéaire. 
L’auteur traite le cas d’un massif élastique semi-infini revêtu de deux couches successives, 
homogènes, élastiques, liées entre-elles. Les contraintes et les déplacements dans chaque 
matériau sont exprimées comme une combinaison linéaire de fonctions harmoniques 
basées sur la transformée de Fourier de la distribution de pression en surface. Chen 
exprime alors les conditions de continuité aux interfaces et les conditions aux limites en un 
système de douze équations dont les douze inconnues sont les coefficients de la 
combinaison linéaire, lesquels coefficients sont des fonctions des variables d’intégration. 
La résolution se fait alors numériquement. L’auteur montre qu’il y a des difficultés de 
convergence des calculs à proximité des zones chargées et utilise la méthodologie proposée 
par Luré [36] pour contourner ce problème. Chen établit par ailleurs que si l’épaisseur du 
revêtement qui subit la distribution de pression est au moins quatre fois plus grande que le 
rayon de contact, le champ de contraintes est similaire au champ calculé si cette première 
couche était massive. D’autre part, si le rayon de contact est au moins cinquante fois plus 
grand que l’épaisseur du revêtement, le rayon de contact correspond à celui d’un milieu 
semi-infini de mêmes propriétés que la couche épaisse la plus proche. 

 
Dans la mesure où les équations en déformations planes et en contraintes planes 

possèdent une certaine similarité, possédant même certaines parties communes, l’auteur 
propose, dans la résolution numérique, de faire appel à des routines contenant quelques 
équations générales pré-résolues, afin d’améliorer la vitesse de résolution. Il convient 
cependant de noter que le fait d’utiliser la transformée de Fourier peut introduire une 
certaine périodicité dans les résultats qui n’est pas physique, dans la mesure où l’on ne fait 
aucune hypothèse sur la nature du chargement. 

 
Chang [37] a étudié le contact entre surfaces rugueuses avec un revêtement métallique 

mou (Au, Ag, Cu, Sn, In, Al, etc.) déposé électrolytiquement et jouant le rôle d’un 
lubrifiant solide. Les revêtements considérés ont une épaisseur pouvant aller jusqu’à 2000 
Å. Le modèle proposé par Chang reprend la description des surfaces rugueuses faite par 
Greenwood et Williamson (paragraphe 1.3.1) et considère des hypothèses 
supplémentaires : 

¾ Les épaisseurs des revêtements des deux surfaces sont reportées sur une 
seule des surfaces, 

¾ L’épaisseur du revêtement est homogène sur toute la surface, 
¾ Le concept de la surface somme est adopté (§ 1.4.1.1). 

La description géométrique du contact adoptée par l’auteur est résumée dans la Figure 
16. On définit deux plans de référence : le plan représentant la moyenne des hauteurs des 
sommets et le plan représentant la moyenne des hauteurs de toute la surface. Ces deux 
plans sont parallèles et séparés par la distance ys. Le plan lisse revêtu est à la distance ds du 
premier plan et à la distance s sd d y= +  du deuxième plan. On note zs la hauteur d’une 
aspérité quelconque par rapport au plan moyen des sommets d’aspérités. L’interférence de 
cette aspérité est alors définie par : 

 s sz dω = −  (1.89) 
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Figure 16 : Description du contact avec revêtement proposée par Chang [37]. 

 
Comme les aspérités sont supposées indépendantes, les déformations d’une aspérité 

donnée ne dépendent que de ω. L’aire réelle de contact et l’effort total résultant sont alors 
issus d’une intégration des aires et efforts résultants individuels (respectivement A et P) 
avec prise en compte de l’aspect statistique par la densité de probabilité des hauteurs, 

( )ˆ
szφ , et la densité surfacique d’aspérités, η : 

 ( ) ˆ( ) ( )
s

R s N s s s s
d

A d A A z d z dzη φ
∞

= −∫  (1.90) 

 ( ) ˆ( ) ( )
s

N s N s s s s
d

W d A P z d z dzη φ
∞

= −∫  (1.91) 

La formulation des aires et efforts individuels en fonction de l’interférence est celle du 
modèle C.E.B. (§ 1.4.2.4). 

Le modèle de Chang prend également en compte les déformations subies par le 
substrat en considérant que son interférence est l’interférence ″réelle″ diminuée de 
l’épaisseur du revêtement (supposée homogène) : 

 
 s hω ω= −  (1.92) 

Enfin, il considère l’indice de plasticité de Greenwood et Williamson : 
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Avec ωc l’interférence critique marquant le début de la plastification. On peut alors définir 
les contributions respectives du substrat et du revêtement. L’auteur met en évidence 
plusieurs résultats issus de sa modélisation : 
¾ L’aire de contact augmente significativement avec l’épaisseur du revêtement 

(revêtement plus mou que le substrat), 
¾ Plus le revêtement est épais et moins l’aire de contact est sensible à une variation 

de cette épaisseur ; de plus, quand l’épaisseur augmente, l’aire de contact converge 
vers celle calculée dans le cas d’un massif semi-infini constitué uniquement du 
matériau du revêtement. 

¾ À épaisseur de revêtement et séparation entre les surfaces données, l’aire de contact 
augmente avec l’indice de plasticité de Greenwood et Williamson, 

¾ Plus l’indice de plasticité est grand, moins l’aire de contact est sensible aux 
variations d’épaisseur du revêtement, 

¾ L’adjonction d’un film très mince de faible dureté semble augmenter la rigidité du 
contact, 

moyenne des hauteurs de sommets 

substrat 

revêtement

moyenne des hauteurs 
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ω
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¾ A effort normal donné, la pression moyenne diminue lorsque l’épaisseur du 
revêtement augmente, 

¾ Pour une profondeur de pénétration donnée, l’effort normal résultant diminue 
lorsque l’épaisseur du revêtement augmente.. 

 
 
On en déduit donc qu’un modèle parfaitement plastique peut suffire pour décrire les 
contacts avec un fort indice de plasticité et des revêtements mous d’une part et les contacts 
à faible indice de plasticité et revêtement épais (durs ou mous indifféremment) d’autre part.  

L’une des difficultés de ce modèle est la détermination de la dureté du revêtement, du 
fait de sa très faible épaisseur (<2000 Å). 

 
D’autres auteurs ont appliqué des méthodes numériques pour résoudre les équations 

obtenues lors de la formulation du problème du contact. Cette démarche leur permet de 
résoudre de manière approchée, des problèmes pour lesquels les simplifications 
généralement adoptées pour les modèles analytiques ne sont plus réalistes. 

 
Chen et Engel [38] ont étudié le cas d’un poinçon parabolique axisymétrique au 

contact d’un milieu revêtu d’une ou plusieurs couches plus dures ou plus molles que le 
substrat. Le revêtement est lié au substrat. Les auteurs présentent une méthode numérique 
de résolution de la formulation analytique développée par Chen [35] et basée sur 
l’approximation des moindres carrés. La répartition de pression, inconnue, est décomposée 
en la somme discrète de fonctions de base pondérées. Ces fonctions de base sont prises 
dans le sous-espace vectoriel des polynômes. La modélisation se limite au domaine 
élastique. Le modèle analytique couplé à la méthode numérique de résolution est ensuite 
étendu au cas du choc élastique. De plus, les prédictions de ce modèle sont confrontées à 
une étude expérimentale de choc sur un substrat en granit recouvert d’une couche de nylon. 
Les auteurs montrent ainsi que si le revêtement est mince et rigide, il se comporte de 
manière similaire à une plaque. 

 
Gupta et Walowit [39] ont proposé une approche plus générale dans laquelle le profil 

des pressions – quelconque - est approché par une grille d’efforts ponctuels dont la 
transformée de Fourier vaut l’unité. Les auteurs étudient le contact entre un cylindre 
infiniment long et un massif revêtu semi-infini (Figure 17). Ils se sont intéressés à divers 
cas de figures simulant soit un cylindre rigide et un substrat élastique, soit un cylindre et un 
substrat élastiques tout en considérant un revêtement plus mou ou plus dur que le substrat. 
Gupta et Walowit adoptent l’hypothèse des déformations planes et supposent une 
adhésion parfaite entre le substrat et le revêtement. Enfin, le contact entre le cylindre et le 
plan est supposé sans frottement. 

Dans un premier temps, les auteurs déterminent la déformation produite par un 
chargement linéique unitaire. Pour cela, ils formulent le problème en se basant sur la 
fonction potentielle d’Airy (fonction biharmonique) et la résolution fait appel à la 
transformée de Fourier. 

En s’appuyant sur ces résultats, le profil réel ou supposé des pressions est discrétisé 
par trapèzes, de sorte que la pression soit constante sur chaque élément. La solution 
générale s’écrit alors comme la somme de chaque contribution à laquelle s’ajoute une 
solution asymptotique complémentaire. 
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Figure 17 : Contact entre un cylindre infiniment long et un 
massif semi-infini revêtu. 

 
King et O’Sullivan [40] ont étudié le problème du contact avec glissement en 

déformations planes. Ils modélisent le contact entre un cylindre rigide et un massif semi-
infini, élastique, revêtu d’un matériau élastique solidaire et proposent une résolution 
numérique basée sur les fonctions potentielles élastiques issues des travaux de Gupta et 
Walowit [39]. Dans leur approche, les auteurs découplent les deux problèmes en traitant 
d’abord le chargement normal seul puis en lui ajoutant le glissement par l’intermédiaire du 
coefficient de frottement. Le champ de pression, inconnu, est décomposé en série de 
fonctions de base dont les coefficients sont déduits d’un problème d’optimisation. Leur 
formulation leur permet d’analyser les contraintes dans l’épaisseur du revêtement et du 
substrat. Leur modèle met en évidence, du point de vue des contraintes, que : 

¾ Pour les très petits enfoncements (<<h), le substrat n’a pas d’influence et 
tout se passe comme si on appliquait la solution de Hertz au matériau du 
revêtement en le considérant massif ; 

¾ Pour les très grands enfoncements (∼h), le revêtement n’a plus d’influence 
et c’est le matériau massif qui prédomine. 

King et O’Sullivan effectuent enfin, une analyse paramétrique des rigidités relatives du 
substrat et du revêtement ainsi que du coefficient de frottement. Ils montrent que la largeur 
du contact est d’autant plus petite et la pression maximale d’autant plus grande que la 
raideur relative du substrat est élevée. D’autre part, le cisaillement à l’interface dû au 
glissement est d’autant plus sévère que le revêtement est raide. L’étude paramétrique du 
coefficient de frottement indique que pour diminuer la sévérité de l’état de contraintes il 
convient d’adopter un revêtement moins rigide que le substrat lorsque le coefficient de 
frottement est important et d’adopter un revêtement plus rigide que le substrat lorsque le 
coefficient de frottement est faible. 

 
O’Sullivan et King [41] ont utilisé les mêmes méthodes pour étudier l’indentation 

sphérique de milieux élastiques revêtus avec adhérence parfaite. Leurs calculs s’appuient 
sur l’utilisation des potentiels élastiques de Papkovitch-Neuber dont dérivent les 
contraintes et les déplacements. La résolution des équations passe par la transformée de 
Fourier des potentiels, des contraintes et des déplacements. Leurs résultats concordent avec 
ceux donnés par la théorie de Hertz dans le cas où le substrat et le revêtement sont 
identiques. 

 

Rc E3, ν3 

E1, ν1 
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Plus récemment, Kuo et Keer [42] ont étudié les répartitions de contraintes dans un 
espace semi-infini revêtu d’un milieu multicouches et soumis à une indentation sphérique 
avec glissement en élasticité pure. Les différentes couches, constituées de matériaux 
homogènes isotropes, sont parfaitement adhérentes entre-elles. De plus le rayon de contact 
est petit devant le rayon de la sphère. Les auteurs font également l’hypothèse que pour un 
coefficient de frottement inférieur à l’unité, l’aire de contact reste un disque. 

De même que pour Gupta et Walowit [39] et King et O’Sullivan [40], le problème 
est découplé en composante de chargement normal et composante de glissement, déduite 
de la composante normale par l’intermédiaire du coefficient de frottement. Les 
déplacements sont supposés dériver de trois fonctions potentielles : deux associées au 
mouvement d’écrasement (chargement axisymétrique) et une associée au mouvement de 
glissement. La formulation utilise la transformée de Hankel, qui fait intervenir des 
fonctions de Bessel. Par une linéarisation des équations Kuo et Keer définissent une 
matrice de propagation permettant d’exprimer les variations des déplacements dans une 
couche en fonction des déplacements des couches supérieures. Ainsi, les déplacements 
dans une couche donnée s’expriment comme les déplacements en surface (dans le domaine 
de la transformée de Hankel) multipliés par les matrices de propagation de chaque couche 
traversée. 

Cette formulation étant établie, le problème est alors discrétisé pour permettre sa 
résolution numérique. La transformée de Hankel inverse fait intervenir des fonctions de 
Bessel, ce qui peut induire des comportements oscillatoires non physiques pour certaines 
solutions. 

 
Nogi et Kato [43] ont appliqué la technique de la transformée de Fourier rapide (FFT) 

couplée à la méthode du gradient conjugué afin d’obtenir une méthode numérique rapide 
de résolution des problèmes de contact rugueux revêtus ou non. Les auteurs étudient la 
répartition des contraintes à la surface et dans l’épaisseur du revêtement et du substrat en 
élasticité. Ils se focalisent sur un revêtement plus dur que son substrat (TiN sur acier). 

 
Polonski et Keer [44] ont proposé une adaptation de cette méthode aux problèmes de 

contact non-périodiques avec revêtement permettant de compenser l’erreur de périodicité 
induite par l’utilisation de la FFT pour traiter des problèmes non-périodiques. La procédure 
de correction suppose un revêtement mince. Les auteurs étudient les cas où la structure 
reste dans son domaine d’élasticité et montrent que l’épaisseur du revêtement est plus 
influente que le module d’Young sur la répartition des contraintes en profondeur. 

Polonski et Keer [45] ont également proposé une méthode plus rapide et plus précise 
pour traiter le contact concentré et le contact entre surfaces rugueuses. Ils partent du fait 
que, pour prendre en compte les effets d’éléments géométriques de petites dimensions, il 
faut discrétiser au moins aussi finement que la taille caractéristique de ces éléments et que, 
pour prendre en compte les effets d’éléments géométriques de très grandes dimensions, il 
faut que la zone discrétisée soit aussi étendue que la taille caractéristique de ces éléments. 
Ceci conduit doublement à des modèles à très grand nombre de nœuds (typiquement 105 
nœuds). Pour contourner cette difficulté, deux  méthodes sont envisagées. La première est 
la méthode FFT et la seconde fait appel à la technique Multi-Echelle Multi-Sommation 
(MLMS, pour Multi-Level Multi-Summation). Les auteurs comparent alors ces deux 
méthodes pour déterminer la plus rapide et la plus précise pour traiter le cas du contact 
circulaire hertzien. 

Ces deux méthodes exploitent le fait qu’il existe une expression analytique des 
coefficients d’influence pour ce type de problèmes. Le domaine d’étude, rectangulaire, est 
discrétisé en x yM M×  éléments, chacun de taille x ya a× , sur lesquels la pression pij est 
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supposée constante. Les déplacements, uij, sont alors déduits de la pression et des 
coefficients d’influence, Kij, de la manière suivante : 

 
11

0 0

yx MM

ij i k j l ij
k l

u K p
−−

− −
= =

= ∑ ∑  (1.93) 

La méthode FFT consiste à transformer ce produit de convolution discret en un produit 
de matrices. On obtient ainsi dans le domaine de Fourier : 

 ˆˆ ˆmn mn mnu K p=  (1.94) 
Les déplacements dans le domaine spatial sont alors déduits en prenant la transformée de 
Fourier inverse des déplacements fréquentiels. Cette méthode suppose que l’on travaille 
sur une portion de surface périodique, en particulier la pression est périodique et ses 
périodes sont Mxax et Myay. Or dans le cas d’un contact concentré la pression est nulle hors 
du contact. La méthode FFT induit donc une erreur de périodicité, qui peut être réduite en 
augmentant la taille de la zone discrétisée, ce qui augmente le nombre de nœuds et pénalise 
fortement le temps de calcul. 

La méthode MLMS se base sur la détermination des coefficients d’influence sur une 
grille donnée, relativement plus grossière que celle sur laquelle on souhaite calculer. On 
applique alors un opérateur de réduction (paramétré) au champs de pression discret pour le 
faire correspondre à la grille de référence sur laquelle on calcule les déplacements à partir 
de l’Équation (1.93). On applique alors un opérateur d’interpolation (paramétré également) 
à cette solution pour déterminer la solution sur la grille de calcul initiale. La comparaison 
entre ces deux méthodes montre que dans le cas de contacts concentrés, à discrétisation 
identique, la méthode MLMS est plus rapide et plus précise que la méthode FFT. De plus 
la précision augmente avec la discrétisation pour la méthode MLMS alors qu’elle est 
quasi-constante pour la méthode FFT ; ceci vient de l’erreur de périodicité qui n’est pas 
liée à la finesse de la discrétisation. Les auteurs montrent qu’on peut obtenir la même 
précision avec les deux méthodes à condition d’effectuer le calcul avec la méthode FFT sur 
une grille au moins huit fois plus étendue que la grille de départ, ce qui signifie 64 fois plus 
de nœuds et 30 fois plus de temps CPU. 

Pour le cas des surfaces rugueuses, l’erreur de périodicité (2-3%) est tout à fait 
acceptable dans la mesure où l’erreur de discrétisation lui est généralement supérieure. 
Cependant, il est possible de modifier la méthode MLMS pour la rendre encore plus 
rapide, quoique moins précise, en fixant les paramètres des opérateurs de réduction et 
d’interpolation. Cette variante donne une erreur qui reste inférieure à l’erreur de périodicité 
de la méthode FFT. 

Enfin, pour le cas des solides revêtus, la méthode MLMS est plus difficile à mettre en 
œuvre (et moins rentable numériquement) car il n’existe pas de formulation analytique 
pour les coefficients d’influence. 
 

 
D’autres auteurs ont bénéficié des progrès rapides des capacités de calcul informatique 

et ont choisi d’appliquer la méthode des éléments finis pour résoudre les problèmes de 
contact. Cette méthode, très coûteuse numériquement, permet de représenter en trois 
dimensions les surfaces rugueuses et de visualiser les déformations subies lors du 
chargement. En contrepartie, la méthode des éléments finis ne permet d’obtenir des 
résultats que sur la géométrie particulière que l’on modélise. Il convient cependant de noter 
que les capacités de calculs sont (encore) tout juste suffisantes pour traiter le contact pour 
de faibles portions d’aires (256 X 256 nœuds en surface). On résume dans les paragraphes 
suivants les principaux travaux dans ce domaine. 

 



1 Étude bibliographique 

 

 

54

Tangena et Hurkx [46], dans un travail pionnier, ont étudié un substrat en nickel 
revêtu d’or (1,2 et 5 µm, parfaitement adhérent) s’écrouissant sous l’effet de l’indentation 
d’un cylindre rigide avec et sans glissement. Ils ont montré que la méthode des éléments 
finis est adaptée pour traiter les problèmes de contact sur milieux revêtus. 

Les auteurs déduisent le comportement élastique-plastique de l’or à partir d’essais 
d’indentation sphérique qui permettent de caler le modèle numérique. Ils montrent alors 
qu’à travers l’interface Ni/Au les contraintes normales sont continues alors que les 
contraintes radiales sont discontinues, du fait de la continuité des déformations à 
l’interface. Tangena et Hurkx analysent également la répartition des contraintes de Von 
Mises et déduisent qu’il est possible de ″contrôler″ le comportement du contact en 
choisissant judicieusement l’épaisseur du film mince : s’il est très mince, le contact se 
comporte (dans le volume) de manière purement élastique ; si le film est un peu plus épais, 
l’or donne lieu à un écoulement plastique. Dans les deux cas, la présence du film mince 
permet de réduire de façon appréciable l’intensité des contraintes de Von Mises. 

 
Komvopoulos a utilisé le code éléments finis commercial ABAQUS pour l’étude des 

contacts élastiques entre un cylindre et un plan semi-infini revêtu [47]. Dans son étude, 
l’auteur a choisi un revêtement quatre fois plus raide que son substrat. Il montre que 
l’augmentation de l’épaisseur du revêtement diminue et homogénéise les déformations en 
profondeur. Komvopoulos étudie également l’influence du coefficient de frottement au 
niveau du contact : celui-ci joue très peu sur les résultats numériques. Il observe également 
une discontinuité des contraintes à l’interface revêtement/substrat. L’auteur s’est ensuite 
intéressé aux contacts élastoplastiques revêtus [48]. Il adopte le même revêtement que 
précédemment (une céramique) et un substrat métallique (toujours quatre fois moins raide 
que le revêtement) à comportement élastique – parfaitement plastique. Le critère de 
plasticité est celui de Von Mises. La modélisation, toujours basée sur le code éléments finis 
ABAQUS, repose sur une formulation lagrangienne et l’évaluation des résultats se fait par 
comparaison avec un modèle dont on possède une solution analytique. Il retrouve que le 
coefficient de frottement a un effet négligeable sur la répartition de pression de contact, 
que l’augmentation de l’épaisseur du revêtement augmente la pression de contact et 
diminue la largeur de contact. L’auteur montre que le champ de pression de contact est 
fortement influencé par la profondeur d’indentation et l’épaisseur du revêtement ; par 
conséquent, pour ce genre de problème on évitera de construire un modèle à champ de 
pression imposée car cela peut nuire à la pertinence des résultats. Comme le substrat est 
plus mou que le revêtement, il plastifie en premier, et l’écoulement plastique se produit 
radialement. Par contre, dans le revêtement, l’écoulement a lieu parallèlement à l’interface, 
dans une petite région d’épaisseur constante. L’épaisseur du revêtement est donc capitale 
dans la détermination du lieu et de la taille de la zone plastique. A profondeur de 
pénétration donnée, les zones plastiques sont plus grandes pour des revêtements plus 
minces. 

 
Dans les problèmes de contact avec revêtement, les conditions d’interface ont une 

importance cruciale. Certains auteurs ont donc proposé des modélisations considérant soit 
que le revêtement est solidaire de son substrat, soit qu’il est posé. Dans ce dernier cas, on 
distingue encore deux possibilités : soit le contact revêtement substrat se fait sans 
frottement, soit avec frottement. 

 
Pao et al. [49] ont étudié l’influence des conditions d’interface entre un revêtement et 

son substrat sur la pression et la largeur de contact en élasticité. Ils étudient deux cas ; dans 
le premier on considère un contact sans frottement entre le revêtement et son substrat, dans 
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le deuxième cas le revêtement adhère parfaitement à son substrat. Le cas réel se situant 
entre ces deux bornes. Les auteurs montrent ainsi que l’écart de pression au centre du 
contact entre les deux conditions d’interface est d’autant plus grand que le rapport entre la 
largeur de contact et l’épaisseur de revêtement est grande. Cet écart est également sensible 
au coefficient de Poisson du revêtement et peut valoir jusqu’à 70% dans les cas les plus 
extrêmes. 

 
Ratwani et Erdogan [50] se sont intéressés au contact entre un poinçon lisse 

indéformable et un revêtement élastique posé simplement sur son substrat, sans frottement 
à l’interface. Sous l’effet du poinçonnement, le revêtement entre en contact avec son 
substrat sur une largeur 2bs et du fait des déformations imposées le revêtement se lève à 
l’extérieur de ce contact (Figure 18). Le problème est traité sous la forme d’intégrales de 
Fourier. Le contact sans frottement entre le revêtement et le substrat, de largeur 2bs, est 
simulé par : 

¾ Un cisaillement nul de part et d’autre de l’interface, 
¾ La continuité de la contrainte axiale (direction y de la Figure 18, sx b≤ ), 

¾ La continuité des déplacements verticaux à l’interface ( sx b≤ ), 
A l’extérieur de cette région de contact, on impose la nullité de la contrainte axiale dans le 
substrat ( sx b> ). 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

Figure 18 : Schéma de principe du modèle de Ratwani et Erdogan. 

 
Dans le cas où le poinçon est un cylindre de rayon R = h, les auteurs représentent 

graphiquement (Figure 19) la relation qui existe entre la largeur de contact poinçon / 
revêtement, 2b, et la largeur de contact revêtement / substrat, 2bs. Cette relation est 
paramétrée par une constante bi-élastique, β, définie par : 

 

2 2
1 2

1 2
2 2
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 (1.95) 

Chaque courbe de la Figure 19 représente l’évolution de la largeur du contact 
revêtement / substrat en fonction de β pour une valeur de la largeur de contact poinçon / 
revêtement donnée, c’est à dire pour une valeur de l’effort donnée. 

 

h

x

z

2bs

2b
1

2



1 Étude bibliographique 

 

 

56

 
Figure 19 : Variation de la largeur du contact revêtement / substrat 

pour un poinçon élastique (R = h). D’après [50]. 

 
Ces résultats théoriques indiquent : 
¾ Que la taille du contact revêtement / substrat est relativement peu sensible à 

l’effort appliqué par rapport aux propriétés élastiques des matériaux, 
¾ Plus le substrat est rigide ( 1β → ) et moins la largeur de contact revêtement / 

substrat est sensible aux propriétés matériaux, 
¾ Plus le revêtement est rigide ( 1β → − ) et plus largeur de contact revêtement / 

substrat est sensible aux propriétés matériaux. 
 
Civelek et al. [51] ont étudié un contact similaire mais sous l’effet d’un poinçon plat 

(rectangulaire) et avec la possibilité de décollement à l’interface sous l’effet du 
poinçonnement. De plus, ils prennent en compte le poids propre du revêtement, qui a 
tendance à le ramener au contact du substrat à grande distance du poinçon. Le revêtement 
est élastoplastique et le substrat rigide. Les déplacements sont considérés comme ceux 
générés par le poids propre auxquels on ajoute une perturbation due au chargement. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 20 : Schéma de principe du modèle de Civelek et al.[51]. 

 
Les auteurs supposent qu’il existe un effort critique en dessous duquel le contact 

revêtement / substrat est maintenu en tout point de l’interface et au-delà duquel il y a 
décollement. Cet effort critique dépend de la taille du poinçon (2b), de l’épaisseur du 
revêtement (h) et de la densité volumique d’effort (ρg). Leur formulation utilise les 
intégrales de Fourier, qui sont adimensionnées puis décomposées en polynômes de 
Chebyshev, lesquels sont intégrés aux points de Gauss. La modélisation de Civelek et al 
fait apparaître un paramètre, Λ, qui mesure l’importance de l’effort de poinçonnement par 
rapport au poids propre du revêtement : 
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 2
NW

ghρ
Λ =  (1.96) 

Le calcul porte sur la répartition de pression zzσ  à l’interface :  
¾ Si 0zzσ >  alors il y a contact, 
¾ Si 0zzσ ≤  alors il y a décollement. Dans ce cas on applique les conditions aux 

limites et à l’interface adéquates et on détermine le champ de déplacement associé. 
 

Si la valeur du paramètre Λ est connue mais que bs et br sont inconnus, les équations sont 
non-linéaires ; par contre, si bs est connu, le problème devient linéaire et par interpolation 

itérative on trouve br et Λ. Il apparaît finalement que pour une taille de poinçon fixée ( b
h

), 

lorsque l’effort de poinçonnement devient prépondérant (Λ augmente) le bord intérieur de 
la zone décollée tend asymptotiquement vers une valeur proche de 0,8h tandis que le bord 
extérieur continue de croître. 
 

Kennedy et Ling [52] proposent une modélisation par la méthode des éléments finis 
de l’indentation par un poinçon axisymétrique de profil quelconque d’un massif semi-infini 
surmonté d’un revêtement mince. Le revêtement et le substrat ont un comportement de 
type élastoplastique avec écrouissage et le poinçon est rigide. Les auteurs considèrent deux 
cas de figures. Dans le premier, le revêtement est parfaitement adhérent à son substrat ; 
dans le deuxième le revêtement est simplement posé sur son substrat et l’interface est 
supposée sans frottement. La modélisation permet de traiter le chargement et le 
déchargement. 

La méthode d’analyse est basée sur les relations contraintes – déformations de 
l’élasticité linéaire, le critère de Von Mises et une loi d’écoulement plastique à écrouissage 
linéaire : 

( )2

12
1 2

2 1
3

ij ij ij ii ij kl kl
I II
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d G d d s s d
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νσ ε δ ε ε
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 
 
 = + − −  
 + −   

 (1.97) 

La résolution des équations en plasticité se fait selon la méthode de transfert des 
contraintes proposée par Zienkiewicz et al [53]. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 21 : Modélisation axisymétrique de l’indentation d’un milieu revêtu. 
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En notant u et w les déplacements respectifs selon les directions r et z de la Figure 21, 

les conditions aux limites du modèle s’écrivent : 
¾ u et w s’annulent lorsque r ou z tendent vers +∞, 
¾ ( )0 0u r = =  condition d’axisymétrie, 
¾ 0rz zzσ σ= =  en surface hors du contact (z = 0 et r>a), 
¾ 0rzσ =  en surface dans le contact (z = 0 et r<a) contact sans frottement, 
¾ ( )w f rω= − . 

A l’interface, Kennedy et Ling considèrent deux cas. S’il y a adhésion parfaite, il y a 
continuité des déplacements u et w à l’interface. Sinon, on considère un déplacement 
normal, w, nul et un cisaillement, σrz nul (pas de frottement). 

Le calcul est piloté par la profondeur de pénétration. Le rayon de contact et l’effort 
résultant sont donc des résultats du calcul. 

Les auteurs appliquent leur méthodologie au cas d’un poinçon sphérique rigide. Ils 
évaluent la répartition de pression pour différentes valeurs du ratio ω/h pour un substrat 
trois fois plus rigide que le revêtement et un module tangent du revêtement qui vaut 

1 10, 244II IE E= . Les résultats suivants sont à souligner : 
¾ Lorsque le substrat est plus rigide que le revêtement, on augmente la 

pression de contact soit en augmentant la profondeur de pénétration, d, soit 
en diminuant l’épaisseur du revêtement, h, conformément aux résultats de 
Chen et Engel [38], 

¾ L’effort résultant est d’autant plus grand que le substrat est plus rigide, tout 
étant égal par ailleurs, 

¾ La prise en compte de la plasticité aboutit à aplatir la répartition de pression 
et à diminuer considérablement son intensité, 

¾ En conséquence, le rayon de contact augmente lorsque la plasticité est prise 
en compte par rapport à un calcul en déformations élastiques pures. 

Kennedy et Ling s’intéressent également à l’influence des conditions d’interface. Ils 
montrent que : 

¾ Le volume de matière concerné par l’écoulement plastique est plus grand 
dans le cas du revêtement posé sans frottement que du revêtement adhérant 
au substrat, 

¾ En conséquence, à profondeur de pénétration donnée, un revêtement posé 
sans frottement sur le substrat génère un effort résultant et une pression de 
contact moindres par rapport à un revêtement adhérant au substrat. 

 

1.4.4 Synthèse de la modélisation du contact 
 

De nombreuses modélisations ont été développées pour décrire le contact entre deux 
surfaces, ce qui atteste de la multitude d’aspects et de la difficulté de représentation des 
phénomènes que l’on peut rencontrer (type d’usinage, frottement, glissement…). Le 
Tableau 4 résume les éléments principaux des modèles de contact sans revêtement 
présentés dans ce chapitre. 
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 Modèle de 
surface Comportement Sommets Domaine 

d’application Modalités 
Greenwood et 

Williamson 
[13] 

Greenwood et 
Williamson Élastique Sphères Faibles efforts  

Onions et 
Archard [22] 

Whitehouse et 
Archard Élastique Sphères Faibles efforts 

3 points 
analysis, 

distance de 
corrélation 

Bush, Gibson 
et Thomas [23] Nayak Élastique Paraboles Faibles efforts  

Hisakado et 
Tsukizoe [26] Hisakado 

Élastique – 
parfaitement 

plastique 
Sphères ou 

cônes Faibles efforts 
Statistique des 
pentes et des 

courbures 

Pullen et 
Williamson 

[28] 
Greenwood et 
Williamson 

Élastique – 
parfaitement 

plastique 
quelconques Très fortes 

charges 

Relocation 
profilometry, 

remontée 
plastique 
uniforme 

Francis [30] Nayak Élastoplastique Paraboles Très fortes 
charges 

Loi établie 
empiriquement 

Chang, Etsion 
et Bogy [31] 

Greenwood et 
Williamson Élastoplastique Sphères Étendu 

Déformation 
plastique 
localisée 

Robbe-
Valloire, 
Paffoni et 

Progri [32] 
Robbe-Valloire 

Élastique – 
élastoplastique – 

parfaitement 
plastique 

Sphères Étendu Norme 
« motifs » 

Tableau 4 : Synthèse des modélisations du contact sans revêtement. 
 
 
Tous ces modèles supposent qu’il y a indépendance mécanique entre les aspérités, 

c’est à dire que les efforts appliqués sur une aspérité donnée n’ont pas d’influence sur les 
aspérités voisines. Une telle hypothèse rend la résolution analytique des problèmes 
possible et semble raisonnable pour de faibles efforts (Greenwood et Williamson, Onions 
et Achard, Bush, Gibson et Thomas) mais peut être remise en cause pour des efforts très 
importants. Par exemple, Francis propose un critère pour son modèle tel que lorsqu’il est 
atteint, chaque aspérité a fusionné en moyenne avec une autre aspérité, ce qui implique, 
évidemment, une interaction entre elles. En contrepartie, il ne modélise pas le 
comportement local - avec interaction - et se contente d’une loi de comportement 
empirique. 

 
L’ensemble des auteurs indique qu’il y a proportionnalité entre l’aire réelle de contact 

et l’effort appliqué pour de faibles valeurs de cet effort. En revanche, lorsque la plasticité 
devient prépondérante l’aire de contact croit moins vite que dans le domaine élastique et 
cette proportionnalité n’est pas conservée. 

 
La prise en compte de la plasticité introduit deux difficultés supplémentaires. La 

première difficulté consiste à définir un critère macroscopique marquant la frontière entre 
les domaines ou respectivement l’élasticité et la plasticité est prépondérante. En effet, si la 
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détermination d’un critère local de plasticité ne pose pas de problème particulier, sa 
généralisation à la population des aspérités entrant ou susceptibles d’entrer en contact se 
révèle plus délicate (indice de plasticité, pression moyenne d’écoulement, enfoncement 
critique). De plus, il est souvent difficile, expérimentalement, de se situer vis-à-vis du 
critère adopté. L’autre difficulté induite est la prise en compte de l’incompressibilité de 
l’écoulement plastique, obligeant à formuler des hypothèses sur la redistribution de matière 
(localisée autour de l’aspérité ou uniformément répartie). 

 
L’adjonction d’un revêtement apporte un niveau de complexité supplémentaire aux 

modélisations précédentes. Certains des modèles précédents peuvent être adaptés (GW, 
CEB, Robbe-Valloire). Dans d’autres cas les auteurs ont préféré développer des outils plus 
spécifiques à la résolution des problèmes de contact avec revêtement. Ces outils peuvent, 
soit être entièrement analytiques, soit faire appel à des méthodes numériques pour résoudre 
les équations, soit encore utiliser la méthode des éléments finis. Les méthodes numériques 
et par éléments finis se sont développées rapidement au cours des trente dernières années, 
bénéficiant des progrès considérables de l’informatique. Ces progrès permettent d’accéder 
aux champs des contraintes et des déplacements en tout point des structures. Néanmoins, la 
prise en compte simultanée de surfaces rugueuses revêtues d’un matériau au comportement 
élastoplastique est encore à la limite du raisonnable ( une telle surface rugueuse de 32 X 32 
points avec revêtement nécessite, pour le chargement, 450 000 secondes CPU soit 5,2 jours 
sur un super-calculateur comme celui que possède E.D.F. [57]) 

Dans les problèmes de contact avec revêtement, les conditions d’interface entre le 
revêtement et le substrat sont capitales. Ratwani et Erdogan [50] proposent par exemple 
le cas d’un revêtement posé librement sur le substrat. Un contact linéique dans son 
domaine d’élasticité suffit à induire un décollement du revêtement similaire à celui 
constaté en mise en forme par poinçonnement. 

Le Tableau 5 résume les différentes modélisations du contact avec un revêtement 
décrites dans ce chapitre. 
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 Comportement 

du revêtement interface  Type de 
contact 

Type de 
résolution Modalités de résolution 

Burmister 
[34] Elastique Libre ou 

collée 

Aspérité 
unique, 

axisymétrique
Analytique 

Equations de Boussinesq, les 
contraintes sont issues d’une 

fonction potentielle 
harmonique  

Chen [35] Elastique Collée 

Aspérité 
unique, 

déformations 
planes ou 

contraintes 
planes 

Analytique 

Les déplacements sont des 
fonctions harmoniques 

décomposables en séries de 
Fourier 

Chang [37] Elastique – 
plastique Collée Surface 

entière Analytique Description de la surface : 
GW, comportement : CEB  

Chen et 
Engel [38] Elastique Collée, 

multicouche

Aspérité 
unique, 

axisymétrique 
Numérique Le champs de pression est 

décomposé en polynômes. 

Gupta et 
Walowit [39] Elastique Collée 

Aspérité 
unique, 
contact 
linéique 

Numérique 

La solution est déduite à 
partir d’une grille d’efforts 

ponctuels assortis de 
coefficients d’influence 

King et 
O’Sullivan 
[40], [41] 

Elastique Collée 

Aspérité 
unique, 

déformations 
planes ou 

axisymétrique 
avec 

glissement 

Numérique 

Le problème est découplé : 
d’abord le contact normal 
(Gupta et Walowit) puis le 

glissement par l’intermédiaire 
du coefficient de frottement 

Kuo et Keer 
[42]  Elastique Collée, 

multicouche

Aspérité 
unique, 

axisymétrique 
avec 

glissement 

Numérique 

Problème découplé. Matrice 
de propagation des 

déplacements d’une couche à 
l’autre, fonctions potentielles, 

transformée de Hankel et 
fonctions de Bessel 

Polonski et 
Keer [45] Elastique Collée Surface 

entière Numérique 

Transformée de Fourier 
Rapide avec compensation de 

l’erreur de périodicité pour 
traiter les problèmes non-

périodiques. Méthode Multi-
Level Multi-Summation 

Tangena et 
Hurkx [46] Plastique Collée 

Aspérité 
unique, 
linéique 

Eléments 
finis Loi empirique 

Komvopoulos 
[47], [48] Plastique Collée 

Aspérité 
unique, 

linéique avec 
frottement 

Eléments 
finis  

Tableau 5 : Synthèse de la modélisation du contact avec un revêtement. 
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1.5. Mesure de l’aire de contact 
 

Le problème de la détermination de l’aire réelle de contact sous un chargement donné 
se révèle complexe. Il apparaît, dès lors, naturel d’utiliser des méthodes analytiques ou 
numériques – voire mixtes – pour évaluer cette aire. Cependant, a moins d’avoir élucidé 
tous les mécanismes intervenant dans le contact entre surfaces rugueuses, il n’est pas 
envisageable de se passer de méthodes expérimentales permettant de mesurer les grandeurs 
telles que l’aire réelle sous charge ou l’effort normal appliqué. Les paragraphes qui suivent 
rappellent le principe de quelques méthodes déjà employées. 

On distingue plusieurs familles de méthodes expérimentales permettant de déterminer 
l’aire réelle de contact [58]. Les méthodes principalement utilisées sont : 

¾ Méthodes thermiques et électriques, 
¾ Utilisation de marqueurs, 
¾ Méthodes acoustiques, 
¾ Relocation profilometry, 
¾ Méthodes optiques. 
 

1.5.1 Méthodes électriques et thermiques 
 

Les méthodes électriques et thermiques mesurent la variation de résistance électrique 
ou thermique du contact, lesquelles sont directement fonction du nombre et de l’aire des 
micro-contacts. Ces méthodes permettent d’étudier le contact sous charge. Holm [59] en 
1946 et Bowden and Tabor en 1950 [60] ont utilisé des méthodes indirectes basées sur la 
conductivité électrique ou thermique du contact, qui est fonction de l’aire de contact. 

Holm et Kragelskii [61] ont montré que ces méthodes peuvent manquer de pertinence 
car elles ne permettent pas de connaître le nombre de contacts individuels ni leurs 
géométries. Cependant, lorsque la forme et les dimensions de la zone de contact sont 
connues (ou supposées connues), il est possible d’évaluer la croissance de ces zones en 
fonction de la charge. 

En 1954, Dyson et Hirst [67] font une critique des méthodes indirectes de Bowden 
et Tabor [60] et Holm [59] de mesure de la résistance de contact. Ces méthodes 
nécessitent des hypothèses sur la géométrie des micro-contacts, ne prennent pas en 
considération l’influence éventuelle des zones de contact adjacentes (effets 
électromagnétiques induits), sont tributaires de la présence éventuelle et des 
caractéristiques d’un film contaminant (voire diélectrique) qu’il soit sous forme d’un film 
polluant ou d’une couche d’oxydes et enfin, ne permettent pas de préciser la répartition, la 
forme et la taille des micro-contacts individuels. Les auteurs proposent donc un dispositif 
d’observation directe (§ 1.5.5). 

 

1.5.2 Utilisation de marqueurs 
 

L’utilisation de marqueurs est conditionnée par le pouvoir de résolution et l’efficacité 
de cette méthode. Ceux-ci dépendent, pour une grande part, de l’épaisseur du film de 
marqueur, qui doit être plus petite que la hauteur des aspérités pour ne pas induire d’effet 
de portance ou de lubrification. Tarasenko [62] a contribué à développer des méthodes 
expérimentales de détermination de l’aire réelle de contact basée sur l’utilisation de 
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marqueurs. Il a notamment travaillé sur des peintures luminescentes appliquées en couche 
mince (typiquement 0,01 à 0,1 µm d’épaisseur) sur l’une des surfaces du couple de contact. 
On déduit le nombre et la géométrie des zone de contact en analysant le transfert de 
peinture d’une surface sur l’autre. Cette technique nécessite des peintures luminescentes, 
viscoplastiques et adhésives, de sorte que l’on puisse interpréter les résultats sur une 
grande gamme de pressions sans distorsion des résultats induits par le comportement de la 
peinture. La peinture adoptée par Tarasenko est à base de roséine, d’acide oléique et de 
″dekektol″ (pigment mordoré), dilués dans du benzène. La composition du fluide varie 
avec l’état de surface des parties en contact. On peut observer les images du contact après 
déchargement, soit en positif (peinture dans les zones de contact) soit en négatif (défaut de 
peinture dans les zone de contact) selon la commodité de l’observation en 
photoluminescence. Demkin et Lankov [63] ont utilisé un marqueur constitué d’un film 
de carbone amorphe de 10 Å d’épaisseur. Cette technique possède un très bon pouvoir de 
résolution, grâce notamment au bon contraste entre zones de contact et zones hors contact 
induit par le carbone. Hisakado [64] a utilisé deux solutions aqueuses colorées, selon les 
surfaces employées: 2 4K CrO + 2 3Na CO  ou 4 2 2 4 4 25KMnO MnO H SO CuSO H O+ + + . 

Cependant, les méthodes basées sur les marqueurs ne permettent de connaître l’aire de 
contact qu’après déchargement (donc après le retour élastique) et ne permettent pas de 
suivre l’évolution des aires de chaque micro-contact avec la charge. 

 

1.5.3 Ondes acoustiques 
 

Une autre méthode d’évaluation de l’aire de contact s’appuie sur des ondes 
acoustiques. En effet, un contact entre solides est perméable aux ondes élastiques, en 

particulier ultrasonores. Cette perméabilité est fonction du rapport R

N

A
A

. Cette méthode est 

applicable aussi bien pour des contacts statiques que pour des contacts avec mouvement 
relatif des surfaces. Cependant, les propriétés des matériaux vis-à-vis des ultrasons peuvent 
varier en fonction du niveau de contraintes et de la température, ce qui pose de nombreuses 
difficultés d’interprétation des résultats et de calibrage des instruments [59]. 

 

1.5.4 Relocation profilometry 
 

En 1968, Williamson et Hunt [65] proposent une mesure de l’aire réelle de contact 
basée sur l’analyse de profilométries successives effectuées toujours au même endroit 
après des pas croissants de mise en charge. Ceci a été rendu possible par le développement 
d’un appareillage de profilométrie avec repositionnement précis de l’échantillon, de sorte 
que l’on mesure toujours selon le même profil. Il s’agit d’une analyse directe 2D qui est 
extrapolée en 3D, ce qui ne va pas sans quelques difficultés liées à l’instrument et à la 
statistique des surfaces observées [15]-[25]. 
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1.5.5 Méthodes optiques 
 

Les méthodes optiques peuvent être divisées en deux catégories, selon que l’un des 
corps seulement ou les deux corps en contact sont transparents. L’inconvénient majeur de 
ces méthodes est l’utilisation de matériaux transparents à la lumière, qui restreignent 
nécessairement les utilisations en termes de contraintes admissibles. En effet, les matériaux 
transparents, généralement des céramiques, sont beaucoup plus durs, plus sensibles aux 
entailles, et dont plus fragiles, que les matériaux métalliques. Ceci nécessite des 
précautions pour préserver ce matériau transparent. Les éprouvettes sont mises en contact 
sous l’effet d’un effort. Un faisceau lumineux orienté dans le sens de l’effort traverse l’une 
(au moins) des éprouvettes. 

Dans le cas où les deux corps d’essai sont transparents à la lumière, en vertu du 
Principe de Fermat (dont les lois de la réflexion et de la réfraction de Snell–Descartes sont 
des conséquences, Voir Annexe I), les rayons lumineux sont transmis par les zones de 
contact et diffractés par les zones ne participant pas au contact (au passage d’un milieu 
plus réfringent vers un milieu moins réfringent, constitué par l’air, il y a réfraction du 
faisceau incident). L’aire de contact est alors déterminée soit directement soit par 
photométrie (mesure de la quantité de lumière reçue, technique nécessitant un étalonnage 
de l’échelle des luminosités). 

Dans le cas où un seul matériau est transparent à la lumière, à l’interface matériau 
transparent/matériau opaque, la lumière (d’incidence normale) est totalement réfléchie. 
Hors interface, une partie du rayonnement est réfléchie et une autre est diffractée. On 
détermine ainsi directement les zones en contact par l’intensité lumineuse du rayonnement 
qui est réfléchi. Cette méthode d’observation directe peut être couplée à un microscope et 
on peut obtenir des photographies de l’aire de contact sous charge. 

 
Mechau [66], en 1934, est l’un des premiers à mesurer directement l’aire de contact 

sous charge. Il utilise un prisme à angle droit dont l’hypoténuse est mise au contact de la 
surface rugueuse. Il éclaire alors avec une incidence suffisamment oblique pour générer un 
phénomène de réflexion totale. En appliquant la charge, certaines aspérités entrent en 
contact avec le prisme et rompent localement le phénomène de réflexion totale, laissant 
apparaître des taches sombres, ce sont les zones de contact. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 22 : Principe de l’expérience de visualisation de l’aire de 
contact sous charge telle que mise au point par Mechau 
[66] en 1934. 

 
Le principal inconvénient de cette méthode réside dans un ″effet tunnel optique″. Cet 

effet est recherché dans la microscopie à champ proche mais représente ici un handicap. En 
effet, en microscopie classique (champ éloigné), la longueur d’onde de la lumière est bien 
plus petite que l’objet à mesurer. Ici, lorsque la distance entre l’hypoténuse du prisme et 
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une rugosité devient une fraction de la longueur d’onde de la lumière utilisée on génère 
une onde réfléchie évanescente, dont l’intensité décroît exponentiellement avec la distance 
parcourue, créant une zone sombre, là où le contact n’a pas encore lieu. Il en résulte des 
difficultés d’interprétation des résultats expérimentaux dès que l’on applique des charges 
modérées à fortes. 

 
En 1954, Dyson et Hirst [67] proposent un dispositif d’observation directe qui ne 

reproduit pas les limitations du dispositif mis au point par Mechau [66] en 1934. Ils 
choisissent un disque en verre, faces polies, dont l’une seulement des faces est métallisée. 
Cette face est mise au contact d’une surface rugueuse. Les zones de contact sont 
visualisées à l’aide d’un microscope à contraste de phase, qui met en évidence les milieux 
dont la réfringence est différente du milieu environnant. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 23 : Principe de la méthode mise au point par Dyson et Hirst en 1954 [67]. 

 
Cette méthode permet de mesurer des déformations de quelques angströms à condition 

que l’extension latérale du contact soit supérieure au pouvoir de résolution du microscope. 
Les auteurs font apparaître que de telles mesures peuvent être fastidieuses et montrent 

que les valeurs d’aire réelle de contact mesurées par Bowden et Tabor par des méthodes 
électriques sous-évaluent le nombre de micro-contacts et sur-évaluent leur taille. Cette 
méthode offre également la possibilité de visualiser les contraintes de contact en utilisant 
un verre polarisé, par photoélasticimétrie. L’une des limitations principales de cette 
méthode réside dans le fait qu’elle est sensible à la méthode de préparation de la surface 
métallisée. En effet, le métal, déposé en couche mince, modifie la raideur du contact et 
donc l’aire réelle de contact que l’on aurait obtenue s’il n’y avait pas ce film mince. 

 
Uppal A.H., Probert S.D., Thomas T.R. [68] proposent en 1972 une étude 

expérimentale utilisant un interféromètre de Nomarski, technique de contraste interférentiel 
basé sur l’utilisation d’ondes polarisées et sur l’exploitation des propriétés de matériaux 
biréfringents. Ces matériaux possèdent des propriétés optiques qui dépendent de leur 
orientation. Cet interféromètre contient un biprisme de Wollaston d'angle αi localisé dans 
le plan de la pupille de l'objectif (son plan focal image). Placé entre deux polariseurs 
croisés orientés à ± 45° de ses axes, il produit deux ondes polarisées perpendiculairement 
d'amplitudes égales, capables d'interférer car cohérentes et décalées angulairement dans la 
direction perpendiculaire à l'arête du prisme de 2. . tan inε α= ∆ . ∆n est la biréfringence du 
cristal, égale à la différence entre ses indices de réfraction extraordinaire et ordinaire. Pour 
les objets étendus de structure complexe, cette interférométrie est une méthode de 
visualisation très appréciée si le dédoublement est inférieur à la limite de résolution de 
l'objectif. Pour un dédoublement d dans la direction x, en tout point introduisant une 
variation de chemin optique δ(x), la différence de marche ∆(x) entre les deux ondes est 
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( ) ( )( ) ( )2 2
d dx x x d xδ δ δ ′∆ = + − − ≈ . La différence de marche mise en évidence par 

interférences est donc une fonction linéaire de la pente de la différence de marche 
introduite par l'objet. On visualise donc, non pas les variations de phase, mais celles de son 
gradient. La Figure 24 donne un exemple de mesure de l’aire réelle de contact. 

 

 
Figure 24 : Surface en aluminium de 0,5 µm² d’aire apparente écrasée 

par une enclume lisse et rigide sous un effort de 1,25 N. 
 
Les travaux des auteurs traitent de la croissance des zones de contact d’une surface 

rugueuse isotrope soumise à une charge croissante. Pour ce type de surfaces, on considère 
généralement que les contacts sont circulaires. Les auteurs supposent un comportement 
élastique puis parfaitement plastique. Dans ces conditions, l’aire réelle de contact 

s’exprime par N
R

e

WA
R

= . Dans leurs expériences, l’éprouvette est en aluminium, de dureté 

Hv = 187 MPa, d’aire nominale de contact de 0,5 µm² et la charge appliquée varie entre 
0,133N et 53,5N ; la mesure de l’aire de contact s’effectue après déchargement. Les 
auteurs remarquent qu’aux fortes charges (au delà de 10% de la dureté), les franges 
d’interférence sont trop proches pour donner des résultats univoques. Il est relativement 
difficile de suivre l’évolution de chaque aire de contact car il y a fréquemment coalescence 
des contacts adjacents. Les observations montrent que la plupart des contacts sont 
elliptiques et que, quelle que soit la charge, la part des contacts circulaires représente 
moins du quart des contacts. Enfin, l’augmentation de l’aire de contact est essentiellement 
due à la croissance des contacts existants plutôt qu’à l’apparition de nouveaux contacts. 

 
L’analyse des résultats expérimentaux montre qu’aux faibles charges l’aire réelle de 

contact après déchargement est proportionnelle à la charge appliquée ( 0,96
R NA W∝ ) alors 

qu’aux fortes charges on observe plutôt 0,68
R NA W∝ . On rappelle que, dans le cas de 

l’élasticité linéaire on a 
2

3
R NA W∝ . Les auteurs en déduisent que l’augmentation de l’aire 

réelle de contact est essentiellement due à l’écoulement plastique et la résistance à la 
croissance des contacts est causée par l’interaction entre aspérités voisines. 

Par ailleurs, aucun écrouissage n’est décelé. 
Les conclusions des auteurs sont les suivantes : 
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¾ Contrairement à l’hypothèse de Greenwood, l’augmentation de l’aire réelle de 
contact est principalement due à l’augmentation continue de la taille des micro-
contacts plutôt qu’à l’augmentation de leur nombre. 

¾ Lorsque la charge augmente, les contacts, circulaires initialement, deviennent 
elliptiques, probablement à cause de la coalescence des micro-contacts. 

¾ L’aire de contact mesurée est environ deux fois plus grande que celle prévue 
par la théorie de la plasticité parfaite. Deux causes possibles sont : 

� Le remontée plastique (conservation du volume plastique) 
� L’incertitude du dispositif interférométrique. 

¾ Il y a similitude entre le comportement de la surface rugueuse et celui d’une 
aspérité unique. 

 
Au regard de cette dernière remarque, les auteurs s’interrogent sur la possibilité 

d’interpréter la déformation d’une surface rugueuse par un modèle d’aspérité unique 
équivalente. 

 
Hisakado [69] propose une modélisation de l’écrasement des surfaces rugueuses 

basées sur un modèle géométrique d’aspérités coniques. La distribution des hauteurs est 
supposée gaussienne et l’ondulation est négligée. L’auteur propose une étude 
expérimentale pour valider son modèle. Cette étude est basée sur l’observation directe à 
travers une plaque de verre rigide [70]. Hisakado a utilisé un fluide coloré pour mieux 
visualiser le contact, lequel est observé par l’intermédiaire d’un microscope de 
métallographie. Cette étude montre que l’aire de contact entre deux surfaces rugueuses est 
proportionnelle à la charge appliquée et inversement proportionnelle à la dureté du 
matériau le plus mou. L’influence de la rugosité et du coefficient de frottement sur l’aire de 
contact semble être relativement faible. Cependant, les incertitudes de mesure sont de 
l’ordre de grandeur des valeurs mesurées, ce qui incite le lecteur à prendre ces résultats 
avec précaution. De plus, cette approche nécessite la connaissance de la pente moyenne 
des profils, information que l’auteur obtient à partir d’une formule empirique 

( ( )tan
2 3,45 11,1

cmax
m

c max

R
R

πθ =
+

) établie précédemment [71]. Enfin, outre la pente moyenne, 

d’autres paramètres matériaux sont ajustés à l’aide des données expérimentales. Il est donc 
relativement difficile de faire un lien direct entre le formalisme mathématique et la 
physique des phénomènes. 
 

1.5.6 Synthèse de la mesure de l’aire de contact 
 
De nombreuses méthodes ont été mises en œuvre afin de mesurer l’aire réelle de 

contact. Elles exploitent divers principes physiques (conductivité électrique, transfert d’un 
marqueur, interférométrie…) et permettent, selon les méthodes, de déterminer l’aire réelle 
de contact soit sous chargement soit après déchargement. Les méthodes de mesure sous 
chargement sont plus intéressantes car plus proches des modélisations ( a moins de 
disposer d’un modèle traitant également du déchargement, comme Francis [18]) mais sont 
généralement plus délicates à mettre en application car elles nécessitent l’emploi d’un 
matériau transparent, généralement fragile. Le Tableau 6 récapitule l’ensemble des 
méthodes détaillées dans ce chapitre. 
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 Type de méthode Mesure sous charge ou 
après déchargement Commentaires 

Holm [59] Conductivité électrique Sous charge 
Bowden et 
Tabor [60] Conductivité électrique Sous charge 

Ne permettent pas d’accéder à la 
répartition ni au nombre des 

contacts 

Tarasenko [62] Transfert de peinture 
luminescente Après déchargement 

On doit éviter le phénomène de 
lubrification et choisir un film 

viscoplastique adhésif. 
Demkin et 

Lankov [63]  
Transfert d’un film de 

carbone amorphe (10 Å) Après déchargement Très bon contraste. 

Hisakado [64] Solutions aqueuses 
colorées Après déchargement Détection parfois difficile. 

Holm [59] Propagations d’ondes 
acoustiques Sous charge 

Mesure globale de l’aire. 
Interprétation difficile des résultats 

car nombreux contacts 

Williamson et 
Hunt [65] Relocation profilometry Après déchargement 

Méthode basée sur l’analyse des 
profils. Problèmes de 

représentativité du profil vis-à-vis de 
la surface. 

Mechau [66] Prisme à angle droit Sous charge Résolution verticale limitée par 
l’effet tunnel optique 

Dyson et Hirst 
[67] 

Prisme à bords parallèles 
dont une face est 

métallisée 
Sous charge Très bon contraste, mais méthode de 

comptage manuelle fastidieuse 

Uppal, Probert 
et Thomas [68] 

Interféromètre de 
Nomarski Après déchargement  

Utilisation de matériaux 
biréfringents. Aux fortes charges, les 

franges d’interférences sont trop 
proches pour une interprétation 

univoque 

Hisakado [70] Plaque de verre rigide et 
fluide coloré Sous charge L’incertitude de mesure est 

comparable à la grandeur mesurée 

Tableau 6 : Synthèse de la mesure de l’aire réelle de contact. 
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Section d'équation (suivante) 
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2 Contacts individuels 
 

Afin de comprendre et de mieux maîtriser les phénomènes concourant à l’étanchéité 
statique, on modélise l’écrasement de surfaces rugueuses revêtues afin de déterminer les 
éventuels chemins de fuite laissés au fluide. Du point de vue de la mécanique des 
solides, cela revient à connaître la répartition et la taille des micro-contacts. Ce problème 
étant d’une grande complexité en raison des diverses non-linéarités (contact, loi de 
comportement, revêtement) on choisit, dans un premier temps, de modéliser le 
comportement d’une aspérité unique. On déduira ensuite les propriétés de la population 
des aspérités sous l’hypothèse d’indépendance des aspérités. 

Les surfaces techniques usuelles en étanchéité statique par joints métalliques sont 
généralement tournées. Du point de vue microgéométrique, cela signifie que les surfaces 
sont constituées de la superposition de deux processus, l’un périodique, généré en spirale 
d’Archimède, et l’autre aléatoire sont tournées (Figure 25). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 25 : Exemple de mesure surfométrique (Surfascan 3S) sur surface tournée. 

 
 

2.1. Contact linéique 
 

Au début du chargement, les contacts locaux ont lieu sur les aspérités les plus hautes 
et sont de type ponctuel. Très rapidement cependant, la partie périodique des aspérités 
(stries d’usinage) participe en contact et assume l’essentiel de l’effort. C’est par le 
contact de ces stries, soumises à de très importants efforts linéiques (160 kN/m et plus) 
que l’étanchéité statique est finalement réalisée. 

Il apparaît donc naturel de considérer successivement les comportements 
élémentaires d’une aspérité annulaire d’une part et une aspérité de sommet sphérique 
d’autre part, en contact avec un massif lisse revêtu d’un métal mou. Le massif et 
l’indenteur sont déformables (comportement élastique), et le revêtement adopte un 
comportement élastoplastique. 

 

2.1.1 Modèle cylindre revêtu/cylindre 
 

Compte tenu du rayon d’évolution de l’outil sur la bride (création des stries) par 
rapport au rayon local des aspérités perpendiculairement au sens des stries, on peut 
considérer que le contact est de type cylindre droit sur cylindre. Ceci conduira à 
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modéliser le problème sous l’hypothèse des déformations planes et non pas en 
axisymétrie. 

 
 
On présente un modèle analytique du contact entre deux cylindres élastiques revêtus 

d’un métal plus mou de comportement élastoplastique [72]. Il permet de déterminer la 
largeur de contact (2b) sous charge (WL) et la répartition de pression sur la surface de 
contact ( ( )zz xσ ). On étudie deux cas de figure : 

(1) Le revêtement est posé librement sur le substrat (laminé d’argent intercalé entre 
les parties en acier), on parlera de modèle libre. 

(2)  Le revêtement est solidaire de le substrat (dépôt électrolytique), on parlera de 
modèle collé, 

 

2.1.1.1 Hypothèses 
 
Ce contact est géométriquement équivalent à celui d’un cylindre en contact avec un 

espace semi-infini revêtu d’un métal dans la mesure où l’épaisseur du revêtement du 
modèle équivalent est la somme des revêtements des deux cylindres initiaux et le rayon 

du cylindre équivalent est 
1 2

1 1 1

c c cR R R
= + , où Rc1 et Rc2 sont les rayons des cylindres 

initiaux (Figure 26), 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 26 : Équivalence géométrique des contacts cylindre / cylindre revêtu ( à gauche) et cylindre / 
plan revêtu (droite). 

 
On se place initialement dans le cadre du contact hertzien en déformations planes 

(plan x-z) et on reprend la méthodologie proposée par Johnson [33]. L’auteur étudie en 
déformations planes le cas d’un revêtement mince (i.e. épaisseur de revêtement petite 
devant la demi-largeur de contact) au comportement élastique reposant sur un substrat 
rigide et indenté par un cylindre infiniment long (Figure 27). Sous cette hypothèse, il est 
raisonnable de supposer que les déformations sont homogènes dans l’épaisseur du 
revêtement, c’est à dire que les sections planes initialement restent planes sous charge. 
Ainsi, la composante xxσ  est constante dans l’épaisseur du revêtement. 
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Figure 27 : Revêtement élastique reposant sur un substrat rigide et indenté par un 

cylindre rigide [33]. 
 
On suppose également que le contact entre le cylindre et le revêtement, et le cas 

échéant entre le revêtement et le substrat s’effectuent sans frottement. 
 
 

• Dans le cas où le revêtement est posé librement sur le substrat (modèle libre), on 
obtient à l’interface revêtement / substrat 0xxσ =  et donc, en déformations planes, en 
appliquant la loi de Hooke, 

 
2
3

3

1
zz zz

IE
νε σ−

=  (2.1) 

 
• Dans le cas où le revêtement est parfaitement adhérant au substrat (modèle collé), on 

a, à l’interface 0xxε = . De plus, la loi de Hooke en déformations planes donne : 

 

2
3 3

3 3

2
3 3

3 3

1
1

1
1

xx xx zz
I

zz zz xx
I

E

E

ν νε σ σ
ν

ν νε σ σ
ν

 −
= − − 

 −
= − − 

 (2.2) 

 
 
Enfin, les déformations étant homogènes dans l’épaisseur du revêtement, on peut 

évaluer la déformation dans le sens du chargement (z) comme étant la variation de son 
épaisseur rapportée à son épaisseur initiale : 

 
21

2zz
x

h R
ε δ

 
= − − 

 
 (2.3) 

Où δ est le mouvement de corps rigide du cylindre et 
2

2
x
R

est l’équation de la forme 

du cylindre dans le plan (x-z). 
 
 
Nous adoptons ce modèle pour modéliser notre joint torique revêtu d’un métal 

élastoplastique et nous proposons d’adopter les hypothèses suivantes : 
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¾ Le cylindre équivalent (solide 1) et l’espace semi-infini (solide 2) 

adoptent un comportement élastique pur, 
¾ Le revêtement (solide  3) adopte un comportement élastique puis 

élastoplastique à écrouissage cinématique linéaire, 
 
Les déformations élastiques du cylindre (solide 1) et du substrat (solide 2) 

s’expriment à l’aide d’une équation intégrale : 

 
0

( )
( )( ) 2 ( ) ln

i

b
i

zz i
b

v x K x d Cσ σ ξ ξ ξ
−

= − − +∫  (2.4) 

Avec 
0

2(1 )
i

i

i

K
Eσ
ν

π
−

= . 

Ainsi, la prise en compte de l’élasticité du cylindre et du revêtement se traduit dans 
l’expression de la variation d’épaisseur du revêtement (Figure 28) : 

 ( ) ( )0h f x v xδ∆ = − +  (2.5) 

La déformation axiale, (3)
zzε , s’écrit donc : 

 

 ( )
2 2 2

2(3) 1 2
0

1 2

1 1 1 1 ( ) ln
2

b

zz zz
c b

x x d C
h R E E

ν νε δ σ ξ ξ ξ
π −

  − −
= − + + − +  

  
∫  (2.6) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 28 : géométrie du contact cylindre / plan revêtu. 
 
Cette expression de la déformation axiale est fonction de deux constantes : δ0 et C. 

Leur somme étant constante également, on définit une nouvelle constante, C1, telle que 
2

0 1
1

2 c

bC C
h R h

δ + = + . L’expression de la déformée axiale devient donc : 

 ( )0

22
2(3)

11 ( ) ln
2

b

zz zz
c b

Kb x x d C
R h b h

σε σ ξ ξ ξ
−

  = − + − +  
   

∫  (2.7) 

 
Où 

0 01 02
K K Kσ σ σ= . 
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2.1.1.2 Loi de comportement 
 
En élasticité, la combinaison de la loi de Hooke et des conditions d’interface 

correspondant à chacun des deux modèles étudiés (libre ou collé) donne une relation 
entre la déformation axiale, (3)

zzε  , et la contrainte axiale, (3)
zzσ . De plus, on conserve 

l’hypothèse d’homogénéité des contraintes dans l’épaisseur du revêtement proposée par 
Johnson. 

 
Dans le cas du modèle libre, on suppose que le contact à l’interface entre le 

revêtement et le substrat se fait sans frottement, conduisant à ( ) 0interface
xzσ = . L’écriture de 

l’équilibre des efforts selon la direction x permet de déduire que ( ) 0interface
xxσ = , et par 

conséquent (3) 0xxσ =  dans le revêtement. 
 
Dans le cas du modèle collé, il y a continuité des déplacements à l’interface 

substrat/revêtement. En particulier, (2) (3)
x xu u=  à l’interface. O en déduit alors (2) (3)

xx xxε ε=  à 
l’interface également. 

 
Soit, en résumé : 

À l’interface substrat (2) / revêtement (3)  : 
(2)

(2) (3)

0xz

xx xx

modèle libre
modèle collé

σ
ε ε

 =


=
        (2.8) 

 
Dans le cadre des déformations planes les composantes du tenseur des déformations 

sont obtenues par la loi de Hooke : 

 ( ) ( )10yy yy xx yy zz yy xx zzE E
ν νε σ σ σ σ σ ν σ σ+

= = − + + ⇒ = +  (2.9) 

 
21

1xx xx zzE
ν νε σ σ

ν
−  = − − 

 (2.10) 

 
21

1zz zz xxE
ν νε σ σ

ν
−  = − − 

 (2.11) 

 
La combinaison des équations (2.8) à (2.11) donne alors : 
 

 ( ) ( )

2
(3) (3)3

3

2 2 3 3
2

(3) (3)3 3 2 3
22
323 3

2 3

1:

1 1
1: 1

111

zz zz
I

I I
zz zz

I

I I

modèle libre
E

E Emodèle collé
E

E E

νε σ

ν ν ν ν
ν νε σ

ννν

−
=

+ + 
− −  = −

−− − − 
 

 (2.12) 

 
L’écriture de ces équations fait alors apparaître une relation entre les 

déformations et les contraintes normales analogue à celle d’une sollicitation uniaxiale, 

qui est de la forme 1( ) ( )zz zz
Ie

x x
E

ε σ= , avec  
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( ) ( )

2
3

3

2 2 3 3
2
3 3 2 3

22
323 3

2 3

11:

1 1
11: 1

111

Ie I

I I

Ie I

I I

modèle libre
E E

E Emodèle collé
E E

E E

ν

ν ν ν ν
ν ν

ννν

−
=

+ + 
− −  = −

−− − − 
 

 (2.13) 

 
Mais l’analogie avec une sollicitation uniaxiale s’arrête au formalisme. En effet, 

dans le cas du modèle libre l’état de contraintes est biaxial alors que pour le modèle collé 
il est triaxial. Les contraintes non-normales sont prises en compte dans les équations 
(2.13) par les coefficients de Poisson du revêtement et du substrat. EIe est un module 
équivalent mais n’est pas un Module d’Young au sens classique. 
 

On combine alors l’expression de la déformation axiale (équation (2.6)) avec la 
loi de comportement (équation(2.12)) et les relations (2.13) pour obtenir une équation 
intégrale, caractéristique du problème étudié en élasticité : 
 

 ( )0

22
2(3)

1
1 ( ) 1 ( ) ln

2

b

zz zz
Ie c b

Kb xx x d C
E R h b h

σσ σ ξ ξ ξ
−

  = − + − +  
   

∫  (2.14) 

 
L’application du critère de Tresca permet de définir la limite de validité de cette 

formulation en élasticité : la solution en élasticité pure s’applique tant que, pour tout 
x b≤  on vérifie ( )(3)

zz eex Rσ ≤ , avec : 
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ν ν
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

 − − −    = − − −    

 (2.15) 

 
 
Pour décrire le comportement dans le domaine élastoplastique, on adoptera un 

formalisme dans la continuité de la similitude formelle avec un comportement uniaxial. 
On choisit de décrire le comportement élastoplastique par une loi à écrouissage 
cinématique linéaire (Figure 29), caractérisé par la limite d’élasticité équivalente, Ree, et 
le paramètre λ, rapport des modules équivalents des domaines élastique et 
élastoplastique. 
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Figure 29 : Représentation du comportement élastoplastique à écrouissage 
cinématique linéaire dans le cas d’une sollicitation uniaxiale. 

 
On définit les modules tangents équivalents de manière similaire aux modules 

d’élasticité équivalents, en considérant les deux conditions d’interface (équation (2.8). et 
qui avaient abouti aux relations (2.13) : 

 IIe

Ie

E
E

λ =  (2.16) 

 
Le chargement élastoplastique est illustré sur la Figure 29 par la portion A-B. La 

déformation élastoplastique s’exprime alors par  

 
(3)

( ) (3)1 (1 )ep (el) zz ee
lim zz ee

IIe Ie

R R
E E

σε ε σ λ
λ

−  = + = − −   (2.17) 

 
On combine alors l’expression de la déformation axiale (équation (2.6)) avec la loi 

de comportement (équation(2.12)) et les relations (2.17) pour obtenir une équation 
intégrale, caractéristique du problème étudié en élastoplasticité : 

( )0

22
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b
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Ie c b

Kb xR x d C
E R h b h
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λ −

   − − = − + − +       
∫  (2.18) 

 
 
En résumé, on a établi une formulation du problème aboutissant à deux équations 

intégrales, l’une décrivant le comportement dans le domaine d’élasticité du revêtement 
(vers le bord du contact), l’autre dans son domaine d’élastoplasticité (au centre du 
contact). De plus, les deux formulations sont continues en (3)

zz eeRσ = , c’est à dire à la 
limite entre les domaines élastique et élastoplastique (Figure 30) : 
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 (2.19) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 30 : Représentation du champ de pression de contact entre le cylindre et le revêtement pour 
une largeur de contact supérieure à la largeur élastique maximale. 

 
On remarque que ces deux expressions sont tout à fait similaires, à des coefficients 

constants prêts. Ainsi, la résolution des deux équations sera tout à fait similaire (Annexe 
II). 

 

2.1.1.3 Calcul du champ de pression 
 

La répartition de pression de contact est obtenue en fonction de la demi-largeur de 
contact en résolvant l’équation intégrale précédente (AnnexeII). On obtient sous forme 
adimensionnée  : 
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et 
2

12
0 0;

2 Ie
c Ie

b Ep E b h
R h E

= =  

Ces deux expressions du champ de pression sont continues à la frontière entre les 
domaines d’élasticité et d’élastoplasticité, c’est à dire lorsque (3)

zz eeRσ =  (ou encore 
(3)

0

ee
zz

R
p

σ = ). 

On détermine également la demi-largeur de contact limite, limb , telle que pour toute 
demi-largeur de contact inférieure à cette limite, le comportement est élastoplastique, et 
pour toute demi-largeur supérieure à cette limite le comportement est élastoplastique : 

 41 1
2
ee

lim
ee

Rb
R

 
= + +  

 
 (2.22) 

Enfin, lorsque le comportement est élastoplastique, le centre du contact se trouve 
dans son domaine d’élastoplasticité alors que plus près des bords du contact le 
comportement reste élastique (Figure 30). L’évolution de pression étant monotone 
décroissante du centre vers le bord du contact, il existe une seule position dans le 
contact, pour une largeur de contact donnée, qui sépare les comportements élastique et 
élastoplastique. On note 1x  sa valeur normée (Annexe II) : 

 1 2

11 ee
bx R

b
+

= −  (2.23) 

 
On représente (Figure 31) le champ de pression calculé pour plusieurs valeurs de l’effort 
linéique pour un revêtement de 20 µm collé sur le substrat et indenté par un cylindre de 
1 mm de rayon. Le substrat et l’indenteur sont constitués du même matériau 
( 1 2 1 2210 ; 0,3I IE E GPa ν ν= = = = ). Le revêtement est constitué d’un matériau plus 
mou ( 3 370 ; 0,37 ; 500 ; 0,09I eeE GPa R MPaν λ= = = = ). 

Dans le cas où l’effort linéique est inférieur à l’effort linéique limite (équation 
(2.25)), le comportement est purement élastique et le champ de pression est de forme 
paraboloïde, de type hertzien. Lorsque l’effort linéique est supérieur à l’effort linéique 
limite, le champ de pression adopte une forme caractéristique du comportement 
élastoplastique, avec une zone centrale dans laquelle le champ de pression évolue 
lentement et une zone périphérique dans laquelle le champ de pression évolue selon les 
équations de l’élasticité linéaire. Le point de pression maximale se trouve au centre du 
contact et la valeur de la pression en ce point augmente avec l’effort linéique (ou la 
largeur de contact) jusqu’à atteindre la limite du domaine élastoplastique. La pression 
moyenne de contact atteindra alors environ trois fois la limite d’élasticité équivalente. 
Cette partie du comportement n’est pas abordée dans ces travaux. 
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Figure 31 : Répartition de pression calculée pour un revêtement de 20 µm d’épaisseur collé sur le 

substrat et indenté par un cylindre de 1 mm de rayon. Le coefficient λ vaut 0,09. 

 

2.1.1.4 Calcul de l’effort linéique 
 
L’objet de ces travaux est de décrire l’évolution de la largeur de contact en fonction 

de l’effort de serrage appliqué. Il faut donc disposer de relations entre grandeurs 
macroscopiques, mesurables, comme la largeur de contact et l’effort appliqué. Pour 
obtenir une telle relation, on intègre le champ de pression (2.20) sur la largeur de contact 
. On obtient alors l’expression de l’effort linéique, LW , résultant : 
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On obtient, finalement : 
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Avec 
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On dispose alors d’une relation – non linéaire – entre la largeur de contact 

normée et l’effort linéique résultant normé. 
On remarquera, enfin, que cette relation est inversible (largeur de contact en 

fonction de l’effort appliqué) dans le domaine d’élasticité pure du revêtement mais pas 
dans son domaine d’élastoplasticité. 
 

On définit également l’effort linéique limite normé, ( )el
L limW , correspondant à la 

largeur de contact limite normée, limb , tel qu’en dessous de cet effort le comportement 
est élastique pur et au dessus de cet effort le contact est élastoplastique : 

3
( )

1
el lim

Llim
lim

bW
b

=
+

 (2.25) 

 
Un exemple de relation analytique entre l’effort linéique et la demi-largeur de 

contact est représenté graphiquement Figure 32 pour un cylindre en acier revêtu d’argent 
qui indente un massif en saphir. Le rayon du cylindre est de 1 mm et le revêtement de 20 
µm d’épaisseur est déposé électrolytiquement. 

 

 
Figure 32 : Demi-largeur de contact calculée en fonction de l’effort linéique pour un revêtement 

purement élastique. Le cylindre est en acier (E=220 GPa, ν=0,3, Rc=1mm), le revêtement 
en argent (E=70 GPa, ν=0,37, h=20µm, modèle collé) et le substrat en saphir (E=440 
GPa, ν=0,23). La limite d’élasticité équivalente est signalée par les pointillés. 

( )el
LlimW

limb

Domaine élastoplastique 
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La représentation graphique des prévisions théoriques précédentes permettent de 
préciser l’influence du rayon du cylindre, de l’épaisseur du revêtement et des conditions 
d’interface sur la relation entre l’effort appliqué et la demi-largeur du contact (Figure 33 
à Figure 35). 

 
Figure 33 : Influence du rayon du cylindre sur la relation entre l’effort appliqué et la 

demi-largeur de contact. L’épaisseur du revêtement est de 300 µm et 
l’interface est libre. 
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Figure 34 : Influence de l’épaisseur du revêtement sur la relation entre l’effort appliqué 

et la demi-largeur de contact. Le rayon du cylindre est de 1 mm et 
l’interface est libre. 

 
Figure 35 : Influence des conditions d’interface entre le revêtement et le substrat sur la 

relation entre l’effort appliqué et la demi-largeur de contact. Les courbes 
sans marqueurs représentent les interfaces libres et les courbes avec 
marqueurs représentent les interfaces collées. 
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L’étude paramétrique ci-dessus permet de tirer les conclusions suivantes : 
¾ A effort linéique donné, la demi-largeur de contact est d’autant plus grande 

que le rayon de contact est grand et que l’épaisseur de revêtement est grande. 
¾ Lorsque le rayon de contact est multiplié par 20 (de 0,5 mm à 10 mm), la 

demi-largeur de contact est multipliée par environ 1,6. 
¾ Lorsque l’épaisseur de revêtement est multipliée par 20 (de 50 µm à 1 mm), 

la demi-largeur de contact est multipliée par environ 1,4. 
¾ A rayon de contact, épaisseur de revêtement et effort linéique donnés, la 

demi-largeur de contact est plus grande quand l’interface est libre que 
lorsqu’elle est collée. 

¾ La différence de demi-largeur de contact, à effort linéique donné, entre les 
modèles libre et collé est d’autant plus grande que le rayon de contact est 
grand et que l’épaisseur de revêtement est grande. 

 

2.1.1.5 Écriture en pression moyenne 
 

Les résultats précédents peuvent également être présentés par la relation existant 
entre la pression moyenne et la dimension caractéristique du contact, comme le propose 
Johnson [33]. 

Dans notre modèle, la pression moyenne se déduit de l’effort linéique résultant et de 
la largeur du contact : 

 0

02 2
LL L

m
WW Wp

b b b
= =  (2.26) 

Pour situer notre modélisation par rapport à la description proposée par Johnson, 
nous adoptons les mêmes normes : 

¾ La pression moyenne est normée par Ree, 

¾ La demi-largeur de contact est normée par 121

c ee

E
R R

. 
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Figure 36 : Représentation de la pression moyenne théorique. Les courbes représentent, de 

gauche à droite, les pressions moyennes pour : Rc = 3 mm et h = 500µm ; Rc = 3 mm 
et h = 300 µm ; Rc = 1 mm et h = 500 µm ; Rc = 1 mm et h = 300 µm ; Rc = 0,5 mm et 
h = 500 µm ; Rc = 0,5 mm et h = 300 µm. 

 
L’analyse de la Figure 36 indique : 
¾ A largeur de contact donnée, la pression moyenne est d’autant plus grande 

que le rayon de contact est grand, 
¾ A rayon d’indenteur donné, la pression moyenne est d’autant plus grande 

que l’épaisseur de revêtement est grande. 
 
 

2.1.2 Validation expérimentale : essais d’indentation torique 
 
Afin de mettre à l’épreuve notre modèle de contact linéique avec revêtement, nous 

avons réalisé une campagne d’essais d’indentation torique sur matériau revêtu. La 
géométrie du tore permet de s’affranchir des effets de bords éventuels, permettant de 
réaliser l’hypothèse théorique du contact infiniment long. De plus, le rayon de courbure 
du tore par rapport à son rayon de section est tel que, localement, on peut considérer le 
contact comme linéaire. 
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2.1.2.1 Dispositif expérimental 
 
Les moyens d’essais employés pour la campagne d’indentation sont les suivants : 
• Presse mécanique de capacité 100 kN. 
• Binoculaire Wild Makroskop M420. 
• Caméra numérique kappa de type CF 11 DSP + logiciel Archimed®. 
• Surfascan 3S 
• Microduromètre Leitz Wetzlar (dureté Vickers sous 25g) 

 
Ces moyens nous ont permis de faire des mesures avant et après essais. Le dispositif 

expérimental est constitué de deux supports d’éprouvettes en acier (Figure 37), massifs, 
guidés en translation l’un par rapport à l’autre par trois tiges assurant une liaison ∅10 
H7 g6. Le guide inférieur repose sur le marbre de la presse et accueille le porte-
éprouvette. Le guide supérieur accueille le poinçon torique et est posé sur le premier ; il 
subit la charge appliquée par la presse et la transmet à l’éprouvette par l’intermédiaire du 
poinçon. Ce positionnement circonférentiel est assuré à 1° près par la mise en 
coïncidence de repères sur les guides et sur l’éprouvette. 

 

 
Figure 37 : Supports d’éprouvettes pour l’indentation torique 

 
Dans le cas d’un revêtement collé, l’éprouvette est revêtue d’argent déposé par 

électrolyse et le poinçon indente le revêtement sur un ∅20,5. Dans le cas du revêtement 
libre, l’éprouvette est une feuille d’argent d’épaisseur donnée. Il s’agit d’un disque évidé 
en son milieu de rayons intérieur et extérieur respectivement de 30 et 70 mm. 
L’épaisseur de la feuille peut prendre deux valeurs : 0,3 ou 0,5 mm. Le poinçon indente 
le revêtement sur un ∅50.On pose la feuille sur le porte-éprouvette et on la bloque en 
trois points sur le rayon intérieur (Figure 38) afin d’éviter tout glissement de la feuille 
par rapport au porte-éprouvette et par rapport au poinçon torique (contact sans 
glissement). 

Poinçon 

Support supérieur

Eprouvette 

Tige de guidage 

Support inférieur 
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Figure 38 : Éprouvette sur son porte-éprouvette (gauche) et localisation des zones de mesure 
(lignes numérotées 1 à 3 à droite). 

 
Pour se placer dans l’hypothèse de la couche d’argent libre, on effectue les mesures 

le plus loin possible des points de blocage, c’est à dire sur chacune des trois médiatrices 
des points de blocage, numérotées de 1 à 3 comme indiqué sur le schéma de la Figure 
38. 

Le dispositif est conçu de sorte que malgré les montages et démontages successifs le 
poinçon vienne toujours appuyer au même endroit sur la feuille (à la précision de 
positionnement près). 

Chaque feuille d’argent est préalablement polie afin de faciliter la visualisation de la 
zone de contact. La feuille est ensuite nettoyée à l’alcool (DN1) et sa microgéométrie 
initiale est caractérisée à l’aide d’un profilomètre à contact (Surfascan). On mesure 
également sa dureté à l’aide du microduromètre. 

L’éprouvette est ensuite placée sur le porte-éprouvette et on assure un blocage en 3 
points, sans serrer exagérément afin de limiter autant que possible les contraintes 
résiduelles de serrage. On trace alors sur la feuille d’argent les trois directions de mesure 
que l’on numérote de 1 à 3. Le porte-éprouvette est ensuite placé sur le guide inférieur 
selon des repères préalablement tracés puis le guide supérieur positionné de façon à 
réaliser le contact entre la feuille d’argent et le poinçon. 

Le chargement est alors appliqué et maintenu pendant 10 minutes. On décharge 
ensuite le dispositif et on retire le porte éprouvette de son emplacement afin d’effectuer 
les mesures de largeur de contact au microscope binoculaire et au profilomètre. On 
effectue également des mesures de micro-dureté dans l’empreinte. 
Cette succession d’étapes est répétée autant de fois qu’il y a d’incréments de charge. 
 

Pour chaque configuration (épaisseur de feuille d’argent associée à un tore de rayon 
donné), on effectue une série de cycles chargement/déchargement d’intensité croissante, 
d’abord à l’aide de masses, (charges de 10 kg, 20kg, 30kg, 40kg, 50kg, 60kg et 70kg) 
puis à l’aide d’un anneau dynamométrique, (charges de 100kg, 200kg, 300kg, 400kg, 
500kg, 700kg, 900kg, 1100kg, 1300kg, 1500kg, 1700kg, 1900kg, 2100kg, 2300kg, 
2500kg). 

 

Point de blocage 

1

2
3

Feuille d’argent 
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Figure 39 : Dispositif  d’indentation torique sous charge avec des masses (à gauche) et avec la 
traverse de la presse mécanique (à droite).  

 
Pour les mesures de largeur de contact au microscope, on prend soin de toujours 

mesurer exactement au même endroit, sur chaque repère, afin de pouvoir juger de 
l’évolution de la largeur de contact (tous paramètres autres que la charge étant constants 
par ailleurs). Cette exigence est plus difficilement respectée pour les profilométries car 
l’appareillage n’est pas muni d’un dispositif de positionnement précis des éprouvettes. 
Ces mesures n’en restent pas moins utiles pour préciser la microgéométrie dans la zone 
de contact et pour connaître la profondeur de l’empreinte laissée par le poinçon. On 
présente un exemple des relevés expérimentaux réalisés au microscope (Figure 40) et au 
profilomètre (Figure 41) sur la même éprouvette et au même repère : 
 
 

 
Figure 40 : Relevé expérimental effectué au microscope (Rc = 3 mm ; h = 300 µm)  
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Figure 41 : Relevé expérimental effectué au profilomètre (Rc= 3 mm ; h = 300 µm). 

 
 

2.1.2.2 Résultats expérimentaux 
 
Les mesures effectuées permettent de représenter graphiquement l’évolution de la 

largeur de contact ainsi que la profondeur de la trace en fonction de la charge appliquée. 
Ces résultats sont obtenus pour les rayons du tore et épaisseurs de revêtement 
synthétisées dans le Tableau 7. On présente ici les résultats expérimentaux complets 
issus de cette campagne d’essais. 

Les essais d’indentation linéique sur revêtement collé (h = 20 µm) n’ont pas été 
réalisés au cours de nos travaux mais ont été menés au sein du LISMMA en 1995 et 
1996 dans le cadre du GDR étanchéité [75], [76]. 

Les mesures profilométriques indiquent que la géométrie de l’empreinte après 
déchargement est conforme à la forme du tore (Figure 43), ce qui confirme que le tore se 
déforme bien de manière élastique. 

 
R (mm) 0,5 0,5 1 1 1 3 3 3 5 
h (µm) 300 500 20 300 500 20 300 500 20 
Interface libre libre collé libre libre collé libre libre collé 

Tableau 7 : Récapitulatif des paramètres d’essais en indentation linéique 

 
Avant toute exploitation des résultats, il convient de signaler que les données 

expérimentales aux faibles charges (< 4.104 N/m) sont à considérer avec réserve. En 
effet nous avons observé (Figure 42) l’existence d’une discontinuité de la trace. La mise 
en contact d’un tore avec un plan lisse devrait produire un contact annulaire. Or il 
apparaît qu’aux faibles charges le contact est constitué de portions d’anneau dont la 
longueur d’arc augmente avec l’effort normal appliqué jusqu’à coalescer avec les autres 
portions et constituer l’anneau complet. Cette discontinuité se réduit lorsque la charge 
normale augmente mais semble être d’autant plus marquée que le rayon de l’indenteur 
est important. Ceci ne manquera pas d’avoir des conséquences du point de vue de la 
confrontation avec les prédictions du modèle analytique car l’une des hypothèses du 
modèle est prise en défaut (contact infiniment long). 

 

Cercle de rayon 3 mm.
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Figure 42 : Exemple de discontinuité de la trace à faible charge (WL = 6,4.103 N/m). 

 
Une explication du fait que le contact a lieu seulement sur une portion d’anneau aux 

faibles charges est à rechercher du côté de la préparation des éprouvettes. En effet, 
celles-ci sont découpées dans un laminé d’argent à l’aide d’un outil spécifiquement 
conçu qui coupe à faible vitesse, ce qui ne manque pas d’induire des défauts de planéité. 
De plus, pour rendre plus visible le contact et ainsi mesurer la largeur de celui-ci nous 
polissons manuellement la pièce. Le procédé, abrasif, conduit à un enlèvement de 
matière le plus petit possible mais ne permet pas de garantir l’homogénéité du 
traitement. Ainsi, certaines zones sont légèrement moins épaisses que d’autres, induisant 
que le contact n’aura lieu dans ces zones qu’à de plus fortes charges. Ces défauts doivent 
être rattrapés au fur et à mesure que l’effort normal augmente. 

On remarque également que les discontinuités de contact persistent à des efforts 
d’autant plus importants que le rayon de section du tore est important. Ceci s’explique 
par le fait que les largeurs de contact sont relativement peu sensibles au rayon du tore 
(dans les gammes de rayons de tore et d’épaisseurs de revêtements étudiées). Il paraît 
donc naturel d’en déduire que les profondeurs d’indentation seront plus importantes pour 
les rayons de tores plus petits. Ceci tend à rattraper les défauts de planéité de 
l’éprouvette d’autant plus rapidement que le rayon du tore est petit. 

 
L’ensemble des résultats expérimentaux est présenté sous forme de graphiques (les 

fiches de résultats sont données en Annexe III), Figure 44 à Figure 46. 
Après chaque déchargement, on effectue trois mesures au microscope binoculaire, 

trois mesures au profilomètre et des mesures de micro-dureté dans l’empreinte. Chaque 
point de ces figures est donc la moyenne de trois mesures. 

 
Les représentations graphiques synthétisent l’ensemble des résultats obtenus pour 

chaque épaisseur de revêtement. Cette présentation des résultats doit permettre de 
déceler d’éventuelles tendances dans le comportement des matériaux vis-à-vis de la 
géométrie. On reporte également sur ces figures les valeurs d’effort linéique à partir 
desquelles le contact est un anneau continu et non plus un ensemble de portions d’arc. 
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Figure 43 : Mesure profilométrique  (Rc = 3 mm ; h = 300 µm) après déchargement total sous un 

effort linéique de 16.104 N/m. 

On note, de plus, que les éprouvettes, au cours du chargement, se déforment 
progressivement adoptant une forme en ″V″ similaire à de l’emboutissage avec 
décollement du revêtement de son substrat. Cet effet n’est pas prévu par notre modèle 
analytique et masque le refoulement de matière éventuel. 
 

 
Figure 44 : Évolution de la demi-largeur de contact en fonction de la charge linéique 

pour un revêtement de 500 µm d’épaisseur  posé librement sur le substrat. 

 

Cercle de rayon 
3 mm 

Centre du tore

Rc = 0,5 mm

Rc = 1 mm

Rc = 3 mm

Contact continu 
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Figure 45 : Évolution de la demi-largeur de contact en fonction de la charge linéique pour 

un revêtement de 300 µm d’épaisseur  posé librement sur le substrat. 

 

 
Figure 46 : Évolution de la demi-largeur de contact en fonction de la charge linéique pour un 

revêtement de 20 µm d’épaisseur  déposé électrolytiquement sur le substrat. 

 

Rc = 0,5 mm 

Rc = 1 mm

Rc = 3 mm

Contact continu 
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L’ensemble des résultats expérimentaux présente une allure similaire, 
caractéristique d’un comportement élastoplastique et permet de classer les paramètres 
géométriques suivant leur influence sur la relation entre la largeur de contact et l’effort 
linéique : la condition d’interface est le paramètre le plus influent, puis le rayon du 
cylindre, et enfin, l’épaisseur du revêtement. 

2.1.2.3 Confrontation au modèle théorique 
 
Dans cette section, on compare les prédictions analytiques (décrites au chapitre 

2.1.1)avec les résultats expérimentaux. 
Les propriétés élastiques de l’acier et de l’argent sont supposées connues. La limite 

d’élasticité de l’argent est déduite de mesures de micro-dureté Vickers sous 25g et le 
ratio des modules est calé, pour chaque condition d’interface, à partir d’une courbe 
expérimentale (.Rc = 0,5 mm et h = 300 µm pour l’interface libre ; Rc = 1 mm et h = 20 
µm pour l’interface collée). Les propriétés matériaux utilisées sont résumées dans le 
Tableau 8. 

 

Partie Matériau Module 
d’Young (GPa) 

Coefficient 
de Poisson 

Limite d’élasticité en 
traction simple (MPa) 

Ratio des 
modules, λ 

Cylindre Acier 220 0,3   
Substrat Acier 220 0,3   

Revêtement Argent 70 0,37 250 MPa si libre 
500 MPa si collé 

0,030 si libre 
0,09 si collé 

Tableau 8 : Propriétés matériaux utilisées pour le calcul analytique. 

 
On présente représente graphiquement la confrontation entre les prévisions 

théoriques (ligne continue) et les résultats expérimentaux (points). On signale la limite 
théorique du comportement élastique du revêtement par une ligne pointillée. 

 
Figure 47 : Confrontation des prévisions théoriques et des résultats expérimentaux pour un 

revêtement d’argent de 300 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté 
par un cylindre de 0,5 mm de rayon. 
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Figure 48 : Confrontation des prévisions théoriques et des résultats expérimentaux pour un 

revêtement d’argent de 500 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté 
par un cylindre de 0,5 mm de rayon. 

 
Figure 49 : Confrontation des prévisions théoriques et des résultats expérimentaux pour un 

revêtement d’argent de 300 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté 
par un cylindre de 1 mm de rayon. 
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Figure 50 : Confrontation des prévisions théoriques et des résultats expérimentaux pour un 

revêtement d’argent de 500 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté 
par un cylindre de 1 mm de rayon. 

 
Figure 51 : Confrontation des prévisions théoriques et des résultats expérimentaux pour un 

revêtement d’argent de 300 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté 
par un cylindre de 3 mm de rayon. 
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Figure 52 : Confrontation des prévisions théoriques et des résultats expérimentaux pour un 

revêtement d’argent de 500 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté 
par un cylindre de 3 mm de rayon. 

 
Figure 53 : Confrontation des prévisions théoriques et des résultats expérimentaux pour un 

revêtement d’argent de 20 µm d’épaisseur déposé électrolytiquement sur le substrat 
et indenté par un cylindre de 1 mm de rayon. 
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Figure 54 : Confrontation des prévisions théoriques et des résultats expérimentaux pour un 

revêtement d’argent de 20 µm d’épaisseur déposé électrolytiquement sur le substrat et 
indenté par un cylindre de 3 mm de rayon. 

 
Figure 55 : Confrontation des prévisions théoriques et des résultats expérimentaux pour un 

revêtement d’argent de 20 µm d’épaisseur déposé électrolytiquement sur le substrat et 
indenté par un cylindre de 5 mm de rayon. 
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La procédure expérimentale implique que les mesures de largeur de contact soient 
effectuées après déchargement total alors que le modèle analytique présente une solution 
sous charge. Cependant, lors du contact entre l’acier et l’argent, les propriétés optiques 
de l’argent sont modifiées de manière permanente, ce qui permet de visualiser et donc de 
mesurer au microscope binoculaire la largeur du contact telle qu’elle était effectivement 
sous charge. Ceci pourrait être une source de l’écart observé entre les mesures effectuées 
au microscope et celles effectuées au profilomètre ; en effet, en raison de la transition 
douce de géométrie, il est très difficile de repérer très précisément le bord du contact sur 
les relevés profilométriques (Figure 41 et Figure 43) alors que les bords du contact 
apparaissent clairement sur les observations au microscope (Figure 42). De plus, la 
répartition de pression calculée montre que la partie élastique du contact est relativement 
limitée. 
 

Les confrontations théorie / expériences (Figure 47 à Figure 52) indiquent que pour 
les fortes charges ( 51,0.10 /LW N m≥ ) le modèle analytique prévoit le comportement du 
revêtement de manière satisfaisante. En revanche, aux charges plus faibles le modèle 
tend à sous-évaluer la largeur de contact pour un effort donné. Cette divergence dans les 
prédictions aux faibles charges peut s’expliquer par les phénomènes déjà décrits (§ 
2.1.2.2) liés à la réalisation des éprouvettes. L’hypothèse de contact de longueur infinie 
étant prise en défaut aux faibles charges, il apparaît délicat de porter un jugement sur la 
capacité du modèle à décrire le comportement du revêtement à ces charges. 
 

On présente également (Annexe III) une confrontation entre résultats expérimentaux 
et prévisions du modèle analytique en termes de pressions moyennes. Cette 
représentation conforte les conclusions précédentes selon lesquelles le modèle donne de 
bonnes prévisions pour les efforts importants et de moins bonnes prévisions pour des 
efforts plus faibles. De plus, comme de nombreux auteurs, nous signalons une certaine 
dispersion de la pression moyenne calculée. 

 

2.1.3 Calculs par la méthode des éléments finis 
 
Dans le cadre du GDR étanchéité, le LaMCoS (INSA Lyon) a modélisé les essais 

d’indentation linéique sur revêtements électrolytiques réalisés au LISMMA par la 
méthode des éléments finis (Tableau 9). Le code utilisé était le code commercial 
ABAQUS, adapté aux calculs dans le domaine élastoplastique. 

 
R (mm) 1 3 5 
h (µm) 20 20 20 
Interface Collé Collé Collé 

Tableau 9 : Essais d’indentation linéique modélisés au LaMCoS par 
la méthode des éléments finis. 

 
Les caractéristiques géométriques et mécaniques utilisées pour la modélisation par 

éléments finis ont été fournies par l’équipe du LISMMA et correspondent aux essais 
précédemment décrits à ceci près que l’indenteur est rigide. Les propriétés matériaux 
correspondent également à celles employées pour la modélisation analytique [77]. Les 
résultats de cette modélisation sont résumés sous forme de représentations graphiques 
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sur lesquelles sont regroupés les résultats expérimentaux, la modélisation par la méthode 
des éléments finis et la modélisation analytique développée dans ces travaux. 

Ces résultats indiquent un écart entre les résultats expérimentaux et les résultats 
issus de la modélisation par éléments finis de l’ordre de 20%. On remarque, par ailleurs 
un meilleur accord entre le modèle analytique et les résultats expérimentaux. 

Cet écart constaté pourrait provenir du fait que le modèle éléments finis suppose un 
indenteur rigide. En effet, sous l’effet du champ de pression, l’indenteur se déforme de 
manière élastique, présentant un « rayon pendant le contact » plus grand que le rayon 
réel. Il en résulte un rayon de contact plus grand que si l’indenteur avait été très rigide. 

D’autre part, la différence entre les modèles analytique et éléments finis se résorbe 
lorsque l’effort linéique diminue, ce qui semble indiquer que dans le domaine élastique 
ces deux modélisations donneraient des résultats similaires et qui convergeraient vers les 
valeurs expérimentales, ce qui pourra être vérifié lors de l’étude du contact ponctuel. 

 
 
 
 
 

Figure 56 : Résultats de la modélisation par la méthode des éléments finis réalisés au LaMCoS pour 
un tore de 1 mm de rayon qui indente un revêtement de 20 µm d’épaisseur déposé 
électrolytiquement. 

Rc = 1 mm ; h = 20 µm; Interface collée
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Figure 57 : Résultats de la modélisation par la méthode des éléments finis réalisés au LaMCoS pour 
un tore de 3 mm de rayon qui indente un revêtement de 20 µm d’épaisseur déposé 
électrolytiquement. 

Figure 58 : Résultats de la modélisation par la méthode des éléments finis réalisés au LaMCoS pour 
un tore de 5 mm de rayon qui indente un revêtement de 20 µm d’épaisseur déposé 
électrolytiquement. 
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2.2. Contact ponctuel 
 

Afin de déterminer si les hypothèses formulées pour expliquer les différences entre 
modélisation et expérience concernant le contact linéique sont correctes, il est possible 
d’adapter cette modélisation pour traiter le problème du contact ponctuel. Ainsi, en 
réalisant des d’essais d’indentation sphérique, il sera possible de s’affranchir des défauts 
de forme précédemment évoqués et donc de conclure définitivement quant à notre 
modélisation du contact linéique. 

 

2.2.1 Modèle sphère revêtue/sphère 
 
Cette modélisation s’appuie sur le modèle proposé dans les chapitres précédents en 

adaptant la formulation en axisymétrie. Cette modélisation permettra de déterminer le 
rayon de contact (a) pour un effort donné (WN) ainsi que la répartition de pression 
correspondante, ( )zz rσ . De même que précédemment, on étudie deux cas de figure : 

 
(1) Le revêtement est posé librement sur son substrat (laminé d’argent intercalé 

entre les parties en acier), on parlera de modèle libre, 
(2)  Le revêtement est solidaire de son substrat (dépôt électrolytique), on parlera de 

modèle collé. 
 
On se place initialement dans le cadre du contact hertzien en déformations 

axisymétriques (plan r-z) et on reprend les hypothèses précédentes, que l’on rappelle ci-
dessous : 

 
¾ Ce contact est géométriquement équivalent à celui d’une sphère élastique 

en contact avec un espace semi-infini élastique revêtu d’un métal 
élastoplastique dans la mesure où l’épaisseur du revêtement du modèle 
équivalent est la somme des revêtements des deux sphères initiales et le 

rayon de la sphère équivalente est 
1 2

1 1 1

c c cR R R
= + , où R1 et  R2 sont les 

rayons des sphères initiales (Figure 59), 
¾ La sphère équivalente et l’espace semi-infini adoptent un comportement 

élastique pur, 
¾ Le revêtement adopte un comportement élastique puis élastoplastique à 

écrouissage cinématique linéaire, 
¾ Le mouvement de corps rigide, δ0, est petit devant le rayon de la sphère 

équivalente, 
¾ On suppose un contact sans frottement. 
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Figure 59 : Équivalence géométrique des contacts sphère / sphère revêtue ( à gauche) et sphère / 
plan revêtu (droite). 

 
Dans la mesure où la démarche adoptée dans ce problème ainsi que les formulations 

sont très similaires à celles utilisées pour le problème linéique, on n’indiquera, dans les 
chapitres suivants, que les résultats essentiels qui sont obtenus. Pour la démarche 
complète, on se réfèrera à l’Annexe IV (page 176). 

2.2.1.1 Conditions d’interface 
 
On distingue deux conditions d’interface possibles, selon que l’on considère le 

modèle libre ou le modèle collé. Dans le premier cas, seule la contrainte normale, σzz est 
transmise au substrat alors que dans le deuxième cas il y a continuité des déformations 
transverses à l’interface 

Comme dans le cas du cylindre, il apparaît une relation, dans les deux cas, entre la 
déformation et la contrainte axiales qui rappelle le cas d’une sollicitation uniaxiale de la 

forme 1( ) ( )zz zz
Ie

r r
E

ε σ=  avec  

 

3
1

3 2

3 2
3 3

3 2

3 2

1 2 1 1

Ie I

I I
Ie I

I I

modèle libre E E

E Emodèle collée E E

E E

ν ν

ν ν ν

−

=

 − 
 = −

− − −
  

 (2.27) 

 

2.2.1.2 Équation géométrique de la déformée 
 

Ici encore, la variation d’épaisseur du revêtement en tout point du contact, ( )h r∆ , 
est le résultat du mouvement de corps rigide de la sphère, δ0, corrigé de sa forme, f(r), et 
de la déformation élastique cumulée de la sphère et du substrat, v(r). Ceci est représenté 
schématiquement sur la Figure 60 et résumé par la relation (2.28). 

z2 

r

z1

f2(r) 

f1(r) 

Solide 1

Solide 2 Solide 3

h

Rc1 

Rc2 

r 

z 

Solide 1

Solide 2 

Solide 3

f(r) 

h 

Rc 
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 0( ) ( ) ( )ah x f r v rδ∆ = − −  (2.28) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 60 : géométrie du contact sphère / plan revêtu. 

 
L’écriture des différents termes de la relation (2.28) permet d’aboutir à : 

 ( )
0

2 2
(3) (3)

0 3

2

( ) ,
2

B

A

zz zz
Ie c

h rr K d d C
E R

π
ξ

σ
π ξ

σ δ σ ξ ϕ ξ ϕ
−

= − − +∫ ∫  (2.29) 

δ0 et C3 étant des constantes, leur somme l’est aussi. On définit alors la constance C4 de 

sorte que 
2

0 3 42 c

aC C
R

δ + = + . L’équation (2.29) devient alors 

 ( )0

22 2
(3) (3)

5

2

1 ( ) 1 ,
2

B

A

zz zz
Ie c

Ka rr d d C
E R h a h

π
ξ

σ

π ξ

σ σ ξ ϕ ξ ϕ
−

  = − − +  
   

∫ ∫  (2.30) 

Avec 4
5

CC
h

= . 

 

2.2.1.3 Résolution en élasticité 
 
Pour la résolution dans son domaine d’élasticité de l’équation (2.30), ses différents 

termes sont normés de la manière suivante : 

( )

( )

0 12

42 4 30 0
12
3

9
4 3 4

9
2 4 4 3 4

Ie

N Nzz zz
zz N

N
Ie

c Ie c

r a ar a
a a E h

E

W WW
p Wa E hE

R h E R

π
π

σ σσ
π π

π

= = =
 
 − 

= = = =
    
       −  

 (2.31) 

Interface déformée sous l’effet du 
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De plus, on note 
0 Ie

bA K E
hσ=  et ( )

2

2

( ) ,
B

A

zzJ x d d

π
ξ

π ξ

σ ξ ϕ ξ ϕ
−

= ∫ ∫ . On obtient ainsi : 

 2
6( ) 1 ( )zz r r AJ r Cσ = − + +  (2.32) 

Où C6 est une constante. 
Comme précédemment, la pression de contact est nulle à l’extérieur du contact 

ce qui permet d’aboutir au système d’équations à résoudre : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

2

2

1 1 1 1

( ) ,
B

A

zz zz

zz

r r A J r J r A J r r r

J r d d

π
ξ

π ξ

σ σ

σ ξ ϕ ξ ϕ
−

 = − + − = − + ∆ = − + ∆  



=



∫ ∫
 (2.33) 

 
Pour résoudre ce système d’équations, on adopte la même méthodologie que pour le 
modèle de contact cylindre / plan revêtu. On initialise donc la récurrence (i = 0) en 
supposant (0) ( ) 0zz rσ∆ = , conduisant alors à (0) 2( ) 1zz r rσ = − . 

On aboutit finalement au résultat suivant : 
 
 
 
 
 
Ce champ de pression donne l’effort normal résultant, W(el) : 

 
4

( )
0 1

el
N N

aW W
a

=
+

 (2.35) 

 

2.2.1.4 Domaine de validité de la solution en élasticité 
 
On détermine la limite de validité de cette solution en appliquant le critère de 

Tresca. On note Ree la limite d’élasticité équivalente du modèle. Les résultats obtenus 
sont résumés comme suit : 
 

La solution en élasticité pure s’applique tant que, pour tout r a≤  on vérifie 
(3) ( )zz eer Rσ ≤ , avec  
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ee e

e
ee

I I
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
 =
  −  
  + −

−− +  −   

 (2.36) 

 
 
Au-delà d’un certain effort, correspondant à un rayon de contact limite, le critère de 

Tresca est violé, marquant la limite de validité du modèle en élasticité pure. Localement, 
cela signifie que la pression atteint la limite d’élasticité équivalente, Ree. Étant donné la 

Le problème en élasticité admet une solution pour 1a < . Cette solution est alors 

 ( )21( ) 1
1zz r r

a
σ = −

+
 (2.34)
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répartition de pression, ceci se produira en premier lieu au centre du contact, en r = 0 
( )0r = . On montre que le rayon de contact limite normé, lima , et l’effort normé, ( )el

N limW , 
correspondants sont définis par 

 2
0

241 1
2
ee c ee

lim ee
ee Ie

R R h Ra avec R
R a E

 
= + + =  

 
 (2.37) 

 
4

1
lim

lim
lim

aW
a

=
+

 (2.38) 

 

2.2.1.5 Résolution en élastoplasticité 
 
Dans le cas où le rayon de contact, a, dépasse le seuil défini par l’expression (2.37) 

la pression au centre du contact dépasse la limite d’élasticité et le comportement devient 
élastoplastique alors que plus près du bord le contact reste élastique. On définit donc la 
limite, à l’intérieur du contact, entre les régimes élastique et élastoplastique. Cette limite 
est notée r1 : 

 1 2

11 ee
ar R

a
+

= −  (2.39) 

On adopte le même comportement élastoplastique à écrouissage cinématique linéaire 
présenté dans le paragraphe 2.1.1.2 défini de manière identique par le rapport des 
modules équivalents, λ. Selon les conditions d’interface, ce rapport s’exprime de la 
manière suivante : 

 ( ) 3
0

3

libre II

I

E
E

λ λ= =  (2.40) 

 

3 2

3 2
3

3 2

3 2( )
0

3 2

3 2
3

3 2

3 2

1 2 1 1

1 2 1 1

I I

I Icollé

II I

II I

E E

E E

E E

E E

ν ν

ν ν ν

λ λ
ν ν

ν ν ν

 − 
 −

− − −
  =
 − 
 −

− − −
  

 (2.41) 

Et le champ de pression se décompose de la manière suivante : 

 

(3) 2
1

(3)
1

0

11 ( ) ( ) (1 )
1

( ) ( ) ( ) (1 )

el
zz zz

ep el ee
zz zz zz

r r alors r r r
a

Rr r alors r r r
p

σ σ

σ σ λσ λ

 ≤ ≤ = = − +

 ≤ = = + −


 (2.42) 

 
L’effort résultant de cette répartition de pression élastoplastique est alors : 

 ( )
24

( )
0 2

11 1 1
1

ep
N N ee

a aW W R
a a

λ
 + = − − −  +    

 (2.43) 
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2.2.1.6 Écriture en pression moyenne 
 

Dans le cas de l’indentation sphérique, la pression moyenne est définie par : 

 0
2 2 2

0

N N N
m

W W Wp
a a aπ π

= =  (2.44) 

Pour présenter les prévisions du modèle sous la forme choisie par Johnson, on 
norme : 

¾ La pression moyenne par Ree, 

¾ Le rayon de contact par 121

c ee

E
R R

. 

 
 
 

 
Figure 61 : Représentation de la pression moyenne théorique. Les courbes représentent, de 

gauche à droite, les pressions moyennes pour : Rc = 2,5 mm et h = 20µm ; Rc = 0,5 
mm et h = 20 µm ; Rc = 0,5 mm et h = 40 µm ; Rc = 2,5 mm et h = 300 µm ; Rc = 2,5 
mm et h = 500 µm ; Rc = 1 mm et h = 300 µm ; Rc = 1 mm et h = 500 µm. 
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2.2.2 Validation expérimentale : essais d’indentation sphérique 
 
De même que pour le contact linéique, afin de tester notre modélisation du contact 

ponctuel entre matériaux revêtus, nous avons réalisé une campagne d’essais 
d’indentation sphérique sur matériau revêtu. Cette validation expérimentale doit 
permettre d’appuyer la validation du modèle de contact linéique sur l’ensemble de la 
gamme d’efforts étudiée. 

 

2.2.2.1 Dispositif expérimental 
 
Les moyens d’essais employés pour la campagne d’indentation sphérique sont listés 

ci-dessous : 
 
¾ Montage d’indentation sphérique dédié (Figure 62). 
¾ binoculaire Wild Makroskop M420. 
¾ caméra numérique kappa de type CF 11 DSP + logiciel Archimed®. 
¾ Surfascan 3S 
¾ Microduromètre Leitz Wetzlar (dureté Vickers sous 25g) 

 
 

 
Figure 62 : Dispositif d’indentation sphérique soumis à une charge de 500g. 

 
 

Ces moyens nous ont permis de faire des mesures avant et après essais. Le dispositif 
expérimental permet d’appliquer de faibles charges, de l’ordre du Newton. On présente 
un schéma cinématique du montage à la Figure 63.  
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Figure 63 : Schéma cinématique du dispositif d’indentation sphérique. 

 
On utilise trois billes de diamètres respectivement 1, 2 et 5 mm. Chaque éprouvette 

est préalablement polie afin de faciliter la visualisation de la zone de contact. La feuille 
est ensuite nettoyée à l’alcool (DN1) et sa microgéométrie initiale est caractérisée à 
l’aide de Surfascan. On mesure également sa dureté à l’aide du microduromètre. 

 
On fixe la bille et son support en dessous de la glissière, à l’aide de la vis de serrage 

prévue à cet effet puis on positionne l’éprouvette sur son support. On approche alors la 
bille (plateau à vide) en compensant la masse de l’arbre, du plateau de chargement, de la 
bille et de son porte-bille à l’aide de la masselotte d’équilibrage. On applique ensuite les 
masses sur le plateau de chargement, en prenant soin d’éviter les chocs et les vibrations 
induits. On maintient le dispositif sous charge pendant une trentaine de secondes. Des 
essais préalables ont permis de vérifier que le temps de mise en charge n’influence pas 
les résultats. On remonte enfin le plateau de chargement manuellement, toujours en 
veillant à éviter les vibrations et le glissement de la bille sur l’éprouvette. On repère la 
marque laissée par la bille sur l’éprouvette en l’entourant d’un trait de feutre et en lui 
associant un numéro permettant de l’identifier facilement. 

 
Contrairement à l’essai d’indentation torique, on ne recharge pas la même empreinte 

à plusieurs reprises, mais on effectue une indentation sur une partie vierge de la surface 
de l’éprouvette pour chaque charge étudiée. Ces charges varient entre 200g et 4kg. La 
limite inférieure (200g – 1,96N) est choisie car en dessous de cette charge on ne parvient 
pas à distinguer d’empreinte sur l’éprouvette. La limite supérieure (4kg – 39,2N) est 
imposée par le dispositif expérimental. Des essais ont été réalisés sur des laminés 
d’argent, du même lot que celui utilisé pour les essais d’indentation torique. D’autres 
essais ont également été menés sur du papier d’aluminium de type alimentaire. 

 
 
 

Plateau de 
chargement 

Porte-éprouvette et 
éprouvette 

Bille 

Masselotte d’équilibrage
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2.2.2.2 Résultats expérimentaux 
 
Pour chaque essai, on mesure le diamètre de l’empreinte par deux méthodes, de 

manière similaire aux essais d’indentation torique : 
 
¾ Au microscope binoculaire couplé à une caméra numérique reliée à un PC 

équipé du logiciel Archimed® 
¾ Au profilomètre Surfascan 3S, en mode surfacique puis par extraction de 

profils. 
 
Les configurations testées pour les revêtements d’argent sont résumées dans le 

Tableau 10. 
 

R (mm) 0,5 0,5 1 1 2,5 2,5 2,5 2,5 
h (µm) 20 40 300 500 20 40 300 500 
Interface Collé Collé Libre Libre Collé Collé Libre Libre 

Tableau 10 : Conditions expérimentales testées pour l’indentation sphérique de revêtements 
d’argent. 

 
Les résultats expérimentaux sont présentés sous forme de graphiques représentant 

l’évolution du rayon de contact avec l’effort normal appliqué (Figure 64 à Figure 66). 
 
 

 
Figure 64 : Évolution du rayon de contact en fonction de la charge pour une sphère de 

rayon R=0,5 mm. 
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Figure 65 : Évolution du rayon de contact en fonction de la charge pour une sphère de 

rayon R=1 mm. 
 

 
Figure 66 : Évolution du rayon de contact en fonction de la charge pour une sphère de 

rayon R=2,5 mm. 
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Toutes les courbes expérimentales présentent une forme caractéristique du 

comportement élastoplastique. 
Le rayon de contact est d’autant plus grand que le rayon de la sphère est grand et 

que l’épaisseur de revêtement est grande. On note cependant que l’épaisseur de 
revêtement a une influence moindre que le rayon de la sphère sur le rayon de contact. En 
effet, lorsque l’épaisseur du revêtement est multipliée par 15, le rayon de contact n’est 
multiplié que par 1,8, d’autre part, lorsque le rayon de la sphère est multiplié par 2,5 le 
rayon de contact est multiplié par 1,2. 

 
L’analyse des empreintes indique qu’il a pu y avoir du glissement entre la bille et le 

revêtement (Figure 67). Ceci est dû au dispositif expérimental qui induit un léger effort 
de frottement au niveau de la liaison glissière entre l’axe de chargement (qui porte la 
bille) et le bâti (Figure 63). Ceci induit à une légère ovalisation des empreintes aux 
faibles charges et pourrait fausser la mesure du rayon de contact. 

 
 

 
Figure 67 : Surfométrie d’une empreinte réalisée sur un revêtement d’argent de 500 µm d’épaisseur 

par une bille de 1 mm de diamètre sous un effort de 20 N. 
 
 

2.2.2.3 Confrontation au modèle théorique 
 
On propose de simuler les essais réalisés à l’aide du modèle analytique proposé au 

chapitre 2.2.1. Les propriétés matériaux utilisées sont résumées dans le Tableau 11. Il 
s’agit des propriétés matériaux déjà caractérisées lors des essais d’indentation torique, il 
n’y a donc pas de processus d’identification préalable des paramètres matériaux sur ces 
éprouvettes. 
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Partie Matériau Module 

d’Young (GPa) 
Coefficient 
de Poisson 

Limite d’élasticité en 
traction simple (MPa) 

Ratio des 
modules, λ 

Sphère Acier 220 0,3   
Substrat Acier 220 0,3   

Revêtement Argent 70 0,37 250 MPa 0,09 

Tableau 11 : Propriétés matériaux utilisées pour le calcul analytique. 

 
On représente graphiquement la confrontation entre les prévisions théoriques et les 

résultats expérimentaux (Figure 68 à Figure 74). Sur chacun, des graphiques, la ligne 
continue représente la prévision théorique, les points représentent les données 
expérimentales et la ligne pointillée la limite théorique du comportement élastique pur 
du revêtement. 

 
 
 
 

 
Figure 68 : Confrontation des prévisions théoriques et des résultats expérimentaux pour un 

revêtement d’argent de 20 µm d’épaisseur déposé électrolytiquement sur le substrat 
et indenté par une bille en acier de 0,5 mm de rayon. 
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Figure 69 : Confrontation des prévisions théoriques et des résultats expérimentaux pour un 

revêtement d’argent de 40 µm d’épaisseur déposé électrolytiquement sur le substrat 
et indenté par une bille en acier de 0,5 mm de rayon. 

 
Figure 70 : Confrontation des prévisions théoriques et des résultats expérimentaux pour un 

revêtement d’argent de 300 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté 
par une bille en acier de 1 mm de rayon. 
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Figure 71 : Confrontation des prévisions théoriques et des résultats expérimentaux pour un 

revêtement d’argent de 500 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté 
par une bille en acier de 1 mm de rayon. 

 
Figure 72 : Confrontation des prévisions théoriques et des résultats expérimentaux pour un 

revêtement d’argent de 20 µm d’épaisseur déposé électrolytiquement sur le substrat 
et indenté par une bille en acier de 2,5 mm de rayon. 
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Figure 73 : Confrontation des prévisions théoriques et des résultats expérimentaux pour un 

revêtement d’argent de 300 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté 
par une bille en acier de 2,5 mm de rayon. 

 
Figure 74 : Confrontation des prévisions théoriques et des résultats expérimentaux pour un 

revêtement d’argent de 500 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté 
par une bille en acier de 2,5 mm de rayon. 
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2.2.3 Calculs par la méthode des éléments finis 
 
Dans le cadre du GDR étanchéité, le LaMCoS (INSA Lyon) a modélisé les essais 

d’indentation sphérique sur revêtements électrolytiques réalisés au LISMMA par la 
méthode des éléments finis (Tableau 12) sur le code ABAQUS, adapté aux calculs dans 
le domaine élastoplastique. 

 
R (mm) 0,5 0,5 2,5 2,5 
h (µm) 20 40 20 40 
Interface Collé Collé Collé Collé 

Tableau 12 : Essais d’indentation sphérique modélisés au LaMCoS 
par la méthode des éléments finis. 

 
Les caractéristiques géométriques et mécaniques utilisées pour la modélisation par 

éléments finis ont été fournies par l’équipe du LISMMA et correspondent aux essais 
précédemment décrits a ceci près que l’indenteur est rigide. Les propriétés matériaux 
correspondent également à celles employées pour la modélisation analytique [78]. Les 
résultats de cette modélisation sont résumés sous forme de représentations graphiques 
sur lesquelles sont regroupés les résultats expérimentaux, la modélisation par la méthode 
des éléments finis et la modélisation analytique développée dans ces travaux. 
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Figure 75 : Résultats de la modélisation par la méthode des éléments finis réalisés au LaMCoS pour 
une sphère de 0,5 mm de rayon qui indente un revêtement de 20 µm d’épaisseur déposé 
électrolytiquement. 

Figure 76 : Résultats de la modélisation par la méthode des éléments finis réalisés au LaMCoS pour 
une sphère de 0,5 mm de rayon qui indente un revêtement de 40 µm d’épaisseur déposé 
électrolytiquement. 
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Figure 77 : Résultats de la modélisation par la méthode des éléments finis réalisés au LaMCoS pour 
une sphère de 2,5 mm de rayon qui indente un revêtement de 20 µm d’épaisseur déposé 
électrolytiquement. 

Figure 78 : Résultats de la modélisation par la méthode des éléments finis réalisés au LaMCoS pour 
une sphère de 2,5 mm de rayon qui indente un revêtement de 40 µm d’épaisseur déposé 
électrolytiquement. 
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L’analyse de la modélisation par la méthode des éléments finis indique, 

contrairement aux résultats numériques obtenus lors de la modélisation du contact 
linéique, un bon accord entre les résultats numériques, les résultats expérimentaux et le 
modèle analytique de contact ponctuel. 

Ce meilleur accord numérique / expérimental en contact ponctuel, malgré un 
indenteur rigide, peut s’expliquer par le fait que le contact ponctuel concerne des efforts 
très inférieurs à ceux proposés pour le contact linéique. Ainsi, l’effet des déformations 
élastiques de l’indenteur sont d’un ordre de grandeur beaucoup plus faibles. 

 
Il apparaît finalement, que la modélisation du contact ponctuel sur matériaux revêtus 

décrit de manière pertinente les essais réalisés. Ceci valide, par là même, la modélisation 
du contact linéique proposée précédemment 

 

2.3. Synthèse des comportements élémentaires 
 

Dans ce chapitre 2, nous avons proposé un modèle de contact linéique entre 
matériaux métalliques revêtus d’un métal plus mou. Ce revêtement peut être posé 
librement sur le substrat ou collé à lui. Ce modèle a été validé par une étude 
expérimentale pour les fortes charges mais une divergence entre modélisation et 
expérimentation est apparue pour les charges les plus faibles. Les défauts de forme, 
d’ondulation et d’inhomogénéité de l’épaisseur du revêtement ont été soupçonnées 
comme étant à l’origine de cette divergence. Des calculs effectués par la méthode des 
éléments finis sur le code ABAQUS réalisés au LaMCoS (INSA Lyon) ont mis en 
évidence la nécessité de modéliser les comportements élastiques du substrat et de 
l’indenteur, sous peine de sous-estimer la largeur réelle de contact. 

Pour vérifier les hypothèses émises concernant la divergence entre modèle de 
contact linéique et essais aux faibles charges, nous avons proposé une adaptation de 
notre modélisation pour traiter le contact ponctuel. Une telle géométrie permet de 
s’affranchir des défauts de forme que l’on rencontre en contact linéique. Ce modèle a 
également été validé expérimentalement, validant ainsi le modèle de contact linéique aux 
faibles charges. 

 
On propose, sous forme de tableau comparatif (Tableau 13), une synthèse de la 

modélisation des comportements élémentaires de contact linéique et ponctuel avec 
revêtement élastoplastique. 

On notera que les normes adoptées permettent de donner la même forme au champ 
de pression dans les deux cas, mais que la différence entre les modèles apparaît 
naturellement lors du retour aux grandeurs physiques. 
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Tableau 13 : Comparatif de la formulation des modèles d’indentation linéique et sphérique de 
massifs semi-infinis revêtus d’un métal plus mou. 
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Section d'équation (suivante) 
 



3 Écrasement de surfaces rugueuses 
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3 Écrasement de surfaces rugueuses 
 

Pour modéliser le comportement d’un joint d’étanchéité, il faut disposer d’outils 
permettant de déterminer la topographie des chemins de fuites (mécanique du solide) 
pour calculer les modalités d'écoulement des fluides dans ce domaine géométrique 
(mécanique des fluides). On ne s’intéresse, ici, qu’à la partie détermination du champ 
des ouvertures. Déterminer le champ des ouvertures expérimentalement est un objectif 
très ambitieux et il nous est apparu raisonnable de décomposer le problème. C’est 
pourquoi l’objectif de ce travail est la mesure de l’aire réelle de contact sous charge 
uniquement. 

Le dispositif de visualisation de l’écrasement des aspérités sous charge doit 
permettre de suivre l’évolution de cette aire en fonction du chargement imposé, qui est 
une conséquence du champ des ouvertures et donc d’en déduire une carte (2D) des 
chemins de fuite sous charge. 

Pour reconstituer la topographie des chemins de fuite, on utilisera les modèles issus 
des travaux précédemment présentés et qui ont été validés par des campagnes 
expérimentales. 

En effet, une mesure directe et raisonnablement précise du champ local des 
ouvertures h(x,y) présente de nombreux points délicats et coûteux tant en temps qu’en 
moyens matériels et humains. Ces restrictions restent vraies même si on se limite à 
l’étude d’une surface représentative, au sens statistique, de petites dimensions. Nous 
nous sommes donc orientés vers des paramètres plus aisés à mesurer et qui soient 
sensibles aux effets de la microgéométrie ; et en particulier sur la morphologie de l’aire 
de contact réelle en fonction de l’effort normal imposé. Les dimensions des chemins de 
fuites sont alors obtenues par complémentarité et en s’appuyant sur les modèles de 
comportement élémentaire précédemment validés expérimentalement. 

Le dispositif expérimental a été conçu et réalisé conformément aux spécifications 
regroupées dans les rapports d’activités 1998 [73] et d’avancement 1999 [74]. 

A partir de l’analyse des états de surface mesurés sur une partie représentative de la 
portée du joint et de sa bride, on détermine les statistiques de forme, ondulation et 
rugosité correspondantes. Pour un rapprochement des surfaces donné, on calcule alors 
la proportion d’aspérités participant réellement au contact. On s’appuie alors sur le 
modèle de comportement élémentaire précédemment établi pour établir l’effort 
élémentaire repris par chaque aspérité participant au contact. Ces calculs, couplés aux 
statistiques initialement déterminées donnent l’aire réelle de contact ainsi que l’effort 
macroscopique à imposer pour obtenir un rapprochement donné. 

 

3.1. Modèle de description des surfaces rugueuses 
 

Nous adoptons la description des surfaces rugueuses proposée par Robbe-Valloire 
([16] et § 1.3.4) en particulier parce qu’elle utilise des paramètres normalisés, que l’on 
peut obtenir à partir de n’importe quel appareil de mesure d’état de surface. De plus, la 
définition de chaque paramètre est tout à fait claire et ne suscite aucun débat. 

On rappelle que, d’après ce modèle, l’altitude moyenne des motifs par rapport à la 
ligne moyenne du profil est : 
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2
RAlt =  (3.1) 

Et que l’écart-type des hauteurs de motifs est donnée par : 
 2 20,35SAlt W SW= +  (3.2) 

La densité de probabilité des hauteurs de sommets s’exprime alors par : 

 
2

1
1 1( ) exp

22
z Altf z
SAltSAlt π

 − = −  
   

 (3.3) 

 
En revanche, contrairement au modèle de Robbe-Valloire, on ne supposera pas 

que les rayons des sommets sont variables. Cette simplification est dictée par la nature 
des surfaces que nous nous proposons d’étudier. Dans la mesure où elles sont usinées 
au tour, les surfaces étudiées sont constituées d’une spire d’Archimède dont chaque 
portion est de rayon sensiblement constant. On ne considèrera donc que le rayon moyen 
des sommets : 

 
2 21

16
AR SARRAD

R
+

=  (3.4) 

 
La structure principale d’une surface usinée au tour est une spirale d’Archimède, 

qui est définie en coordonnées polaires par (Figure 79) : 
 .r θ= Ω  (3.5) 

Où r est le rayon, θ l’angle exprimé en radians et 2πΩ la distance entre deux spires 
consécutives. 

 
Figure 79 : Spirale d’Archimède pour θ allant de 0 à 20 et Ω = 2. 

 
La longueur d’une telle spirale entre les angles θ1 et θ2 est donc : 

 ( )
2

1

2 2
2 12

L d
θ

θ

θ θ θ θΩ
= Ω = −∫  (3.6) 

Les brides des joints d’étanchéité sont évidées en leur centre, on connaît 
généralement leurs rayons intérieur, Rint, et extérieur, Rext. De plus, l’usinage donne 
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l’avance par tour (2πΩ), qui est également donné par le paramètre normalisé d’état de 
surface AR. On obtient alors (Figure 80) : 

 

2
2

2

int
int

ext
ext

AR

R
AR

R
AR

π
πθ

πθ

Ω =

=

=

 (3.7) 

La longueur totale de la spirale est donc : 

 ( ) ( )2 2 2 2
0 4 ext int ext int

ARL R R
AR
πθ θ

π
= − = −  (3.8) 

 

 
Figure 80 : Schématisation d’une bride. 

 
On considèrera dans la suite que les surfaces rugueuses étudiées sont décrites par 

une spirale d’Archimède dont l’altitude en chaque point est un processus aléatoire et 
dont le rayon est constant. 

Cette description peut alors être combinée avec la modélisation du contact linéique 
proposé au chapitre 2.1. 

 

3.2. Modélisation du contact 
 

La démarche théorique que nous avons adoptée permet de s’appuyer sur les 
modèles élémentaires précédents pour construire un modèle de comportement pour les 
surfaces rugueuses revêtues qui considère que la réponse de la surface à un écrasement 
est la somme des réponses individuelles de chaque aspérité participant au contact, sans 
interaction entre les aspérités. Pour cela, il faut disposer d’un modèle de description 
pertinent des surfaces rugueuses. 
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On adopte, la modélisation proposée par Robbe-Valloire, Paffoni et Progri [32], 
décrite au paragraphe 1.4.2.5. Dans la mesure où l’essentiel des surfaces techniques de 
l’étanchéité statique sont orientées, il convient d’adapter la modélisation de Robbe-
Valloire, Paffoni et Progri au cas du contact linéique revêtu. 

On adoptera un mécanisme de déformation des aspérités en deux étapes ; une 
première étape pour laquelle une aspérité donnée se comporte de manière élastique pure 
et une deuxième étape pour laquelle cette même aspérité se comporte de manière 
élastoplastique. On négligera le troisième mécanisme – la plasticité parfaite – car 
l’étude du contact linéique a montré que pour la gamme d’efforts étudiés la pression 
moyenne n’atteignait jamais la limite du mécanisme élastoplastique. 

De plus, le long de la spirale la hauteur est une variable aléatoire, supposée obéir à 
la densité de probabilité f1(z), décrite dans la relation (3.3). L’expérience montre que 
cette variation d’altitude est lente le long de la spirale (direction circonférentielle), de 
l’ordre de quelques degrés, permettant de considérer localement l’altitude comme 
constante. On peut ainsi déterminer la valeur de l’enfoncement locale, permettant de 
calculer la largeur de contact locale et l’effort linéique local (Figure 81).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 81 : Représentation anamorphosée d’une spirale d’Archimède déroulée. 

 
Considérons une aspérité de longueur dL qui participe au contact. Elle est soumise 

à l’enfoncement z dω = − . Cette aspérité se trouve le long de la ligne de crête de la 
spire d’Archimède, son rayon de courbure est donc RAD. Cet enfoncement produit 
alors la largeur de contact :  

 ( ) ( )222 2b RAD RAD z d z dω ω= − = − − −  (3.9) 

On trouve le domaine d’enfoncement élastique, borné par ωe : 
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 (3.10) 

De plus, l’effort linéique généré par l’enfoncement eω ω≤  s’écrit :  
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De même, pour un enfoncement eω ω≥  l’effort linéique élastoplastique résultant 
est : 

Longueur déroulée de la spire (mm) 

Ligne moyenne

Plan d’écrasement
ω

d 

Hauteur des 
aspérités (µm) 

dL

WL
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 (3.12) 

Ainsi, l’aire réelle de contact pour une position du plan d’écrasement donnée est : 

 0 1( ) ( ) ( )R
d

A d L b z f z dz
+∞

= ∫  (3.13) 

Et l’effort total résultant de cet écrasement est donné par : 
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Ces grandeurs macroscopiques sont susceptibles d’être confrontées avec des 

données expérimentales, décrites dans le chapitre suivant. 
 

3.3. Etude expérimentale 
 

Dans le cadre de la validation du modèle de description du comportement des 
surfaces rugueuses, orientées et revêtues, une étude expérimentale apparaît essentielle. 
La difficulté majeure de ce type d’études est la mesure de grandeurs macroscopiques 
représentatives du comportement du contact d’une part, et le calcul de ces mêmes 
grandeurs à partir de la modélisation. Nous avons montré dans le chapitre précédent 
qu’il est possible de calculer l’aire réelle de contact ainsi que l’effort total appliqué (et 
donc de la pression moyenne apparente). D’autre part, l’étude bibliographique et des 
calculs en optique (Annexe I) ont montré la faisabilité de la mesure de l’aire de contact 
réelle sous chargement. Il apparaît alors naturellement que des grandeurs 
macroscopiques pertinentes pour cette étude sont l’aire réelle de contact d’une part, et 
la pression moyenne apparente d’autre part. Dans ce chapitre, nous décrivons le 
principe de la mesure que nous avons mis en œuvre, le dispositif expérimental utilisé 
ainsi que les résultats expérimentaux qui ont été collectés. Dans une dernière partie, on 
confronte ces résultats avec les prédictions du modèle élaboré précédemment. 

 

3.3.1 Principe 
 

La visualisation de l’aire réelle de contact sous chargement est basée sur une 
méthode optique d’observation directe à travers un matériau transparent suffisamment 
dur pour pouvoir être considéré comme rigide. On utilise une caméra optique ou un 
appareil photo numérique couplé à un objectif. La méthode du contraste de phase par 
microscopie offre une résolution verticale théorique pouvant atteindre l’Angström. Ce 
type de mesures permet d’appliquer divers traitements d’images informatiques. L’un 
des inconvénients majeurs de cette méthode est qu’elle ne permet d’étudier qu’une 
surface et non un couple de surfaces. Cette difficulté peut être contournée en utilisant le 
concept de la surface somme (paragraphe 1.4.1.1). 
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Le matériau transparent sélectionné est le saphir synthétique, dont les propriétés 
mécaniques et optiques sont données dans le Tableau 14. 

 
 

Module 
d’Young (GPa) 

Coefficient de 
Poisson 

Résistance à la 
traction (MPa) 

Indice de 
réfraction Dureté 

440 0,23 190 1,769 ⊥ axe C 
1,760 // axe C 

9 Mohs 
1800 à 2000 Hv 

Tableau 14 : Propriétés mécaniques et optiques du saphir synthétique 

 
L’utilisation du verre est exclue en raison de son module d’Young trop faible (70 

GPa). On montre (Annexe I), que la différence d’intensité lumineuse entre les parties de 
la surface qui sont en contact et celles qui ne le sont pas est d’au moins 15% ce qui rend 
la mesure réalisable, bien qu’il faille prendre le plus grand soin au moment de la prise 
de vue. 

 

3.3.2 Dispositif expérimental 
 

Le dispositif expérimental permet, simultanément, d’appliquer un effort et 
d’observer l’aire de contact, qui est la surface sur laquelle porte cet effort. Cette 
exigence rend le chargement normal direct impossible, c’est pourquoi nous avons opté 
pour un dispositif avec application de l’effort normal en porte-à-faux couplé à une 
articulation permettant de ne transmettre que l’effort normal à l’éprouvette (Figure 82). 
De plus, un capteur d’effort est placé sous l’éprouvette pour mesurer l’effort 
effectivement subi par le corps d’épreuve. 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 82 : Dispositif expérimental : vue de profil. 

 
 
 
L’effort est appliqué via une presse mécanique et est transmis via le bâti à un carter 

dans lequel est enfermé le saphir synthétique. Ce carter est percé de six trous (φ2) situés 
à l’aplomb de l’éprouvette (Figure 83). 

WN 

Saphir 
Capteur d’effort

Carter du saphir
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Figure 83 : Saphir enfermé dans le carter. Vue de dessous (à gauche) et vue de dessus (à droite). 

 
On place au-dessus du carter un objectif muni d’un appareil photographique 

numérique permettant d’observer la surface de l’éprouvette par les trous et à travers le 
saphir. On éclaire l’éprouvette par l’objectif, ce qui garantit que le faisceau lumineux 
est d’incidence normale. 

L’éprouvette est placée entre le saphir et le capteur d’effort à l’aide d’un porte-
éprouvette conçu pour s’adapter au capteur. La Figure 84 présente le dispositif 
expérimental complet en fonctionnement. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 84 : Dispositif expérimental de visualisation de l’aire de contact sous charge. 

 
Entre le saphir et le carter, on place une feuille d’argent de 500 µm d’épaisseur 

permettant d’accommoder les défauts de planéité de la face d’une part, et de protéger le 
saphir contre les accidents de géométrie du carter en acier qui pourraient fragiliser le 

Source de 
lumière 

Objectif et 
appareil photo 

numérique 

Transmission 
de l’effort 

entre la presse 
et le bâti 
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saphir et éventuellement provoquer sa rupture. L’orientation du saphir est choisie de 
façon à minimiser les défauts de forme de la face destinée a entrer en contact avec les 
éprouvettes (Tableau 15). 
 

 W AW SW SAW R AR SR SAR 
face côté éprouvette 0,129 1,293 0,050 531,985 0,181 28,890 0,042 27,711 

face côté carter 0,140 1,184 0,082 554,049 0,196 29,306 0,044 27,007 

Tableau 15 : Etats de surface des deux faces du saphir synthétique. 

 

3.3.3 Éprouvettes 
 

Les éprouvettes d’essais sont conçues pour que leur géométrie rappelle celle des 
brides d’un joint d’étanchéité métallique. Eu égard aux dimensions des joints 
industriels étudiés (jusqu’à plusieurs mètres de diamètre) nous avons néanmoins opté 
pour des dimensions réduites. La grandeur qui permet la comparaison entre joints est la 
fraction d’aire de contact pour une pression moyenne apparente donnée (équivaut à un 
effort donné). La surface portante apparente des éprouvettes est donc une couronne de 
rayons intérieur et extérieur respectivement de 7 et 8 mm (Figure 85). Ceci conduit à 
une surface portante apparente de 47,123889 mm². 

 
De plus, les éprouvettes sont conçues de sorte que chaque face puisse constituer 

une surface d’essai. On ne doit dont pas écraser la face inférieure contre le porte-
éprouvette lorsque la face supérieure est soumise à un effort provenant du saphir. Ceci 
conduit a adopter la forme d’éprouvette (axisymétrique) présentée dans la Figure 85. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 85 : Schéma d’une éprouvette d’écrasement de surfaces vue en coupe. 

 
De la même manière que les brides des joints d’étanchéité métalliques, les 

éprouvettes sont usinées au tour avec deux paramètres d’usinage possibles : une avance 
par tour de 150 µm ou de 250 µm. Enfin, on a choisi deux matériaux pour ces 
éprouvettes : de l’acier, matériau souvent utilisé pour ce genre d’applications, et le 
laiton, matériau plus mou (Module d’Young moitié de celui de l’acier). Ces éprouvettes 
peuvent également être revêtues de 20 µm d’argent par dépôt électrolytique (Figure 
86). 

 
 
 

pm

Surface d’appui sur le 
porte-éprouvette 

8 mm

7 mm

5 mm 7 mm 



3 Écrasement de surfaces rugueuses 

 

 

129 

 
 
 

 
Figure 86 : Éprouvettes pour la visualisation de l’aire réelle de contact sous charge. De 

gauche à droite, les éprouvettes  sont respectivement en laiton, en acier en 
laiton revêtue d’argent (h = 20 µm). 

 
 

Les paramètres d’états de surfaces relatifs à la norme « motifs » sont mesurés avant 
et après essais sur chaque éprouvette. Le Tableau 16 présente la synthèse de ces 
mesures pour les éprouvettes revêtues. Chaque valeur de ce tableau est la moyenne de 
quatre mesures radiales effectuées au hasard sur chacune des éprouvettes. Les numéros 
d’éprouvette de chaque configuration correspondent aux deux faces d’une même pièce. 

 
 

matériau Usinage (µm/tr) éprouvette W SW R SR 
acier 150 1 7,079 4,519 12,803 5,867
acier 150 2 10,850 5,351 15,193 7,913
acier 250 1 25,540 12,491 21,029 14,721
acier 250 2 22,717 10,534 22,773 14,455
laiton 150 1 9,328 8,652 15,922 5,672
laiton 150 2 9,069 7,711 13,984 5,380
laiton 250 1 42,642 15,993 30,835 20,589
laiton 250 1 40,146 15,742 31,954 19,706

Tableau 16 : Paramètres d’états de surface selon la norme « motifs » mesurés sur 
les éprouvettes revêtues. 

 
 
Une analyse préliminaire des surfaces d’épreuve révèle la présence de rayures dans 

le sens radial sur certaines éprouvettes (Figure 87). Ces rayures sont imputables à deux 
causes principales. La première est le fait de l’usineur, qui a probablement réalisé ces 
rayures lors de l’opération d’ébavurage. L’autre cause est le rangement et le transport 
en vrac des éprouvettes de l’usineur jusqu’au laboratoire. Ces rayures pourraient être la 
cause de différences entre les résultats expérimentaux et les prévisions théoriques 
escomptées. 
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Figure 87 : Rayures longitudinales observées sur des éprouvettes à réception. A gauche une 

éprouvette en laiton, à droite une éprouvette en acier. Toutes deux sont non-revêtues 
et usinées à 250 µm/tr. 

 

3.3.4 Résultats expérimentaux 
 

On effectue une série d’essais sur éprouvettes non-revêtues et une autre série sur 
éprouvettes revêtues de 20 µm d’argent déposé par électrolyse. Chaque série concerne 
des éprouvettes dont les caractéristiques sont les suivantes : 

¾ Des éprouvettes en acier usinées à 150 µm/tr, 
¾ Des éprouvettes en acier usinées à 250 µm/tr, 
¾ Des éprouvettes en laiton usinées à 150 µm/tr, 
¾ Des éprouvettes en laiton usinées à 250 µm/tr. 
 

Au début de chaque essai, les éprouvettes sont d’abord soumises au poids propre 
du dispositif expérimental (27 kg), correspondant à une pression moyenne apparente de 
6 MPa. Ensuite, à chaque pas de chargement imposé, on mesure l’effort subi par 
l’éprouvette par l’intermédiaire du capteur d’effort placé dessous. On effectue alors la 
mise au point du dispositif optique de manière à focaliser sur la partie de la surface 
d’épreuve qui est visible au travers de chacun des six trous. L’éclairage se faisant par 
l’objectif, on est assuré que la lumière éclaire la surface en incidence normale dès que 
l’image de cette surface est nette. On prend alors une photo à l’aide de l’appareil 
numérique (Figure 88). Pour éviter les vibrations induites par l’opérateur au cours de la 
prise de vue, l’appareil photo est muni d’une télécommande. 
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Figure 88 : Prise de vue (à gauche) d’une éprouvette en laiton usinée à 150 µm/tr et revêtue de 20 
µm d’argent sous une pression apparente de 202 MPa puis détection du contact (à 
droite). 

 
Chaque photo est alors stockée sous forme de fichier au format *.jpeg puis est 

dépouillée à l’aide d’un logiciel spécifique (Areas ®). Sur les prises de vues, l’aire 
réelle de contact se signale par des zones de plus grande luminosité (Annexe I), ce qui 
permet au logiciel de les détecter de manière systématique. Moyennant un étalonnage, 
il est possible d’obtenir directement l’aire réelle de contact. 

 
Les résultats expérimentaux (Annexe VI) sont présentés Figure 90 à Figure 93. 

Chaque point du graphique est la moyenne de 2 à 6 mesures sur les trous décrits au 
paragraphe 3.3.2. Les barres d’erreur correspondent à l’écart-type des mesures. Les 
résultats présentés donnent l’évolution de la fraction d’aire réelle de contact en fonction 
de la pression moyenne apparente. La fraction d’aire réelle de contact est déduite sur 
chaque prise de vue en divisant l’aire réelle de contact mesurée par l’aire apparente 
visible dans le trou. Cette aire apparente est l’intersection entre une couronne 
représentant l’aire totale apparente et un disque représentant l’ombre d’un trou donné 
portée sur la surface apparente (Figure 89). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 89 : Détermination de l’aire apparente dans un trou ; vue de dessus. 

Aire 
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Aire apparente 
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L’aire apparente totale vaut 47,123889 mm² et le calcul de l’aire apparente visible 

dans un trou est effectué à l’aide d’un logiciel de CAO et donne 1,914233 mm², soit 
4,06% de l’aire apparente totale. 

La pression moyenne apparente est calculée en divisant l’effort appliqué sur 
l’éprouvette (mesuré par le capteur d’effort placé dessous) par l’aire apparente totale. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 90 : Aire réelle de contact sous charge pour des surfaces en acier, revêtues ou non. 
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Figure 91 : Aire réelle de contact sous charge pour des surfaces en laiton, revêtues ou non. 

 
Figure 92 : Aire réelle de contact sous charge pour des surfaces tournées avec un pas 

d’usinage de 150 µm/tr. 

 



3 Écrasement de surfaces rugueuses 

 

 

134 

 
Figure 93 : Aire réelle de contact sous charge pour des surfaces tournées avec un pas 

d’usinage de 250 µm/tr. 

 
Les résultats expérimentaux présentent une variabilité assez importante, qui peut 

atteindre 3,28% de l’aire apparente et peut donc parfois être du même ordre de grandeur 
que la quantité mesurée. Cette variabilité est le reflet de l’aspect statistique des surfaces 
rugueuses. L’augmentation du nombre de mesures permet, dès lors, de limiter cette 
variabilité. C’est pourquoi, quand – pour des raisons optiques- il n’a pas été possible de 
réaliser des mesures dans au moins deux des six trous, l’éprouvette correspondante n’a 
pas été prise en compte dans l’analyse des données. Malgré tout, les résultats 
correspondant respectivement aux surfaces revêtues et non-revêtues sont 
significativement différents. 

 
Comme on peut s’y attendre, quels que soient le substrat et les conditions 

d’usinage, lorsque les surfaces sont revêtues d’argent la fraction d’aire réelle de contact 
est plus importante. 

 
On note, de plus, une certaine proportionnalité entre la fraction d’aire réelle de 

contact et la pression apparente, quelles que soient les conditions d’essais. Le 
coefficient de proportionnalité semble dépendre du matériau du substrat et des 
conditions d’usinage. Il devrait également dépendre de l’épaisseur du revêtement mais 
le plan d’essai adopté ne permet pas de mettre à l’épreuve cette hypothèse. 

 
Les résultats expérimentaux indiquent que l’aire réelle de contact est plus 

importante lorsque le substrat est en laiton que lorsqu’il est en acier. Ceci s’explique en 
considérant que la module d’Young du laiton est environ deux fois plus petit que celui 
de l’acier. En effet, pour le même effort normal le laiton se déformera plus que l’acier, 
augmentant d’autant l’aire réelle de contact. 



3 Écrasement de surfaces rugueuses 

 

 

135 

Il apparaît également que la fraction d’aire réelle de contact est d’autant plus 
grande que le pas d’usinage est grand, ce qui peut paraître paradoxal, mais peut 
s’expliquer par le fait que le rayon moyen au sommet des aspérités augmente comme le 
carré de la distance entre les sommets (Equation (3.4)). Or on a établi que les 
dimensions du contact augmentent avec le rayon de l’indenteur. Il apparaît donc naturel 
que l’aire réelle de contact augmente avec le pas d’usinage, et non l’inverse. 

 
Une analyse des profilométries des éprouvettes avant et après essais montre que, 

même pour les éprouvettes non-revêtues (Figure 94) il y a une légère plastification du 
sommet des aspérités. Cette plastification est beaucoup plus importante dans le cas des 
éprouvettes revêtues (Figure 95), comme on pouvait s’y attendre. 
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Figure 94 : Profils mesurés sur une éprouvette en acier non revêtu usiné à 250 µm/tr avant tout 

chargement (en haut) et après avoir subi une pression moyenne apparente de 207 
MPa. Les profils ont été redressés par la droite des moindres carrés. 

 
De tels résultats ont déjà été mis en évidence dans l’étude bibliographie menée au 

début de ces travaux. La présence du revêtement accentue cependant l’effet 
d’aplatissement des aspérités les plus élevées et semble aussi permettre aux creux des 
vallées de remonter, malgré le fait qu’elles n’ont pas participé au contact. 
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Figure 95 : Profils mesurés sur une éprouvette en laiton revêtu usiné à 150 µm/tr avant tout 

chargement (en haut) et après avoir subi une pression moyenne apparente de 202 MPa. 
Les profils ont été redressés par la droite des moindres carrés. 

 

A partir des relevés profilométriques effectués après déchargement et par 
comparaison avec les mesures de paramètres d’états de surface effectués sur les 
éprouvettes revêtues vierges de tout chargement (Tableau 16) , on met en évidence une 
diminution de la rugosité, traduisant un aplatissement permanent des surfaces.  

 
matériau usinage 

(µm/tr) éprouvette pm max 
(MPa) R SR variation R 

(%) 
Variation SR 

(%) 
acier 150 1 204 11,947 7,473 -6,7 27,4 
acier 150 2 170 12,432 8,032 -18,2 1,5 
acier 250 1 204 8,001 5,672 -62,0 -61,5 
acier 250 2 204 5,797 5,925 -74,5 -59,0 
laiton 150 1 202 4,282 3,259 -73,1 -42,5 
laiton 150 2 204 2,505 1,734 -82,1 -67,8 
laiton 250 1 170 9,540 6,317 -69,1 -69,3 
laiton 250 2 244 9,133 6,583 -71,4 -66,6 

Tableau 17 : Variation des paramètres d’états de surface mesurés sur les 
éprouvettes revêtues après déchargement. 

 
Cette déformation permanente des surfaces rugueuses aura de fortes conséquences 

dans le cas où l’on souhaiterait démonter puis remonter les joints d’étanchéité : pour 
recouvrer le même niveau d’étanchéité que lors du serrage précédent, il faudra resserrer 
le joint (i.e. appliquer une pression moyenne apparente) au moins égale à la précédente 
mais surtout pas à un niveau inférieur. Si tel était tout de même le cas, le niveau de 



3 Écrasement de surfaces rugueuses 

 

 

137 

fuites serait très supérieur à celui initialement calculé. Les possibilités de 
montage/démontage sont donc limitées par le niveau d’étanchéité visé. En effet, ce 
niveau est directement lié à l’aire réelle de contact et donc à la pression moyenne 
apparente. Ainsi, plus le niveau d’étanchéité souhaité est drastique, le moins on pourra 
démonter/remonter le joint. On préfèrera, le cas échéant, utiliser de nouveaux joints à 
chaque opération de maintenance devant conduire à déposer le joint. 

Enfin, l’analyse de l’ensemble des relevés profilométriques a mis en évidence le 
fait que les surfaces apparentes ne sont pas tout à fait parallèles au plan d’écrasement 
mais présentent un défaut de forme (Figure 96). En effet, les surfaces sont inclinées 
vers l’extérieur, c’est à dire que leur bord intérieur est à une altitude plus élevée que 
leur bord extérieur et le dénivelé peut atteindre 3°. Ainsi, la différence d’altitude entre 
les bords intérieur et extérieur de la surface apparente totale peut atteindre 50 µm. Une 
telle variation d’altitude pourrait avoir des conséquences sur la relation entre l’aire 
réelle de contact et l’effort appliqué. 
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Figure 96 : Profil d’une éprouvette en laiton revêtu montrant que la surface portante 

apparente est inclinée de 1,006° par rapport au plan d’écrasement. 

 
De plus, il a été constaté que cette inclinaison diminue lorsque la surface a été 

soumise à un chargement (Tableau 18). 
matériau usinage 

(µm/tr) éprouvette pm max 
(MPa) 

pente initiale 
(°) 

pente finale 
(°) 

variation 
(%) 

acier 150 1 204 1,036 0,803 -22,5 
acier 250 1 204 3,135 2,030 -35,2 
acier 250 2 204 1,599 1,198 -25,1 
laiton 150 1 202 1,072 1,045 -2,5 
laiton 150 2 204 1,681 0,567 -66,3 
laiton 250 1 170 1,733 1,281 -26,1 
laiton 250 1 244 2,586 1,194 -53,8 

Tableau 18 : Mesure de l’inclinaison des surfaces d’épreuve avant et après essai. 

 
D’autre part, l’observation des faciès des surfaces après déchargement indiquent que 
celles-ci n’ont pas porté sur l’ensemble de la surface apparente mais seulement sur une 
portion intérieure. Laquelle portion est plus ou moins étendue selon les surfaces. Cette 
observation est à recouper avec celle précédemment effectuée concernant l’inclinaison 
des surfaces d’épreuve par rapport au plan d’écrasement constitué par le saphir 
synthétique. De plus, cette inclinaison oriente les surfaces d’épreuve de manière à 

Vers l’intérieur 
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provoquer le contact en premier lieu sur le bord intérieur des éprouvettes. Au fur et à 
mesure que l’effort appliqué augmente, l’aire réelle de contact se « propage » 
progressivement vers l’extérieur, expliquant les faciès observés sur l’ensemble des 
éprouvettes. Enfin, l’inclinaison mesurée sur les surfaces après essais est diminuée en 
moyenne de 33%, ce qui indique que cette inclinaison joue un rôle dans le 
comportement du contact. 

 
 

 
 

 
Figure 97 : Faciès d’une surface en acier revêtue, usinée à 250 µm/tr ayant subi une pression 

moyenne apparente de 204 MPa. Sur ce cliché, la portion ayant participé au contact 
est plus sombre. En haut vue d’ensemble. En bas, détail. 

 
 

3.3.5 Confrontation au modèle théorique 
 

Les essais précédemment décrits sont modélisés dans ce paragraphe. On ne 
modélise que les essais faisant intervenir les éprouvettes revêtues. En effet, les travaux 
précédents ont été développés et sont adaptés au cas de matériaux revêtus. Il n’est pas 
possible de mettre au point de modèle analytique du contact linéique sans revêtement 
car un tel problème possède une infinité de solutions différentes à une constante près. 
De plus, l’étude du contact linéique entre matériaux non-revêtus faisant appel à des 
modèles empiriques sort du cadre d’étude fixé pour ces travaux. 

 
La modélisation des essais décrits précédemment nécessite la connaissance de 

caractéristiques géométriques et mécaniques propres à chaque éprouvette. Les 
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propriétés géométriques sont obtenues à partir de mesure profilométriques réalisées 
avant et après essais (Tableau 16 et Tableau 17). Les propriétés mécaniques du saphir 
synthétique sont données par le fabriquant, les propriétés élastiques de l’acier et 
élastoplastiques de l’argent sont issues de l’expérience dont nous bénéficions 
concernant la modélisation des contacts individuels. Enfin, les propriétés du laiton sont 
tirées de la bibliographie. 
 

Matériau Module d’Young 
(GPa) 

Coefficient de 
Poisson 

Ratio des 
modules 

Limite d’élasticité 
(MPa) 

Saphir synthétique 440 0,23   
Acier 220 0,33   
Laiton 110 0,3   
Argent 70 0,37 0,09 500 

Tableau 19 : Propriétés matériaux pour la modélisation de l’écrasement de surfaces 
rugueuses. 

 
L’ensemble des résultats expérimentaux présentés dans le paragraphe précédent 

militent pour un effet non-négligeable de l’inclinaison des surfaces d’épreuve par 
rapport au plan d’écrasement. Nous nous proposons, dans un premier temps, de montrer 
que la non-prise en compte de ce fait expérimental ne peut pas aboutir à une 
modélisation satisfaisante des résultats obtenus. Nous proposerons alors d’ajouter cette 
inclinaison au modèle de description des surfaces rugueuses initialement proposé pour 
aboutir à une modélisation permettant de représenter l’ensemble des résultats 
expérimentaux. 

 
L’application de la modélisation proposée dans les paragraphes 3.1 et 3.2 permet 

de représenter sous forme de graphiques la fraction d’aire réelle de contact en fonction 
de la pression moyenne apparente. Cette modélisation suppose que le plan moyen des 
surfaces rugueuses est parallèle au plan d’écrasement. Les résultats alors obtenus sont 
présentés – à titre d’exemple – dans la Figure 98.  
Bien que la fraction d’aire réelle de contact soit proportionnelle à la pression moyenne 
apparente, comme le suggèrent les résultats expérimentaux, la fraction d’aire réelle de 
contact est fortement sur-évaluée par le modèle. 
Dans la mesure où les modèles de comportement des contacts individuels ont donné 
pleinement satisfaction, il convient de rechercher les causes de cette divergence dans 
différences entre la situation réelle et la modélisation. En particulier, l’inclinaison des 
surfaces d’épreuve par rapport au plan d’écrasement , constatée expérimentalement, 
apparaît rapidement comme une donnée devant impérativement être prise en 
considération. 
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Figure 98 : Première tentative de modélisation d’un essai réalisé sur une éprouvette 

en acier revêtue et usinée à 150 µm/tr. 

 
Pour prendre en compte ce fait expérimental, on est amené à modifier la 

modélisation initialement proposée. L’inclinaison observée sur les surfaces d’épreuve 
se traduit par une altitude moyenne de la spirale qui diminue linéairement de l’intérieur 
vers l’extérieur. Ainsi, la position du plan d’écrasement par rapport à la ligne moyenne 
de la spirale est une fonction linéaire décroissante de l’intérieur vers l’extérieur des 
éprouvettes et dont la pente est l’inclinaison initialement constatée sur les éprouvettes. 
On note ∆z la variation d’altitude entre l’intérieur et l’extérieur des surfaces apparentes 
et α l’inclinaison des surfaces qui en est la cause. On a alors la relation : 

 ( ) tanext intz R R α∆ = −  (3.15) 
Notons ωint l’enfoncement en entrée de spirale (i.e. en intθ θ= ), l’enfoncement en 

un point quelconque de la spirale est défini par : 

 ( )
0

int
z

L
ω θ ω θ∆

= −  (3.16) 

La largeur de contact définie à l’équation (3.9) est donc décroissante de l’intérieur 

vers l’extérieur de la spirale. Dans ces conditions, si 2 tanext
int

ext int

R
R R

αω <
+

 la spirale le porte 

pas sur toute sa longueur mais seulement sur une portion intérieure commençant en θint 
et terminant en θlim avec : 

 ( )0

tanlim int int ext int
L R R

z AR
πθ ω ω

α
= = +

∆
 (3.17) 

A cette position angulaire limite, correspond un rayon limite : 

 
2lim lim
ARR θ
π

=  (3.18) 
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De plus, la longueur de spirale réellement portante est donnée par :  

 ( )2 2
lim extL R R

AR
π

= −  (3.19) 

 
On applique ensuite la modélisation du contact présentée sans le paragraphe 3.2 et 

qui permet de déterminer l’aire réelle de contact et l’effort total résultant de 
l’écrasement. 
 

Cette description, plus fidèle aux données expérimentales, permet d’obtenir une 
modélisation des essais réalisés dont les résultats sont présentés sous forme graphique 
(Figure 99Figure 102) 
 
 

 
Figure 99 : Confrontation des aires de contact prédites et mesurées en fonction de la pression 

apparente. Les éprouvettes sont revêtues de 20 µm d’argent électrolytique, le substrat 
est en acier et l’usinage à 150 µm/tr. 

 
 

On constate, cette fois, un bon accord entre les données expérimentales et les 
prévisions du modèle théorique. La modélisation proposée rend compte de la linéarité 
de la relation entre l’aire réelle de contact et l’effort appliqué. 
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Figure 100 : Confrontation des aires de contact prédites et mesurées en fonction de la pression 

apparente. Les éprouvettes sont revêtues de 20 µm d’argent électrolytique, le substrat 
est en acier et l’usinage à 250 µm/tr. 

 
 

On présente les résultats des modélisations pour chaque éprouvette de chaque 
configuration car le modèle retenu utilise des paramètres d’états de surface et 
l’inclinaison des surfaces d’épreuve, qui varient d’une éprouvette à l’autre. La 
configuration « Substrat en acier ; Usinage à 150 µm/tr » présente, à cet égard, une 
exception. En effet, la deuxième éprouvette de cette configuration n’est pas présentée 
car pour des raisons optiques (photos floues pour cause d’autofocus automatique) il n’a 
été possible de réaliser des mesures qu’à travers un seul des six orifices prévus à cet 
effet. Les résultats ainsi obtenus n’étaient pas exploitables au regard des autres données 
expérimentales. Nous avons donc choisi de ne présenter que les résultats expérimentaux 
concernant la première éprouvette de cette configuration (Figure 99). 
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Figure 101 : Confrontation des aires de contact prédites et mesurées en fonction de la pression 

apparente. Les éprouvettes sont revêtues de 20 µm d’argent électrolytique, le substrat 
est en laiton et l’usinage à 150 µm/tr. 

 
Figure 102 : Confrontation des aires de contact prédites et mesurées en fonction de la pression 

apparente. Les éprouvettes sont revêtues de 20 µm d’argent électrolytique, le substrat 
est en laiton et l’usinage à 250 µm/tr. 
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La modélisation permet de retrouver les résultats expérimentaux compte-tenu de la 
variabilité de ces derniers. On rappelle à ce sujet que les barres d’erreur figurées 
représentent σ± , c’est à dire plus ou moins une fois l’écart-type des mesures. Etant 
donné que le nombre de mesures pour une pression apparente donnée est au maximum 
de six, l’estimation de l’écart-type réel par l’écart-type des mesures pourrait se révéler 
un facteur limitant de cette étude. Néanmoins, l’analyse des résultats expérimentaux a 
montré que cet écart-type était suffisant pour révéler une différence significative entre 
les éprouvettes revêtues et les éprouvettes non-revêtues. 

 
La modélisation proposée reproduit d’autant mieux les résultats expérimentaux que 

la pression moyenne apparente est grande. En revanche, pour des pressions moyennes 
apparentes inférieures à 100 MPa environ la modélisation a tendance à sous-estimer 
l’aire réelle de contact. Ce phénomène avait déjà été mis en évidence lors de l’étude du 
contact linéique (§ 2.1.2). On avait alors montré que ces divergences étaient dues à la 
non-continuité du contact le long du tore. Cette cause de divergence est d’autant plus à 
prendre en considération dans le cas des surfaces tournées qu’elles sont inclinées de 
l’intérieur vers l’extérieur et que les hauteurs des aspérités le long de la spirale suivent 
un processus aléatoire. Ainsi, si l’enfoncement ne permet pas de réaliser le contact sur 
des portions suffisamment longues de spirale (i.e. la pression apparente n’est pas assez 
importante) on obtiendra le même type de déviation entre le modèle et les essais. De 
plus, l’observation des éprouvettes avant essais avait révélé de fines rayures radiales, 
peu profondes. Ces rayures ont également pu jouer un rôle dans la non-continuité du 
contact le long de la spirale aux faibles pressions. 

Enfin, au vu de la forme des éprouvettes, il n’est pas à exclure un effet d’élasticité 
de structure induite par leur sollicitation en flexion axisymétrique. 

On rappelle également que l’ensemble des données théoriques a été obtenu avec les 
paramètres matériaux identifiés à partir de l’étude des contacts individuels et ont été 
maintenus constants pour toutes les modélisations. 

 
 
En conclusion, nous avons montré que la prise en compte de la structure principale 

des surfaces tournées – une spirale d’Archimède – ainsi que de la variabilité des 
hauteurs des sommets le long de la spirale par l’intermédiaire de paramètres d’états de 
surface normalisés (norme « motifs ») seule n’est pas suffisante pour modéliser avec les 
résultats expérimentaux obtenus. En revanche, l’ajout à la description des surfaces 
rugueuses de l’inclinaison des surfaces par rapport au plan d’écrasement permet de 
retrouver de manière raisonnable l’ensemble des résultats expérimentaux sur 
éprouvettes revêtues avec des réserves émises aux faibles pressions imputables à la 
non-continuité du contact le long de la spire. 
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CONCLUSIONS 
 
 
 
 
 

L’objet de ces travaux est de contribuer à la compréhension des phénomènes de 
mécanique des solides concourant à l’étanchéité statique par joints métalliques revêtus 
d’un métal mou. Ces assemblages mécaniques sont soumis à des sollicitations mécaniques 
sévères (effort linéique de l’ordre de 105 N/m). Ces sollicitations imposent au revêtement 
un mode de déformation élastoplastique, conduisant à des difficultés de modélisation, tant 
au niveau du comportement local, à l’échelle d’une aspérité, que du comportement global, 
à l’échelle de la surface toute entière. Lesquelles difficultés nous ont amené, naturellement, 
à la décomposition de la problématique en deux problèmes étudiés successivement et 
imbriqués à la façon de poupées russes. Le premier problème concerne le comportement 
individuel d’une aspérité donnée, de forme cylindrique. Le second problème concerne le 
comportement d’une surface rugueuse, vue comme une population d’aspérités dont le 
comportement a été décrit dans le problème précédent. 

 
Dans la première partie de nos travaux, nous avons proposé un modèle permettant de 

décrire le comportement d’un massif semi-infini revêtu d’un métal mou et indenté par un 
cylindre infiniment long. Cette description modélise le comportement d’une aspérité très 
allongée, du type de celles rencontrées sur les surfaces tournées. 

Le modèle proposé se place dans l’hypothèse des déformations planes et prend en 
compte les comportements du substrat (élastique), du revêtement (élastoplastique) et de 
l’indenteur (élastique). Les paramètres permettant de décrire le comportement 
élastoplastique du revêtement sont sa limite d’élasticité et le ratio entre son module tangent 
et son module d’Young. Cette modélisation permet de traiter deux conditions d’interface, 
selon que le revêtement est solidaire du substrat ou qu’il est simplement posé dessus. On 
considère que le contact est normal et qu’il n’y a pas de frottement entre le cylindre et le 
revêtement. Ce modèle présente une formulation analogue à celle d’une sollicitation 
uniaxiale mais les paramètres utilisés pour la décrire prennent en considération les effets 
transverses dans le revêtement. La modélisation proposée permet de trouver une solution 
semi-analytique (à une approximation près) tant en élasticité qu’en élastoplasticité. Cette 
résolution permet d’établir une relation entre la largeur de contact et l’effort linéique 
auquel le contact est soumis. 

Ce modèle a ensuite été mis à l’épreuve par l’intermédiaire d’une campagne 
expérimentale d’indentation torique. Les paramètres géométriques du tore permettent de 
conserver l’hypothèse des déformations planes et la géométrie du tore permet d’assurer 
qu’il n’y aura pas de parasitage des résultats par d’éventuels effets de bords. Les deux 
conditions d’interface précédemment décrites ont été testées expérimentalement. Des 
mesures de dureté ont permis d’estimer la limite d’élasticité du revêtement et l’une des 
courbes expérimentales a permis de recaler le ratio des modules. 

La confrontation du modèle analytique et des résultats expérimentaux présentent un 
bon accord modèle / expériences aux fortes charges (> 105 N/m). Cependant, le modèle 
sous-estime la largeur de contact aux faibles charges. L’analyse des éprouvettes indique 
que pour les faibles charges le contact n’est pas continu mais est constitué d’arcs de 
longueur croissante avec l’effort appliqué et finissant par coalescer entre-elles pour former 
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un cercle continu. Lorsque ce cercle est formé, le modèle décrit correctement les données 
expérimentales. Cette non-continuité de l’empreinte est due à des défauts de planéité 
engendrés par la découpe et la préparation des éprouvettes. 

Afin de s’assurer que notre hypothèse quant au mauvais accord entre modèle et 
expériences de contact linéique, nous avons adapté la modélisation au cas du contact 
ponctuel (sphère sur plan revêtu). Cette modélisation reprend la formulation proposée pour 
le contact linéique mais adaptée à l’axisymétrie et non plus aux déformations planes. La 
résolution de ce problème de contact normal axisymétrique sans frottement donne une 
relation analytique entre le rayon de contact et l’effort appliqué. 

Afin de tester la validité de ce modèle, on propose une campagne d’indentation 
sphérique sur matériaux revêtus. La confrontation de ces résultats expérimentaux avec la 
modélisation analytique donne un bon accord, montrant ainsi l’exactitude de l’hypothèse 
formulée pour expliquer les divergences modèle / expériences dans le cas du contact 
linéique. 

Cet accord entre modèle et expérience aux faibles charges et en contact ponctuel 
permet de valider le modèle de contact linéique sur toute la gamme d’effort étudiée. Les 
paramètres mécaniques identifiés au cours de ces campagnes d’essais sont conservés pour 
la suite des travaux. 

 
Dans la deuxième partie de nos travaux, nous proposons de combiner le modèle de 

comportement élémentaire avec un modèle de description des surfaces rugueuses usinées 
par tournage et avec un modèle de contact entre surfaces rugueuses. Cette combinaison 
nous amène à modéliser le contact entre une bride (tournée) et un joint. 

Le modèle de description des surfaces tournées suppose que ces surfaces sont la 
combinaison d’une structure régulière – une spirale d’Archimède – et d’une structure 
aléatoire – la hauteur des sommets des aspérités le long de la spirale est un processus 
aléatoire. De plus, la description de la surface prend en compte l’inclinaison de son plan 
moyen par rapport au plan d’écrasement. Les paramètres de la densité de probabilité des 
hauteurs de sommets le long de la spirale sont issus de paramètres d’états de surface 
obtenus selon les critères de la norme « motifs », assurant une certaine objectivité de la 
mesure. Les aspérités sont supposées indépendantes (les hauteurs de deux sommets donnés 
ne sont pas corrélées entre elles. 

Le modèle de contact considèrant toute surface rugueuse comme une population 
d’aspérités mécaniquement indépendantes permet, à partir du comportement individuel 
d’une aspérité, de déterminer le comportement global de la surface. Le comportement local 
adopté est celui décrit dans la première partie de nos travaux.  

On considère les relations qui existent entre l’enfoncement, la largeur de contact et 
l’effort résultant localement lorsqu’une aspérité quelconque est soumise à un enfoncement 
quelconque. 

Le comportement de l’ensemble de la surface est calculé en intégrant le résultat 
précédent sur toutes les configurations possibles (dicté par la densité de probabilité des 
hauteurs de sommets et les dimensions de la bride et du joint). Les résultats de ce calcul 
permettent d’établir une relation entre la fraction d’aire réelle de contact (aire réelle de 
contact rapportée à l’aire apparente) et la pression moyenne apparente (effort total rapporté 
à l’aire apparente). 

Pour éprouver cette modélisation, nous avons réalisé une campagne expérimentale de 
visualisation de l’aire réelle de contact sous chargement. Un saphir, très rigide par rapport 
aux autres matériaux, et appliqué contre une surface rugueuse revêtue. Un dispositif 
optique placé à la verticale permet d’obtenir l’aire réelle de contact sur de petites portions 
de la surface.  
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L’analyse des résultats expérimentaux et leur confrontation avec la modélisation 
adoptée met en évidence les éléments suivants : 

¾ La fraction d’aire réelle de contact est proportionnelle à la pression moyenne 
apparente pour la gamme d’effort et l’épaisseur de revêtement et les conditions 
d’usinage étudiées, 

¾ Les résultats expérimentaux présentent une forte variabilité, déjà mise en 
évidence par de nombreux auteurs, 

¾ La prise en compte de l’inclinaison des surfaces par rapport au plan 
d’écrasement est essentiel pour parvenir à décrire correctement les 
phénomènes observés, 

¾ Le modèle sous-estime la fraction d’aire réelle de contact aux faibles charges 
(< 100 MPa) mais rend bien des faits expérimentaux aux fortes charges. 

 
Cette dernière remarque n’est pas sans rappeler la divergence entre modélisation du 

contact linéique individuel et essais d’indentation torique. Il est probable que la non-
continuité du contact le long de la spirale aux faibles pressions soit, là encore, responsable 
du fait que le modèle sous-estime l’aire réelle de contact dans cette gamme de pression. 
Ceci est d’autant plus probable que les hauteurs des aspérités le long de la spirale obéissent 
à un processus aléatoire. 

 
 
Nos travaux ont permis de contribuer à la connaissance du comportement individuel 

du contact entre matériaux métallises revêtus d’un métal mou. Ces contacts individuels 
sont soit linéique soit ponctuel et le revêtement peut être soit solidaire du substrat soit 
simplement posé dessus. La connaissance de ces mécanismes nous a permis d’élaborer un 
modèle de contact concernant les surfaces rugueuses usinées au tour et revêtues d’un métal 
mou. 

 
 
Dans le prolongement de ces travaux, concernant la description du comportement des 

surfaces rugueuses revêtues sous chargement, il serait intéressant de déterminer l’influence 
éventuelle de l’élasticité de structure induite par la mise en flexion axisymétrique de 
l’éprouvette de visualisation de l’aire de contact sous charge. 

De la même manière, il serait souhaitable d’étudier l’influence de l’épaisseur du 
revêtement sur les résultats obtenus. Il semble assez naturel que l’aire réelle de contact 
augmente avec l’épaisseur de revêtement, mais ce point mérite d’être précisé. 

On devrait également envisager des améliorations dans le dispositif expérimental de 
visualisation de l’aire réelle de contact sous chargement. En effet, la partie optique manque 
de rigidité, obligeant l’opérateur à prendre un certain nombre de précautions pour éviter de 
rater les photos. La mise au point y gagnerait également. On devrait également envisager la 
possibilité d’instrumenter le dispositif expérimental afin de mesurer le déplacement 
vertical de la face du saphir qui est au contact de la surface rugueuse. La connaissance de 
l’enfoncement nous permettrait d’obtenir plus facilement le champ des ouvertures sous 
chargement. 

Dans le cadre du GDR, la bonne compréhension des mécanismes de déformation des 
surfaces rugueuses revêtues doit permettre d’obtenir des informations sur le champ des 
ouvertures laissées par l’écrasement des surfaces pour l’écoulement éventuel des fluides à 
étancher. Une telle démarche doit aboutir à la prédiction du niveau de fuite attendu 
connaissant les propriétés géométriques, microgéométriques et mécaniques du problème. 
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D’autre part, dans la mesure où nous avons développé un modèle de comportement 
individuel relatif au contact ponctuel, il semble tout à fait raisonnable de traiter le cas des 
surfaces rugueuses revêtues dont la structure est aléatoire, plutôt que tournée. 
 

Enfin, les joints d’étanchéité statiques par joints métalliques revêtus peuvent être 
placés dans des environnements dont les propriétés pourraient avoir de l’influence sur leurs 
propriétés d’étanchéité, comme des gradients thermiques (induisant des gradients de 
propriétés mécaniques) ou des vibrations (fretting, desserrage progressif du joint). Cette 
problématique étant beaucoup plus complexe, elle doit simplement être considérée comme 
une ligne de mire à long terme. 
 
 
 
 
 



 

 

 

 
 
 
Section d'équation (suivante) 
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ANNEXE I : RAPPELS D’OPTIQUE 
 
 
 
 

 
Dans la mesure où la technique expérimentale que nous mettrons en œuvre dans nos 

travaux repose sur certaines propriétés optiques de la matière, nous rappelons ici quelques 
éléments de l’optique géométrique et de l’optique ondulatoire [79]. 

L’essentiel des phénomènes impliqués dans l’optique est connu depuis le XIXe siècle : 
les Grecs connaissaient déjà les lois de la réflexion (invention du miroir) mais il fallut 
attendre le XIe siècle et le savant arabe Al Haytham pour découvrir les lois de la 
réfraction. Ces lois sont retrouvées indépendamment par W. Snell (1621) et R. Descartes 
(1637). 

Pierre de Fermat retrouve à son tour ces lois (1657) à partir du principe selon lequel 
la lumière se déplace toujours d’un point à un autre par le chemin qui minimise la durée du 
trajet. 

R. Hooke interprète la lumière comme une onde se propageant en 1165, idée reprise 
par C. Huygens mais combattue par I. Newton, partisan de la théorie corpusculaire. Cette 
théorie ne sera reprise qu’au début du XIXe siècle par T. Young puis par A. Fresnel qui 
synthétise les travaux précédents (1818). J.C. Maxwell aboutit enfin à la formulation de sa 
théorie de l’électromagnétisme et en déduit que la lumière est une onde électromagnétique 
transversale. 

Le XXe siècle voit l’avènement de la théorie corpusculaire de la lumière, s’appuyant 
sur la théorie quantique d’émission et d’absorption de la lumière par les atomes. 
 
¾ Principe de Fermat 

 
Le Principe de Fermat est à la base de l’optique géométrique. Soit deux points, A et 

B. Le chemin optique entre ces deux points sur une courbe C quelconque est défini par 
l’intégrale curviligne  

 
C

L nds= ∫  (4.1) 

où n est l’indice optique du milieu, défini comme le rapport entre la vitesse de la lumière 
dans le milieu et sa vitesse dans le vide. Le chemin optique est proportionnel au temps de 
parcours de la lumière sur le trajet C. Le principe de Fermat énonce que la lumière se 
propage d’un point à un autre sur une trajectoire telle que la durée du parcours soit 
minimale. Ce qui signifie que la lumière, pour se déplacer de A vers B emprunte la 
trajectoire réalisant le plus petit chemin optique entre A et B. 
Deux conséquences immédiates en découlent : 

- Dans un milieu homogène (n constant) la lumière se propage en ligne 
droite, 

- Le trajet ne dépend pas du sens du parcours. 
 

De ce principe, découlent également les lois de la réfraction et de la réflexion de Snell-
Descartes. 
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¾ Lois de la réfraction et de la réflexion 
 

En appliquant le principe de Fermat à un rayon lumineux incident qui franchit 
l’interface entre deux milieux transparents d’indices optiques respectivement n1 et n2 on 
retrouve les lois énoncées par Snell et Descartes (Figure 103) : 

1. Le rayon réfracté est contenu dans le plan d’incidence, 
2. La relation 1 1 2 2sin sinn i n i= , 

3. L’existence d’un angle de réfraction limite : 1

2

sin nl
n

=  au-delà duquel le 

rayon incident n’est plus réfracté mais réfléchi. 
 

De même, on retrouve les lois de la réflexion (Figure 103) : 
1. Le rayon réfléchi est dans le plan d’incidence, 
2. La relation 2 1i i= −  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 103 : Schéma d’illustration des  lois de la réfraction (gauche) et de la réflexion (droite). 

 
¾ Optique ondulatoire 

 
Le caractère ondulatoire de la lumière a été énoncé pour la première fois par C. 

Huygens (1678), puis développé par A. Fresnel (1802) et complété par  J. C. Maxwell. 
Celui-ci a montré que la lumière pouvait être interprétée comme une onde 
électromagnétique vérifiant les équations locales de Maxwell (4.2) (dans le vide) et 
obéissant aux équations de propagation (dans le vide) (4.3) : 

 

0
0

0

0
0

0

Brot E
t

div B
div E

B Erot
t

ε
µ

 ∂
+ = ∂

=
 =
   ∂

− =   ∂  

GG

G
G

G G
 (4.2) 

et  

 

2

0 0 2

2

0 0 2

EE
t
BB

t

ε µ

ε µ

 ∂
∆ = ∂


∂∆ = ∂

GG

GG
 (4.3) 

 

i1 
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n1 
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i2 
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où E
G

 et B
G

 sont respectivement les champs électrique et magnétique associés à l’onde 
lumineuse. D’après les équations de propagation, ces deux champs se propagent à la 

vitesse ( )
1

8 12
0 0 3 10 .c m sµ ε − −= ×�  dans le vide. 

 
L’onde monochromatique plane solution des équations précédentes s’écrit en notations 

complexes de la manière suivante : 

 
( ) ( )

( ) ( )

0

0

exp . exp

exp . exp

m

m

E E i t k r i t

B B i t k r i t

ω ϕ ψ ω ϕ

ω ϕ φ ω ϕ

  = − − − = − −    


 = − − − = − −    

G G

G G  (4.4) 

avec 
0

c
k
ω

=  et 0k E Bω∧ =
G G G

. Ainsi, les champs électrique et magnétique oscillent 

en phase et on a la relation 
0

E
c

kB
ω

= =

G

G  

Dans un milieu linéaire, isotrope, non-conducteur, transparent et non magnétique, les 
équations de Maxwell sont similaires à (4.2) mais le coefficient ε0 est remplacé par ε0εr, où 
εr  est la permittivité diélectrique relative du milieu. Dans ces conditions, la vitesse de 

propagation de l’onde devient  ( )
1
2

0 0r
r

cv
kϕ
ωµ ε ε

ε
−= = = . L’indice optique, n, du milieu 

est ainsi défini par r

v
n

c
ϕ ε= = . De plus, ω étant indépendant du milieu, 0k nk=  et 

0

n
λλ =  

 
Considérons une telle onde lumineuse monochromatique et plane se propageant dans 

un milieu linéaire, homogène et isotrope non absorbant et non magnétique. L’éclairement, 

Ē, d’un élément de surface ∆S s’écrit 
2

02
mnE
cµ

Ε = . Comme on s’intéresse généralement à la 

répartition de l’éclairement, on travaillera plutôt sur l’intensité de l’onde lumineuse, I, 
définie par  

 2
02 mI cE nE nµ ψψ ∗= = =  (4.5) 

 ψ  étant l’amplitude complexe du champ électrique. 
 

Lorsqu’une onde atteint une surface de séparation entre deux milieux linéaires, 
homogènes, isotropes, non-conducteurs et non magnétiques, les angles incident, réfléchi et 
réfracté sont identiquement nuls. Les équations de Maxwell (4.2) imposent alors la 
configuration de la Figure 104. 
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Figure 104 : réflexion et réfraction d’une onde lumineuse 

 
Il en résulte que '

1 1 2m m mE E E+ =
G G G

   et   '
1 1 2m m mB B B− =

G G G
. Or k E Bω∧ =

G G G
 donc on a aussi 

'
1 1 2

1 1 2

m m mE E E
v v v

− =
G G G

, v1 et v2 étant les vitesses de propagation de l’onde dans les milieux 1 et 

2. On en déduit alors des facteurs de réflexion, r, et de transmission, t, en amplitude : 
'

1 1 2

1 1 2

m

m

E n nr
E n n

−
= =

+
       et       2 1

1 1 2

2m

m

E nt
E n n

= =
+

 

 
Et les facteurs de réflexion et de transmission en intensité sont définis par : 

 
( )

2
2 21 2 2 1 2

2
1 2 1 1 2

4n n n n nRef r et Trans t
n n n n n

 −
= = = = + + 

 (4.6) 

 
remarque : r peut être positif ou négatif, induisant alors un déphasage de π entre les 
amplitudes des ondes incidente et réfléchie alors que t est toujours positif. On vérifie par 
ailleurs qu’en absence d’absorption, 1Ref Trans+ =  alors que 1r t+ ≠ . 

 
 

¾ Visualisation de l’aire réelle de contact 
 

Considérons maintenant le dispositif expérimental permettant de visualiser l’aire réelle 
de contact sous charge, schématisé sur la Figure 105. On dispose d’une source lumineuse 
d’intensité I0 (symbolisé par la lentille) qui éclaire le saphir en incidence normale. Le 
saphir est à bords parallèles. On considère deux faisceaux lumineux quelconques, le 
premier traversant le saphir puis l’air avant d’atteindre la surface de l’argent (qui n’est 
donc pas au contact du saphir) et le second qui rencontre l’argent directement à la sortie du 
saphir (contact entre le saphir et l’argent). Dans les deux cas, on considère que la surface 
de l’argent est parallèle aux surfaces du saphir. En toute rigueur, cette hypothèse est 
toujours vraie pour l’argent au contact du saphir mais pas nécessairement pour l’argent qui 
ne se trouve pas impliqué dans le contact. Néanmoins cette configuration constituera une 
borne inférieure de la différence de luminosité entre les parties en contact et les parties 
hors contact, comme on le verra dans la suite. 

On note Trans1 et Trans2 les coefficients de transmission en intensité 
respectivement de l’interface saphir/air et de l’interface air/saphir et Ref3 le coefficient de 
réflexion en intensité de l’argent. L’intensité du faisceau réfléchi jusqu’à la lentille dans un 
cas comme dans l’autre s’expriment par : 



Annexe I : Rappels d’optique 

 

 

157

 1 0. 1. 2. 3. 1. 2fI I Trans Trans Ref Trans Trans=  (4.7) 
 2 0. 1. 3. 1fI I Trans Ref Trans=  (4.8) 

Et le rapport entre les intensités des deux faisceaux est : 

 
( ) ( )

1
2 2

2

4 4
1. 2f air saphir saphir air

f air saphir air saphir

I n n n n
Trans Trans

I n n n n
= =

+ +
 (4.9) 

L’indice optique de l’air est 1 et celui du saphir 1,76, on obtient donc 

 1

2

0,854f

f

I
I

=  (4.10) 

En conséquence, l’intensité lumineuse des parties en argent ne participant pas au contact 
vaut au mieux 85% de l’intensité lumineuse des parties en argent participant au contact. 
Cette différence rend la détection du contact tout à fait réalisable par mesure de différence 
de luminosité/contraste. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 105 : schématisation de l’essai de visualisation de l’aire réelle de contact sous chargement. 

 
 
 

Lentille 

nsaphir 

nair 

Argent 

nair 

I0 If1 I0 If2



Annexe II : Modèle analytique du contact cylindre / plan revêtu 

 

 

158

ANNEXE II : MODELE ANALYTIQUE DU CONTACT 
CYLINDRE / PLAN REVETU 

 
 
 
 
 
 

Cette annexe présente le détail de la méthode de résolution des équations (2.19) 
(rappelées ci-dessous). 

 
( )

( )

0

0

(3)

22
2(3)

1

(3)

22
2(3)

1

1 ( ) 1 ( ) ln
2

1 (1 ) 1 ( ) ln
2

zz ee

b

zz zz
Ie c b

zz ee

b

zz ee zz
Ie c b

si R alors

Kb xx x d C
E R h b h

si R alors

Kb xR x d C
E R h b h

σ

σ

σ

σ σ ξ ξ ξ

σ

σ λ σ ξ ξ ξ
λ

−

−

≤

  = − + − +  
   

≥

   − − = − + − +       

∫

∫

 (4.11) 

 
La méthode est présentée pour l’équation en élasticité, la solution en élasticité étant 

construite de manière analogue. 
Avant toute résolution, on réécrit l’équation (2.19) en élasticité sous une forme 

normée : 
 ( )2

2( ) ( ) 1 ( )zzp x x x AI x Cσ= = − + +  (4.12) 
 

en utilisant les normes suivantes : 
 

( ) ( )0

1
2

0 0 1

; ; ; ; ( ) lnzz
zz Ie zz

x b bx b A K E I x x d
p b b hσ

σσ σ ξ ξ ξ
−

= = = = = −∫ (4.13) 

Où  

 
2

12
0 0;

2 Ie
c Ie

b Ep E b h
R h E

= =  (4.14) 

 
Dans la suite, le champ de pression adimensionné sera toujours représenté par la contrainte 

zzσ . 
De plus, la pression de contact est nulle à l’extérieur du contact, c’est à dire pour x b≥  ou 
encore  

 1x ≥  (4.15) 
Cette condition aux limites permet de déterminer la valeur de la constante C2, en effet, 

 ( ) ( ) ( )2 21 1 0 1zz AI C C AIσ = + = ⇒ = −  
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Ainsi, l’équation (4.12) devient  
 ( ) ( )2( ) 1 ( ) 1zz x x A I x Iσ = − + −    (4.16) 
 

On obtient alors le système d’équations suivant : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1
2

1

1 1 1 1

( ) ( ) ln( )

zz zz

zz

x x A I x I x A I x x x

I x x d

σ σ

σ ξ ξ ξ
−

 = − + − = − + ∆ = − + ∆  


= −


∫
 (4.17) 

 
Pour résoudre ce système d’équations, on propose une méthode récursive. On initialise 

la récurrence (i = 0) en supposant ( )(0) 0zz xσ∆ = , ce qui conduit à (0) 2( ) 1zz x xσ = −  

 
 
Au rang i = 1 : 

On pose   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 2(1) (0) 2

1 1

ln 1 lnzzI x x d x dσ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
− −

= − = − −∫ ∫  

On remarque que l’intégrande présente une singularité en xξ = , on scinde donc 
cette expression de la manière suivante : 

 ( ) ( ) ( )( )(1) (1) (1)

0
I x Lim I x I x

ε − +→
= +  

avec ( ) ( ) ( )2(1) 2

1

1 ln
x

I x x d
ε

ξ ξ ξ
−

−
−

= − −∫  et ( ) ( ) ( )
1

2(1) 21 ln
x

I x x d
ε

ξ ξ ξ+
+

= − −∫  

 
On fait alors les trois observations suivantes : 

1. Une primitive de ( )2
ln x ξ− , fonction de ξ , est ( ) ( )2

2 lnx xξ ξ ξ− − − , 

2. Une primitive de ( )22 ln xξ ξ− , fonction de ξ , est 

( )( ) ( )23 2 2 2 21 2 12 ln
3 9 3

x x x x x xξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ − − − − − + + −  
, 

3. ( ) ( )(1) (1)I x I x− +− =  
 
Tous calculs faits, on obtient  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2(1) 2 3 34 1 13 8 2 3 ln 1 2 3 ln 1
9 3 3

I x x x x x x x x= − + + − + + − + −  (4.18) 

On note que la fonction (1) ( )x I x6  est définie sur { }\ 1\ . On la prolonge alors par 
continuité en 1 : 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )2(1) 3

1 1

20 4 1ln 4 2 3 ln 1
9 3 3x x

Lim I x Lim x x x
→ →

 = − + + − + − 
 

 

Pour déterminer la limite du membre de droite, on effectue le changement de variable 

1y x= −  ainsi ( ) ( )( ) ( ) ( )23 3 2 21 12 3 ln 1 3 ln
3 3

x x x y y y− + − = + . Les théorèmes usuels sur 

les limites de fonctions permettent de conclure que  

 ( ) ( ) ( )23 3 2 2

1 0

1 12 3 ln 1 3 ln 0
3 3x y

Lim x x x Lim y y y
→ →

   − + − = + =   
   
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Et finalement  

 ( )( ) ( )(1)

1

20 4 ln 4 0,37383
9 3x

Lim I x
→

= − + ≈ −  (4.19) 

 
A ce stade de la résolution, on introduit une hypothèse complémentaire permettant de 

simplifier cette expression : on approche ( )(1)I x∆ par un polynôme de degré 2 : 

( )(1) 2I x x xα β γ∆ ≈ + + . On identifie les coefficients α, β et γ de la manière suivante : 

¾ la fonction ( )(1)x I x∆6  est paire, ce qui impose β = 0, 

¾ ( )(1) 0 3,18175I α∆ = ≈ − , 

¾ ( )(1) 1 0 3,18175I α γ γ α∆ = + = ⇒ = − = . 
L’approximation s’écrit donc  

 ( ) ( )( )(1) (1) 20 1I x I x∆ = ∆ −  (4.20) 
La pertinence de cette approximation est dictée par la forme de l’équation (4.18) et est 
étayée par la Figure 106 qui montre une corrélation entre les expressions exacte et 
approchée supérieure à 0,99 pour 1x ≤ . 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 106 : Comparaison entre l’expression exacte de ( )(1)∆I x (courbe continue) et son 
approximation par le polynôme de degré 2 de l’équation (4.20) (courbe en 
pointillés). Le coefficient de corrélation entre les deux expressions est de 0,998. 

 
On obtient alors ( ) ( )( ) ( )(1) (1) 2 (1) 20 1 1zz x A I x B xσ∆ = ∆ − = − , et on en déduit : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1) (0) (1) 2 (1) 2 (1) 21 1 1zz zz zzx x x x B x K xσ σ σ= + ∆ = − + − = −  
 
 
 
 
 
 

-3,5

-2,5

-1,5

-0,5

0 0,4 0,8 x
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Pour résumer, au rang i = 1 : 

 

( ) ( )

( )

(1) (1) 2

(1) (1)

(1) (1)

1

1
0

zz x K x

K B
B A I

σ = −
 = +
 = ∆

 (4.21) 

 
 
Au rang i = N : 
 

On a ( ) ( )( 1) ( 1) 21N N
zz x K xσ − −= − . On pose ( ) ( ) ( )

1
2( ) ( 1)

1

lnN N
zzI x x dσ ξ ξ ξ−

−

= −∫ . On en 

déduit que 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2( ) ( 1) 2 ( 1) (1)

1

1 lnN N NI x K x d K I xξ ξ ξ− −

−

= − − =∫  

Ainsi, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1( ) ( ) ( ) (1) (1) 21 0 1N NN N NI x I x I K I x K I x− −∆ = − = ∆ = ∆ − . D’où  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( 1) (1) 2 ( 1) (1) 2 ( ) 20 1 1 1N N N N N
zz x A I x AK I x K B x B xσ − −∆ = ∆ = ∆ − = − = −  

Ce qui permet d’écrire  
 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( 1) ( ) ( ) 2 ( 1) (1) 21 1 1 1N N N N N

zz zz zzx x x B x K B xσ σ σ− −= + ∆ = + − = + −  
On trouve donc que  

 ( ) 2( ) ( 1) (1) ( 2) (1) (1) (1) ( 2) (1)1 1 1 1N N N NK K B K B B B K B− − −= + = + + = + +  
soit encore,  

 2 1( ) (1) (1) (1)1 ... NNK B B B −
= + + + +  

 

Ainsi, pour tout 1N ≥  :
( ) ( )( ) ( ) 2

2 1( ) (1) (1) (1)

1

1 ...

N N
zz

NN

x K x

K B B B

σ
−

 = −

 = + + + +

   (4.22) 

 
K(N) prend donc la forme d’une série entière qui converge pour (1) 1B < . Or  

 

( ) ( ) ( )
0

(1) (1) (1) (1)12

12

1 10 0 0 3,18175Ie Ie
Ie

b E bB A I K E I b h E I b
h E E hσ π π

 
= ∆ = ∆ = ∆ = − ≈ 

 
 

Par passage à la limite, on obtient que  

( ) ( )( ) ( )2 1( ) (1) (1) (1) 2 2( ) ( ) 1 ... 1 1NN
zz zzN N

x Lim x Lim B B B x K xσ σ
−

→+∞ →+∞
= = + + + + − = −  (4.23) 

 où (1)

1 1
1 1

K
B b

= =
+ +

 (4.24) 

Finalement, 
 
 
 
 
 
 

Le problème en élasticité admet une solution pour 1b < . Cette solution est alors  

 ( ) ( )21 1
1zz x x

b
σ = −

+
 (4.25)
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Il convient maintenant de déterminer la limite de validité de cette solution. Pour cela, 
on utilise le critère de Tresca et on s’appuie sur la formulation de la loi de Hooke en 
déformations planes. On distingue ensuite deux cas de figure, selon les conditions 
d’interface (Équation (2.8)). 

 
 

Modèle libre : 
La contrainte σxx est nulle à l’interface, on obtient alors : 

 (3) (3)
3yy zzσ ν σ=  (4.26) 

et le cisaillement maximal s’écrit : 

 
(3) (3) (3)

( )

2 2
libre zz xx zz

max
σ σ στ −

= =  (4.27) 

Enfin, le critère de Tresca donne : 

 
(3)

3

2 2
(libre) ezz
max lim

Rστ τ= ≤ =  (4.28) 

Avec Re3 la limite d’élasticité en traction simple du revêtement. Le domaine de 
validité de la solution calculée en élasticité pour une interface libre est donc borné 
par : 

 ( ) ( ){ }(3) (3)
3, ,zz zz ex modèle libre tel que x Rσ σ ≤  (4.29) 

 
 

Modèle collé : 
On considère la continuité des déformations transversales à travers l’interface : 

 (2) (3)
xx xxε ε=  (4.30) 

ainsi : 
22

(2) (2) (3) (3)3 32 2

2 2 3 3

11
1 1xx zz xx zz

I IE E
ν νν νσ σ σ σ

ν ν
   −−

− = −  − −   
 

d’où : 

 

( ) ( )2 2 3 3

(2) (2)2 3
22
32

2 3

1 1

11
I I

xx xx

I I

E E

E E

ν ν ν ν

σ σ
νν

− − 
− 

 =
 −−

− 
 

 (4.31) 

L’hypothèse des déformations planes conduit alors à : 

 

( ) ( )2 2 3 3

(3) (3)2 3
3 22

32

2 3

1 1

1
11

I I
yy zz

I I

E E

E E

ν ν ν ν

σ ν σ
νν

− − 
− 

 = +
 −−

− 
 

 (4.32) 

Les relations (4.31) et (4.32) permettent de classer les contraintes principales 
comme suit : 

 (3) (3) (3)
xx yy zzσ σ σ≤ ≤  

Et le cisaillement maximal s’écrit  
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( ) ( )2 2 3 3
(3) (3) (3)

2 3
22
32

2 3

1 1

1
112 2

(collé) zz xx I I zz
max

I I

E E

E E

ν ν ν ν
σ σ στ

νν

− − 
− −  = = −

 −−
− 

 

 (4.33) 

Le critère de Tresca donne alors : 
( ) ( )2 2 3 3

(3)
2 3 3

22
32

2 3

1 1

1
11 2 2

(collé) I I ezz
max lim

I I

E E R

E E

ν ν ν ν
στ τ

νν

− − 
− 

 = − ≤ =
 −−

− 
 

 (4.34) 

 
Le domaine de validité de la solution calculée en élasticité pour une interface collée 
est donc borné par 

( ) ( )

2 2
3 2

(3) (3) 3 2
3

3 2

3 2

1 1

, , 1 1
I I

zz zz e

I I

E Ex modèle collé tel que x R

E E

ν ν

σ σ ν ν

  − −
−    ≤ − −  −    

 (4.35) 

 
Pour alléger les notations dans la suite, on notera Ree la limite d’élasticité équivalente 

du modèle en élasticité. On résume ainsi les résultats précédents de la manière suivante : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
Au-delà d’un certain effort, correspondant à une largeur de contact limite, le critère de 

Tresca est violé, marquant la limite de validité du modèle en élasticité pure. Localement, 
cela signifie que la pression atteint la limite d’élasticité équivalente, Ree. Étant donné la 
répartition de pression, ceci se produira en premier lieu au centre du contact, en x = 0 
( )0x = . On obtient alors l’équation suivante (sous sa forme normée) : 

 ( )(3)

0

10
1

ee
zz

lim

R
p b

σ = =
+

 (4.37) 

Où limb  est la largeur maximale de contact en élasticité pure, marquant la limite entre 
les modèles élastique et élastoplastique. On effectue le calcul : 

 
2 2 2

0
0

1 1
1 1 2 1 2

lim lim
ee Ie Ie

lim lim c lim c

b b bR p E E
b b R h b R h

= = =
+ + +

 

Cette équation du second degré en limb  possède deux racines réelles, l’une négative 
(non physique) et l’autre positive. La largeur limite de contact est donc 

La solution en élasticité pure s’applique tant que, pour tout x b≤  on vérifie ( )(3)
zz eex Rσ ≤ , 

avec 

 

3

2 2
3 2

3 2
3

3 2

3 2

1 1

1 1

ee e

I I
ee e

I I

modèle libre R R

E Emodèle collé R R

E E

ν ν

ν ν

=


 − − −    = − − −    

 (4.36)
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2
0

2
0

21 1ee c Ie
lim

Ie ee c

R R h E bb
E b R R h

 
= + +  

 
 (4.38) 

 
Par la suite, on préfèrera une forme normée de l’expression (4.38). c’est pourquoi on 

la réécrit à l’aide de la norme 2
0

2 c ee
ee

Ie

R h RR
b E

=  : 

 41 1
2
ee

lim
ee

Rb
R

 
= + +  

 
 (4.39) 

 
Les répartitions de pression déterminées équations (2.20) permettent, enfin, de 

déterminer l’effort linéique, LW , qui en résulte : 
1 1

( ) 2
0 0 0 0

1 1

1 4 1( ) ( ) ( ) (1 )
1 3 1

b b
el

L zz zz zz
b b

W x dx p x dx p b x dx p b x dx p b
b b

σ σ σ
− − − −

= = = = − =
+ +∫ ∫ ∫ ∫

32 3 3 2 3
( ) 0 12

2

4 1 4 2
3 2 1 3 2 1 3 1

el
L Ie Ie

c c Ie c

bb b E h bW E b E
R h b R h b E R b

= = =
+ + +

 

 

 
3

( )
0 1

el
L L

bW W
b

=
+

 (4.40) 

On dispose alors d’une relation – non linéaire – entre la largeur de contact normée et 
l’effort linéique résultant normé. 

On remarquera, enfin, que cette relation est inversible (largeur de contact en fonction 
de l’effort appliqué) dans le domaine d’élasticité pure du revêtement. 
 
 

Pour déterminer le champ de pression dans le domaine élastoplastique, on résout de la 
même manière l’équation correspondante du système (4.11). On obtient, sous forme 
adimensionnée : 

 ( ) ( )2
2

0

( ) 1 1 ( )ee
zz

Rx x AI x C
p

σ λ λ  − − = − + +   (4.41) 

 
La méthode de résolution précédente appliquée à cette équation donne le champ de 

pression suivant : 
 

 ( )2

0

1( ) 1 (1 )
1

ee
zz

Rx x
b p

σ λ λ= − + −
+

 (4.42) 

 
Dans le cas où le comportement est élastoplastique, la pression au centre du contact 

dépasse la limite d’élasticité (champ de pression régi par l’équation (4.42)) alors que plus 
près du bord le contact reste élastique (champ de pression régi par l’équation (4.25)). Quel 
que soit l’effort appliqué supérieur à la limite définie dans l’expression (4.40) (i.e. 
provoquant un comportement élastoplastique), la répartition de pression est monotone, 
décroissante, du centre vers le bord du contact. Ainsi, il existe une valeur unique de 

[ ]0,x b∈ , notée x1, telle que pour 1x x≤  le comportement est élastoplastique et pour 
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1x x≥  le comportement est élastique pur (Figure 30). Le champ de pression est continu en 
x1, ce qui signifie que : 

 ( ) ( ) ( )2 2
1 1

0

1 11 1 1
1 1

eeRx x
b b p

λ λ− = − + −
+ +

 (4.43) 

La résolution de cette équation aboutit à  

 ( ) ( ) ( )
1 2 2 2

00

1
1 1 1 1 1

2

ee ee
ee

Ie
c

bR Rx b b R
b bp bE

R h

+
= − + = − + = −  (4.44) 

Avec 
2
0

2ee Ie
c

bR E
R h

= . 

Enfin, l’effort linéique résultant est alors donné par : 

 ( )
1

1

( ) ( ) ( )

0 0

2 2 2
xb b

ep ep el
L zz zz zz

x

W x dx dx dxσ σ σ= = +∫ ∫ ∫  

Soit encore : 

 
3

3 2
( )

2

11 (1 ) 1
1

ep
L ee

b bW R
b b

λ
  + = − − − +    

 (4.45) 

 
 

Le comportement élastoplastique à écrouissage cinématique linéaire est représenté 
schématiquement sur la Figure 29 dans le cas d’une sollicitation uniaxiale. Au-delà de la 
limite d’élasticité, le comportement est caractérisé par un module tangent, EII  

Dans la mesure où la modélisation exploite la forte similitude formelle avec un 
comportement uniaxial, on adoptera un formalisme dans la continuité de cette similitude 
pour décrire le comportement dans le domaine élastoplastique. 

 
Pour cela, on définit le paramètre λ, rapport des modules équivalents des domaines 

élastique et élastoplastique On définit les modules tangents équivalents de manière 
similaire aux modules d’élasticité équivalents, en considérant les deux conditions 
d’interface définies dans les relations (2.8). et qui avaient abouti aux relations (2.13) : 

 IIe

Ie

E
E

λ =  (4.46) 

 
Modèle libre : 

 

12
3

3 3
012

33

3

1

1
IIIIe II

Ie I

I

EE E
E E

E

ν

λ λ
ν

−

−

 −
 
 = = = =
 −
 
 

 (4.47) 

 
Modèle collé : 
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( ) ( )

( ) ( )

2 2 3 3
2
3 3 2 3

22
323 3

2 3

2 2 3 3
2
3 3 2 3

22
323 3

2 3

1 1
1 1

111

1 1
1 1

111

I I

I

I IIIe

Ie

I II

II

I II

E E
E

E EE
E

E E
E

E E

ν ν ν ν
ν ν

ννν

λ
ν ν ν ν

ν ν
ννν

+ + 
− −  −

−−− − 
 = =

+ + 
− −  −

−−− − 
 

 

 
Et finalement : 

 

3
2 2 3 3

3 2

2 233
2 3

2
0

3 3 3
2 2

3 2 0
2

2 3 33
2

2 0

(1 ) (1 )
1

1 (1 ) (1 )

(1 )(1 )
1

(1 )1 (1 )

I

I

I

I

E
E
E
E
E
E
E
E

ν ν ν ν
ν

ν ν ν
λ λ

ν νν ν
ν λ

νν ν
λ

 + − + 
− 

− − − −
  =
 ++ − 
 −

−− − −  

 (4.48) 
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ANNEXE III : RESULTATS EXPERIMENTAUX DE LA 
CAMPAGNE D’ESSAIS D’INDENTATION TORIQUE 

 
 

Mesures des largeurs de contact au Binoculaire et au Surfascan ainsi que les mesures 
de dureté pour une feuille d’argent de 0.3 mm d’épaisseur indentée par un tore de rayon R 
= 0.5mm : 
 

Tableau 20 : Résultats expérimentaux d’indentation linéique d’un revêtement d’argent de 300 µm posé 
librement sur le substrat et indenté par un tore de 0,5 mm de rayon. 

 

dureté
b (mm) b (mm) Hv 25g

Charge ( daN) mesure 1 mesure 2 mesure 3 moyenne mesure 1 mesure 2 mesure 3 moyenne moyenne
13,788 60,0

20
30
40
50 100 0,0500
60 160 40 0,0500
70 190 50 0,0600 56,7

100 70 190 80 0,0567
200 100 200 90 0,0650
300 110 220 120 0,0750 124 215 0,08475
400 120 220 120 0,0767
500 140 250 150 0,0900 133 220 162 0,08583 65,5
700 180 260 170 0,1017
900 200 280 240 0,1200 200 230 235 0,11083

1100 220 290 280 0,1317
1300 330 310 300 0,1567 286 285 274 0,14083
1500 350 350 330 0,1717
1700 370 390 390 0,1917
1900 420 410 420 0,2083 374 360 367 0,18350 82,7
2100 440 420 450 0,2183
2300 460 470 450 0,2300
2500 460 468 473 0,2335 466 455 463 0,23067 75,4

R05h03  
Hb=500 2b (µm) 2b (µm)

 Expérience SURFASCANExpérience BINOCULAIRE
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Tableau 21 : Résultats expérimentaux d’indentation linéique d’un revêtement d’argent de 500 µm posé 
librement sur le substrat et indenté par un tore de 0,5 mm de rayon. 

 

 

Tableau 22 : Résultats expérimentaux d’indentation linéique d’un revêtement d’argent de 300 µm posé 
librement sur le substrat et indenté par un tore de 1 mm de rayon. 

 

dureté
b (mm) b (mm) Hv 25g

mesure 1 mesure 2 mesure 3 moyenne mesure 1 mesure 2 mesure 3 moyenne moyenne
13,788 68,6

20
30
40
50
60
70 80 180 120 0,0500 232 62,2

100 170 290 120 0,0725
200 180 310 140 0,0800 235
300 240 430 150 0,0975
400 260 440 0,1300 507
500 270 420 170 0,1100 83,9
700 310 450 200 0,1275 326 506 268 0,14850
900 310 490 210 0,1300

1100 340 500 240 0,1450 400 518 322 0,18050
1300 370 540 290 0,1650
1500 380 540 310 0,1725 431 453 373 0,20100
1700 420 510 340 0,1900
1900 450 560 380 0,2075 78,5
2100 510 590 430 0,2350 480 455 421 0,22525
2300 520 600 460 0,2450
2500 540 610 480 0,2550 81,2

2b (µm) 2b (µm)
 Expérience SURFASCANExpérience BINOCULAIRE

Charge ( daN)

dureté
b (mm) b (mm) Hv 25g

mesure 1 mesure 2 mesure 3 moyenne mesure 1 mesure 2 mesure 3 moyenne moyenne
13,788

20 70
30 110 55 60
40 120 105 105
50 135 140 125
60 155 163 145 0,0772 53,0
70 160 177 165 0,0837

100 163 185 175 0,0872
200 170 195 200 0,0942
300 190 202 205 0,0995
400 200 205 215 0,1033
500 210 222 217 0,1082 57,0
700 220 232 223 0,1125
900 230 243 235 0,1180

1100 260 265 285 0,1350 260 270 300 0,13833 60,0
1300 322 305 321 0,1580
1500 419 368 354 0,1902 430 370 355 0,19250
1700 433 410 398 0,2068
1900 439 418 422 0,2132 62,0
2100 445 430 446 0,2202 440 430 450 0,22000
2300 455 452 483 0,2317
2500 478 483 517 0,2463 66,0

2b (µm) 2b (µm)
 Expérience SURFASCANExpérience BINOCULAIRE

Charge ( daN)
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Tableau 23 : Résultats expérimentaux d’indentation linéique d’un revêtement d’argent de 500 µm posé 
librement sur le substrat et indenté par un tore de 1 mm de rayon. 

 

 

Tableau 24 : Résultats expérimentaux d’indentation linéique d’un revêtement d’argent de 300 µm posé 
librement sur le substrat et indenté par un tore de 3 mm de rayon. 

 

dureté
b (mm) b (mm) Hv 25g

mesure 1 mesure 2 mesure 3 moyenne mesure 1 mesure 2 mesure 3 moyenne moyenne
13,788

20
30 50 80
40 90 60 100
50 105 90 120
60 115 110 135 52,0
70 125 195 148

100 168 203 160 0,0885 210 230 170 0,101667
200 175 213 170 0,0930
300 178 229 191 0,0997 240 0,12000
400 180 238 197 0,1025
500 183 260 210 0,1088 260 270 200 0,12167 56,0
700 196 267 220 0,1138
900 208 283 239 0,1217 270 280 240 0,13167

1100 214 289 248 0,1252 58,0
1300 282 296 288 0,1443 340 320 340 0,16667
1500 300 319 339 0,1597
1700 330 337 389 0,1760
1900 380 385 416 0,1968 420 420 460 0,21667 60,0
2100 421 422 464 0,2178
2300 465 445 498 0,2347 500 490 550 0,25667
2500 498 490 542 0,2550 540 520 580 0,27333 63,0

2b (µm) 2b (µm)
 Expérience SURFASCANExpérience BINOCULAIRE

Charge ( daN)

dureté
b (mm) b (mm) Hv 25g

mesure 1 mesure 2 mesure 3 moyenne mesure 1 mesure 2 mesure 3 moyenne moyenne
13,788 67,3

20 144 0,072
30 173 239 0,103
40 165 255 0,1050
50 169 268 0,1093
60 182 273 0,1138 286 0,143 78,5
70 210 285 0,1238

100 296 288 0,1460 266 0,133
200 318 396 0,1785
300 280 458 0,1845 476 0,23800
400 314 565 0,2198 74,8
500 342 610 0,2380 565 0,28250
700 359 627 0,2465
900 363 656 0,2548

1100 363 697 0,2650 675 0,33750
1300 363 755 0,2795 821 0,41050
1500 363 764 0,2818
1700 363 775 0,2845
1900 387 777 0,2910 763 0,38150 77,9
2100 396 821 0,3043
2300 437 858 0,3238
2500 528 903 0,35775 889 444,50000 79,5

2b (µm) 2b (µm)
 Expérience SURFASCANExpérience BINOCULAIRE

Charge ( daN)
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Tableau 25: Résultats expérimentaux d’indentation linéique d’un revêtement d’argent de 500 µm posé 
librement sur le substrat et indenté par un tore de 3 mm de rayon. 

 
 
 
 
 
 
 

 
Concernant le montage expérimental comprenant le tore de rayon 0,5mm et feuille 

d’épaisseur 500 µm, des indices expérimentaux nous ont incité à mettre de côté les 
mesures correspondant au repère 2 de l’éprouvette. En particulier les relevés effectués au 
Surfascan montrent une anomalie sur ce point de mesure (Figure 107). On semble 
distinguer deux traces d’écrasement, comme s’il y avait eu indentation à l’aide de deux 
tores. Or le dispositif expérimental empêche que le tore vienne indenter en deux endroits 
aussi espacés. L’explication est donc à rechercher du côté de la feuille d’argent. 

dureté
b (mm) b (mm) Hv 25g

mesure 1 mesure 2 mesure 3 moyenne mesure 1 mesure 2 mesure 3 moyenne moyenne
13,788

20
30 25 0,0125
45 80 105 5 0,031667
60 120 140 34 0,0490
75 135 200 55 0,0650

100 200 240 100 0,0900 54,0
200 205 270 130 0,1008
300 220 290 170 0,1133
500 225 302 190 0,1195 58,0
700 245 414 220 0,1465

1100 325 460 280 0,1775 360 500 310 0,19500 60,0
1500 435 500 370 0,2175 460 484 390 0,22233
1900 550 605 530 0,2808 567 628 548 0,29050 62,0
2100 642 685 566 0,3155 652 721 605 0,32967
2300 685 700 618 0,3338 687 747 663 0,34950
2500 698 728 665 0,3485 722 757 685 0,36067 65,0

2b (µm) 2b (µm)
 Expérience SURFASCANExpérience BINOCULAIRE

Charge ( daN)
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Figure 107 : Profils mesurés à différentes charges (103N en haut, 3.103N au milieu et 5.103N en bas)  sur 

le repère 2 de l’éprouvette revêtue de 500 µm d’argent et indentée par un tore de 0,5 mm 
de rayon. 
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On confronte ces résultats expérimentaux aux prévisions du modèle analytique en 
termes de pression moyenne (Figure 108. à Figure 113). 

 
L’analyse de ces confrontations confirme la capacité du modèle analytique a prévoir 

les résultats expérimentaux aux fortes pressions et souligne la limitation rencontrée aux 
pressions moins importantes. Il convient néanmoins de rappeler que, tous auteurs 
confondus, les résultats expérimentaux présentés sous cette forme ont toujours présenté de 
fortes dispersions. 

 
 
 
 
 
 

 
Figure 108 : Confrontation des pressions moyennes calculée/mesurée pour un revêtement d’argent de 

300 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté par un cylindre de 0,5 mm 
de rayon. 
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Figure 109 : Confrontation des pressions moyennes calculée et mesurée pour un revêtement d’argent 

de 500 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté par un cylindre de 0,5 
mm de rayon. 

 
Figure 110 : Confrontation des pressions moyennes calculée et mesurée pour un revêtement d’argent 

de 300 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté par un cylindre de 1 mm 
de rayon. 
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Figure 111 : Confrontation des pressions moyennes calculée et mesurée pour un revêtement d’argent 

de 500 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté par un cylindre de 1 mm 
de rayon. 

 
Figure 112 : Confrontation des pressions moyennes calculée et mesurée pour un revêtement d’argent 

de 300 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté par un cylindre de 3 mm 
de rayon. 
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Figure 113 : Confrontation des pressions moyennes calculée et mesurée pour un revêtement d’argent 

de 300 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté par un cylindre de 3 mm 
de rayon. 
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ANNEXE IV : MODELE ANALYTIQUE DU CONTACT SPHERE / 
PLAN REVETU  

 
 
 
On adapte le modèle de comportement du contact linéique avec revêtement au cas du 

contact ponctuel. 
 

 
 

1. Conditions d’interface 
 

On distingue deux jeux de conditions d’interface, selon que l’on considère le modèle 
libre ou le modèle collé. Dans le premier cas, seule la contrainte normale, σzz est transmise 
au substrat alors que dans le deuxième cas il y a continuité des déformations transverses à 
l’interface. Ceci se traduit par les équations suivantes : 

 
(2) (2)

(2) (2) (3) (3)

0rr

rr rr

modèle libre
modèle collé

θθ

θθ θθ

σ σ
ε ε ε ε

 = =


+ = +
 (4.49) 

 
La loi de Hooke s’écrit, en coordonnées cylindriques, 

 ( )1
rr rr zz

I IE E θθ
νε σ σ σ= − +  (4.50) 

 ( )1
rr zz

I IE Eθθ θθ
νε σ σ σ= − +  (4.51) 

 ( )1
zz zz rr

I IE E θθ
νε σ σ σ= − +  (4.52) 

 
Cette loi, combinée aux conditions d’interface du modèle libre permet d’écrire  

 

(3) (3) (3)3

3

(3) (3)

3

:
1

rr

zz

zz
I

zz
I

E
modèle libre

E

θθ
νε ε σ

ε σ

 = = −

 =


 (4.53) 

De même, cette loi appliquée au modèle collé permet d’aboutir à la relation 

 

3 2

(3) (3)3 2
3

3 2

3 2

1: 1 2 1 1
I I

zz zz
Ie

I I

E Emodèle collé
E

E E

ν ν

ε ν σν ν

 − 
 = −

− − −
  

 (4.54) 

Comme dans le cas du cylindre, il apparaît une relation, dans les deux cas, entre la 
déformation et la contrainte axiales qui rappelle le cas d’une sollicitation uniaxiale de la 

forme 1( ) ( )zz zz
Ie

r r
E

ε σ=  avec  
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3
1

3 2

3 2
3 3

3 2

3 2

1 2 1 1

Ie I

I I
Ie I

I I

modèle libre E E

E Emodèle libre E E

E E

ν ν

ν ν ν

−

=

 − 
 = −

− − −
  

 (4.55) 

 
2. Equation géométrique de la déformée 

 
La variation d’épaisseur du revêtement en tout point du contact , ( )h r∆ ,est le résultat 

du mouvement de corps rigide de la sphère, δ0, corrigé de sa forme, f(r), et de la 
déformation élastique cumulée de la sphère et du substrat, v(r). Ceci est représenté 
schématiquement sur la Figure 114 et résumé par : 

 0( ) ( ) ( )ah x f r v rδ∆ = − −  (4.56) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 114 : géométrie du contact sphère / plan revêtu. 

 
De manière similaire aux développements proposés pour le modèle du contact cylindre 

/ plan revêtu, les différents termes de la relation (4.56) sont détaillés comme suit. 
La variation d’épaisseur du revêtement s’exprime par 

 (3)( ) ( )zz
Ie

hh r r
E

σ∆ =  (4.57) 

La fonction de forme de la sphère non déformée s’écrit 

 
2

( )
2 c

rf r
R

=  (4.58) 

Et la déformation élastique cumulée est définie, d’après les notations de la Figure 115, 
par : 

 ( ) ( )
0 0

2
(3) (3)

0 3

2

( ) , ,
B

contact A

zz zz
S

dSv r K K d d C

π
ξ

σ σ
π ξ

σ ρ ϕ σ ξ ϕ ξ ϕ
ρ

−

= = +∫ ∫ ∫  (4.59) 

 
 
 

 

Interface déformée sous l’effet du 
chargement 

Sphère déformée sous l’effet du chargement 

r 

z 

Solide 1 

Solide 2 

Solide 3 δ0 

Sphère non déformée 

2a 

v(1)(r) 

v(2)(r)

Interface non-déformée 
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Figure 115 : Schéma d’explication du calcul de la déformation élastique cumulée – vue de dessus de 
l’aire de contact. 

Où C3 est une constante. La relation (4.56) devient alors  

 ( )
0

2 2
(3) (3)

0 3

2

( ) ,
2

B

A

zz zz
Ie

h rr K d d C
E R

π
ξ

σ
π ξ

σ δ σ ξ ϕ ξ ϕ
−

= − − +∫ ∫  (4.60) 

δ0 et C3 étant des constantes, leur somme l’est aussi. On définit alors la constance C4 de 

sorte que 
2

0 3 42 c

aC C
R

δ + = + . L’équation (4.60) devient alors 

 ( )0

22 2
(3) (3)

5

2

1 ( ) 1 ,
2

B

A

zz zz
Ie c

Ka rr d d C
E R h a h

π
ξ

σ

π ξ

σ σ ξ ϕ ξ ϕ
−

  = − − +  
   

∫ ∫  (4.61) 

Avec 4
5

CC
h

= . 

 
 

3. Résolution en élasticité 
 

Pour la résolution de l’équation (4.61) dans son domaine d’élasticité, ses termes sont 
normés de la manière suivante : 

( )

( )

0 12

42 4 30 0
12
3

9
4 3 4

9
2 4 4 3 4

Ie

N Nzz zz
zz N

N
Ie

c Ie c

r a ar a
a a E h

E

W WW
p Wa E hE

R h E R

π
π

σ σσ
π π

π

= = =
 
 − 

= = = =
    
       −  

 (4.62) 

x 

y 

ξ 
A B 

ϕ 

ρ 

r 

Aire de contact 

0 a 

M
r.sinϕ 
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De plus, on note 
0 Ie

bA K E
hσ=  et ( )

2

2

( ) ,
B

A

zzJ x d d

π
ξ

π ξ

σ ξ ϕ ξ ϕ
−

= ∫ ∫ . On obtient ainsi l’équation 

 2
6( ) 1 ( )zz r r AJ r Cσ = − + +  (4.63) 

Où C6 est une constante. 
Comme précédemment, la pression de contact est nulle à l’extérieur du contact, ce qui 

permet d’écrire que  
 6 6(1) (1) 0 (1)zz AJ C C AJσ = + = ⇒ = −  

L’équation (4.63) devient alors  
 ( ) [ ]2( ) 1 ( ) (1)zz r r A J r Jσ = − + −  (4.64) 

Et le groupe d’équations à résoudre s’écrit alors 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

2

2

1 1 1 1

( ) ,
B

A

zz zz

zz

r r A J r J r A J r r r

J r d d

π
ξ

π ξ

σ σ

σ ξ ϕ ξ ϕ
−

 = − + − = − + ∆ = − + ∆  



=



∫ ∫
 (4.65) 

Pour résoudre ce système d’équations, on adopte la même méthodologie que pour le 
modèle de contact cylindre / plan revêtu. On initialise donc la récurrence (i = 0) en 
supposant (0) ( ) 0zz rσ∆ = , conduisant alors à (0) 2( ) 1zz r rσ = − . 
 
Au rang i = 1 : 

 

On pose ( ) ( )
2 2

(1) 2 2

0 0
2

( ) 1 4 1
B B

A

J r r d d r d d

π π
ξ ξ

π ξ

ξ ϕ ξ ϕ
−

= − = −∫ ∫ ∫ ∫ . 

D’après les notations de la Figure 115, on a 2 2 2 21 1 sinr r ϕ ξ− = − − , on en déduit 
alors  

 ( ) ( )
2 2

(1) 2 2 2 2 2 3

0 0 0

1( ) 4 1 sin 4 1 sin
3

B

B BJ r r d d r d

π π
ξ

ϕ ξ ξ ϕ ϕ ξ ξ ϕ = − − = − −  ∫ ∫ ∫  

 Et finalement : 

 ( )
2 3

(1) 2 2 2

0

8( ) 1 sin
3

J r r d

π

ϕ ϕ= −∫  (4.66) 

On calcule alors (1) ( )J r  pour déterminer (1) ( )J r∆  : 

( ) ( )
2 2 23

(1) 2 3 22

0 0 0

8 8 8(1) 1 sin cos 1 sin cos
3 3 3

J d d d

π π π

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − = = −∫ ∫ ∫  

[ ]
2 2 2(1) 2 32

0
00 0

8 8 8 8 1 16(1) cos sin cos sin sin
3 3 3 3 3 9

J d d

π π π
π

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ = − = − =  ∫ ∫  
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On obtient alors : 

 ( )
2 3

(1) 2 2 2

0

8 2( ) 1 sin
3 3

J r r d

π

ϕ ϕ
 
 ∆ = − − 
  
∫  (4.67) 

Comme au paragraphe 2.1.1.3 avec la fonction (1) ( )I x∆ , on approche (1) ( )J r∆ par un 
polynôme de degré 2. L’identification des coefficients donne : 

 ( )(1) (1) 2( ) (0) 1J r J r∆ = ∆ −  (4.68) 
On calcule  

 ( )
2

(1)

0

8 2 4(0) 3 4
3 3 9

J d

π

ϕ π
 
 ∆ = − = − 
  
∫  (4.69) 

On justifie cette approximation en représentant graphiquement (Figure 116) l’erreur 
relative commise entre (1) ( )J r∆  et ( )(1) 2(0) 1J r∆ − . Cette erreur est évaluée 
numériquement à l’aide du code Mathematica®. 

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-8

-6

-4

-2

 
Figure 116 : Erreur relative commise en approchant (1) ( )J r∆  par un polynôme du second degré pour 

les valeurs de r  comprises entre 0 et 1. 

 
Remarque : On montre que  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

2 2 2 2 2 22

0

2 11 sin 2 1
3 3

r d r E r r K r

π

ϕ ϕ− = − − + + − +∫  

Où K et E sont les intégrales elliptiques complètes respectivement de première et deuxième 
espèce. Cette expression est à l’origine de notre choix d’approximation par un polynôme 
de degré 2 de la fonction (1) ( )J r∆ . 

 
On en déduit : 

 ( ) ( )(1) (0) (1) 2 (1) 2( ) ( ) ( ) 1 (0) 1zz zz zzr r r r A J rσ σ σ= + ∆ = − + ∆ −  

 ( )( ) ( )( ) ( )(1) (1) 2 (1) 2 (1) 2( ) 1 (0) 1 1 1 1zz r A J r B r K rσ = + ∆ − = + − = −  
 

r  

Erreur 
relative 

(%) 
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Et finalement, pour i = 1 : ( )(1) (1) 2

(1) (1) (1)

( ) 1

1 1 (0)
zz r K r

K B A J

σ = −


= + = + ∆
 (4.70) 

 
 

Au rang i = N : 
 

On a ( )( 1) ( 1) 2( ) 1N N
zz r K rσ − −= − . On pose 

2
( ) ( 1)

2

( ) ( )
B

A

N N
zzJ r r d d

π
ξ

π ξ

σ ξ ϕ−

−

= ∫ ∫ . Ce qui 

donne 

 ( )
2

( ) ( 1) 2 ( 1) (1)

2

( ) 1 ( )
B

A

N N NJ r K r d d K J r

π
ξ

π ξ

ξ ϕ− −

−

= − =∫ ∫  

Ainsi, ( ) ( )( ) ( 1) (1) ( 1) (1) 2 ( 1) (1) 2( ) ( ) (0) 1 1N N N NJ r K J r K J r K B r− − −∆ = ∆ = ∆ − = − . Donc 

 ( )( )( ) ( 1) ( ) ( 1) (1) 2( ) ( ) ( ) 1 1N N N N
zz zz zzr r r K B rσ σ σ− −= + ∆ = + −  

On pose ( )( 1) (1) ( ) ( ) ( 1) (1)1 1 1N N N NK B B K K B− −+ = + = = + . On en déduit que  

 ( ) ( )2( ) (1) (1) (1)1 ...
NNK B B B= + + + +  

D’où, pour tout 1N ≥  :
( )

( ) ( )

( ) ( ) 2

2( ) (1) (1) (1)

( ) 1

1 ...

N N
zz

NN

r K r

K B B B

σ = −


= + + + +

 (4.71) 

 
( )NK  prend donc la forme d’une série entière qui converge pour (1) 1B < . Or  

 ( )(1) (1)

12 0

1(0) 4 3 4IeE a aB A J a
E h a

π
π

= ∆ = × − = =  

Par passage à la limite, on obtient que  

 ( ) ( ) ( )( )( ) ( )2( ) (1) (1) (1) 2 2( ) ( ) 1 ... 1 1
NN

zz zzN N
r Lim r Lim B B B r K rσ σ

→+∞ →+∞
= = + + + + − = −  (4.72) 

où  ( )21 1
1

K r
a

= −
+

 (4.73) 

 
Finalement, 
 
 
 

On détermine alors, grâce à ce champ de pression, l’effort normal résultant, W(el) : 

( ) ( ) ( ) ( )
2 1

( ) 2
0 0

0 0 0 0 0

, 2 2 2
a a a

el
N zz zz zz zzW r rdrd r rdr p r rdr p a r rdr

π

σ θ θ π σ π σ π σ= = = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( )
1 42 4

( ) 2 2 2 2 0
0 0

0

1 1 12 1
1 4 1 2 2 1 4 1

el
N Ie Ie

aa aW p a r rdr p a E a E
a a Rh a Rh a

π π ππ
 

= − = = = + + + + 
∫  

 
4

( )
0 1

el
N N

aW W
a

=
+

 (4.75) 

Le problème en élasticité admet une solution pour 1a < . Cette solution est alors 

 ( )21( ) 1
1zz r r

a
σ = −

+
 (4.74)
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On dispose donc d’une relation – non linéaire – entre le rayon de contact et l’effort 
appliqué dans le domaine d’élasticité du revêtement. 
 
 

4. Domaine de validité 
 

De manière similaire à celle employée au paragraphe 2.1.1.2, on détermine la limite de 
validité de cette solution en appliquant le critère de Tresca. 

 
Pour le modèle libre, Les relations (4.49)  permettent de donner directement 

 
(3)

3

2 2
(libre) ezz
max lim

Rστ τ= ≤ =  (4.76) 

Avec Re3 la limite d’élasticité en traction pure de l’argent. Le domaine de validité de la 
solution calculée en élasticité pour une interface libre est donc borné par  

 ( ) ( ){ }(3) (3)
3, ,zz zz er modèle libre tel que r Rσ σ ≤  (4.77) 

 
 
Pour le modèle collé, les conditions d’interface donnent : 

 (2) (2) (3) (3)
rr rrθθ θθε ε ε ε+ = +  

En appliquant la loi de Hooke, on obtient : 

 

32

(3) (3) (3) (3)2 3

32

2 3

2 11
I I

rr zz zz

I I

E E

E E

θθ

νν

σ σ σ βσνν

−
+ = =

−−
−

 (4.78) 

De plus, la modélisation axisymétrique impose que 0θθε = . Ce qui permet de déduire 
finalement que  

 
( )

( )

(3) (3)
3

3

(3) (3)

3

1
1

1 1
1

rr zz

zzθθ

σ β ν σ
ν

σ β σ
ν

= −
+

= +
+

 (4.79) 

Ce qui permet de classer les contraintes principales comme suit : 
 (3) (3) (3)

rr zzθθσ σ σ≤ ≤  
Et le critère de Tresca s’écrit  

 
(3) (3)

(3)3 3

3 3

1 1 1
2 2 1 2

(collé) ezz rr
max zz

Rνσ σ βτ σ
ν ν

  −
= = + − ≤  +   

 (4.80) 

Le domaine de validité de la solution calculée en élasticité pour une interface collée est 
donc borné par 
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( ) ( )(3) (3) 3

32

3 2 3

323 3

2 3

, ,

21 1 111

e
zz zz

I I

I I

Rr modèle collé tel que r

E E

E E

σ σ
νν

ν
ννν ν

 
 
 
 
  ≤ 

  −   + − −−+  −     

 (4.81) 

 
De même que précédemment, on note Ree la limite d’élasticité équivalente du modèle en 
élasticité. On résume donc les résultats précédents comme suit : 
 

La solution en élasticité pure s’applique tant que, pour tout r a≤  on vérifie 
(3) ( )zz eer Rσ ≤ , avec  

 

3

3

32

3 2 3

323 3

2 3

21 1 111

ee e

e
ee

I I

I I

modèle libre R R
Rmodèle collé R

E E

E E

νν
ν

ννν ν

=

 =
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Au-delà d’un certain effort, correspondant à un rayon de contact limite, le critère de 

Tresca est violé, marquant la limite de validité du modèle en élasticité pure. Localement, 
cela signifie que la pression atteint la limite d’élasticité équivalente, Ree. Étant donné la 
répartition de pression, ceci se produira en premier lieu au centre du contact, en r = 0 
( )0r = . On montre que le rayon de contact limite normé, lima , et l’effort normé, ( )el

limW , 
correspondants sont définis par 
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5. Résolution en élastoplasticité 
 

Dans le cas où le rayon de contact, a, dépasse le seuil défini par l’expression (4.83) la 
pression au centre du contact dépasse la limite d’élasticité et le comportement devient 
élastoplastique alors que plus près du bord le contact reste élastique. On définit donc la 
limite, à l’intérieur du contact, entre les régimes élastique et élastoplastique. Cette limite 
est notée r1. 

Quel que soit l’effort appliqué supérieur à la limite définie dans l’expression (4.84) 
(i ;e ; Provoquant un comportement élastoplastique), la répartition de pression est 
monotone, décroissante, du centre vers le bord du contact. Ainsi, il existe une valeur 
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unique de [ ]0,r a∈ , notée r1, telle que pour 1r r≤  le comportement est élastoplastique et 

pour 1r r≥  le comportement est élastique pur. On établit que  

 1 2

11 ee
ar R

a
+

= −  (4.85) 

On adopte le même comportement élastoplastique à écrouissage cinématique linéaire 
présenté dans le paragraphe 2.1.1.2 défini de manière identique par le rapport des modules 
équivalents, λ. Selon les conditions d’interface, ce rapport s’exprime de la manière 
suivante : 
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Et le champ de pression se décompose de la manière suivante : 
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L’effort résultant de cette répartition de pression élastoplastique est déterminé par 
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Or d’après la relation (4.85) on a ( ) 2
1
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Soit encore 
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ANNEXE V : RESULTATS EXPERIMENTAUX DE LA 
CAMPAGNE D’INDENTATION SPHERIQUE 

 
 
 

Les mesures de rayons de contact en fonction de la charge appliquée correspondant 
aux essais d’indentation sphérique sur des revêtements d’argent sont reproduits ci-dessous. 
 
 

R=1mm;   h=500µm;   Interface libre 
  2a a (mm) 
Charge (N) Mesure 1 Mesure 2 Mesure 3 Mesure 4 Moyenne 

1,962 0,11 0,07 0,09 0,10 0,046 
3,924 0,13 0,09 0,13 0,14 0,061 
5,886 0,16 0,11 0,17 0,16 0,075 
7,848 0,18 0,21   0,098 

9,81 0,19 0,25   0,109 
14,715 0,24 0,28   0,129 

19,62 0,28 0,33   0,153 
24,525 0,30 0,34   0,160 

29,43 0,33 0,36   0,171 
34,335 0,36 0,38   0,185 

39,24 0,39 0,41   0,199 

Tableau 26: Résultats expérimentaux d’indentation sphérique d’un 
revêtement d’argent de 500 µm posé librement sur le 
substrat et indenté par une sphère de 1 mm de rayon. 

 

 
R=2,5mm; h=500µm; Interface libre 

  2a a mm) 
Charge (N) Mesure 1 Moyenne 

1,962  0 
3,924 0,15 0,075 
5,886 0,17 0,085 
7,848 0,19 0,095 

9,81 0,23 0,115 
14,715 0,28 0,14 

19,62 0,34 0,17 
24,525 0,38 0,19 

29,43 0,37 0,185 
34,335 0,39 0,195 

39,24 0,44 0,22 

Tableau 27: Résultats expérimentaux d’indentation sphérique d’un 
revêtement d’argent de 500 µm posé librement sur le 
substrat et indenté par une sphère de 2,5 mm de rayon. 
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R=1mm;   h=300µm;   Interface libre 
  2a a (mm) 
Charge (N) Mesure 1 Mesure 2 Mesure 3 Mesure 4 Mesure 5 Moyenne 

1,962  0,08 0,09 0,09 0,08 0,043 
3,924 0,14 0,12 0,1 0,11 0,13 0,060 
5,886 0,17 0,17  0,17 0,18 0,086 
7,848 0,18 0,18 0,19  0,17 0,090 

9,81 0,2 0,23 0,23  0,25 0,114 
14,715 0,26 0,28 0,29 0,28 0,29 0,140 

19,62 0,29 0,29 0,32   0,150 
24,525 0,32 0,32 0,36   0,167 

29,43 0,34 0,33 0,37   0,173 
34,335 0,37 0,37 0,38   0,187 

39,24 0,41 0,38 0,39   0,197 

Tableau 28: Résultats expérimentaux d’indentation sphérique d’un 
revêtement d’argent de 300 µm posé librement sur le 
substrat et indenté par une sphère de 1 mm de rayon. 

 

 
 
 

R=2,5mm; h=300µm; Interface libre 
  2a a mm) 
Charge (N) Mesure 1 Moyenne 

1,962  0 
3,924 0,15 0,075 
5,886 0,17 0,085 
7,848 0,19 0,095 

9,81 0,23 0,115 
14,715 0,28 0,14 

19,62 0,34 0,17 
24,525 0,38 0,19 

29,43 0,37 0,185 
34,335 0,39 0,195 

39,24 0,44 0,22 

Tableau 29: Résultats expérimentaux d’indentation sphérique d’un 
revêtement d’argent de 300 µm posé librement sur le 
substrat et indenté par une sphère de 2,5 mm de rayon. 
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R=0,5mm;   h=20µm;   Interface collée 
  2a a (mm) 
Charge (N) Mesure 1 Mesure 2 Mesure 3 Mesure 4 Mesure 5 Mesure 6 Mesure 7 Moyenne 

1,962 0,08       0,038 
3,924 0,08 0,08      0,040 
5,886 0,09 0,09      0,044 
7,848 0,10 0,10   0,14   0,058 

9,81 0,12 0,13   0,12 0,14  0,064 
14,715 0,13 0,13   0,14 0,15  0,070 

19,62 0,14 0,14 0,14  0,16 0,16  0,074 
24,525 0,16 0,16 0,16  0,17 0,17  0,083 

29,43 0,18 0,18 0,18  0,19 0,18  0,090 
34,335 0,19  0,19 0,19 0,19 0,19 0,19 0,095 

39,24  0,20 0,20 0,20 0,20 0,19 0,19 0,098 

Tableau 30: Résultats expérimentaux d’indentation sphérique d’un revêtement d’argent de 20 µm déposé 
électrolytiquement sur le substrat et indenté par une sphère de 0,5 mm de rayon. 

 
 
 
 
 

R=2,5mm; h=20µm; Interface collée 
  2a a mm) 
Charge (N) Mesure 1 Mesure 2 Moyenne 

1,962   0 
3,924   0 
5,886   0 
7,848   0 

9,81 0,12 0,12 0,060 
14,715 0,15 0,14 0,073 

19,62 0,16 0,15 0,077 
24,525 0,17 0,17 0,083 

29,43 0,19 0,19 0,096 
34,335 0,20 0,22 0,104 

39,24 0,21 0,24 0,113 

Tableau 31: Résultats expérimentaux d’indentation sphérique d’un revêtement d’argent de 20 µm 
déposé électrolytiquement  sur le substrat et indenté par une sphère de 2,5 mm de rayon. 
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R=0,5mm;   h=40µm;   Interface collée 

  2a a (mm) 
Charge (N) Mesure 1 Mesure 2 Mesure 3 Mesure 4 Mesure 5 Mesure 6 Moyenne 

1,962       0,000 
3,924    0,09 0,09  0,046 
5,886    0,10   0,049 
7,848 0,09      0,046 

9,81 0,10   0,12   0,055 
14,715 0,15  0,16 0,13 0,13  0,071 

19,62 0,16 0,16  0,16 0,16  0,080 
24,525  0,17 0,17 0,17  0,17 0,085 

29,43 0,18 0,18  0,18 0,18  0,090 
34,335 0,20 0,19  0,19  0,21 0,098 

39,24 0,22 0,21   0,23 0,22 0,110 

Tableau 32 : Résultats expérimentaux d’indentation sphérique d’un revêtement d’argent de 40 µm 
déposé électrolytiquement  sur le substrat et indenté par une sphère de 0,5 mm de 
rayon. 

 
 
On présente une confrontation expérience / modèle du point de vue de la pression 

moyenne (Figure 117 à Figure 124). 
 

 
Figure 117 : Confrontation des pressions moyennes calculée et mesurée pour un revêtement d’argent 

de 20 µm d’épaisseur déposé électrolytiquement sur le substrat et indenté par une sphère 
de 0,5 mm de rayon. 
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Figure 118 : Confrontation des pressions moyennes calculée et mesurée pour un revêtement d’argent 

de 40 µm d’épaisseur déposé électrolytiquement sur le substrat et indenté par une sphère 
de 0,5 mm de rayon. 

 
Figure 119 : Confrontation des pressions moyennes calculée et mesurée pour un revêtement d’argent 

de 300 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté par une sphère de 1 mm 
de rayon. 
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Figure 120 : Confrontation des pressions moyennes calculée et mesurée pour un revêtement d’argent 

de 500 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté par une sphère de 1 mm 
de rayon. 

 
Figure 121 : Confrontation des pressions moyennes calculée et mesurée pour un revêtement d’argent 

de 20 µm d’épaisseur déposé électrolytiquement sur le substrat et indenté par une sphère 
de 2,5 mm de rayon. 
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Figure 122 : Confrontation des pressions moyennes calculée et mesurée pour un revêtement d’argent 

de 40 µm d’épaisseur déposé électrolytiquement sur le substrat et indenté par une sphère 
de 2,5 mm de rayon. 

 
Figure 123 : Confrontation des pressions moyennes calculée et mesurée pour un revêtement d’argent 

de 300 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté par une sphère de 2,5 
mm de rayon. 
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Figure 124 : Confrontation des pressions moyennes calculée et mesurée pour un revêtement d’argent 

de 500 µm d’épaisseur posé librement sur le substrat et indenté par une sphère de 2,5 
mm de rayon. 
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ANNEXE VI : RESULTATS EXPERIMENTAUX DE LA 
CAMPAGNE DE VISUALISATION DE L’AIRE REELLE DE 

CONTACT. 
 
 
 

On synthétise sous forme de tableaux les résultats expérimentaux de la campagne 
d’essais de visualisation de l’aire réelle de contact concernant les éprouvettes revêtues. Le 
revêtement est de l’argent déposé par électrolyse, de 20 µm d’épaisseur ; toutes les 
éprouvettes ont été revêtues dans le même bain électrolytique. Les tableaux indiquent, pour 
chaque niveau de pression moyenne apparente, l’aire réelle mesurée dans chacun des trous. 
On calcule alors la moyenne et l’écart-type pour chaque pression moyenne et on convertit 
la moyenne de l’aire réelle en fraction d’aire réelle de contact, rapport entre l’aire réelle et 
l’aire apparente de contact. Ces résultats sont présentés pour les configurations suivantes : 
¾ Substrat en acier, usinage à 150 µm/tr, 
¾ Substrat en acier, usinage à 250 µm/tr, 
¾ Substrat en laiton, usinage à 150 µm/tr, 
¾ Substrat en laiton, usinage à 250 µm/tr. 
 
Pour chaque configuration on a effectué deux essais, correspondant aux deux faces 

d’une même éprouvette. 
 

Surface (µm²) Pression 
moyenne 

apparente (MPa) trou 1 trou 2 trou 3 trou 4 trou 5 trou 6 moyenne Ecart-Type 
% aire 
réelle 

6   26833     44600   35717 8884 1,866 
68   53128     57186   55157 2029 2,881 

136   81709     91823   86766 5057 4,533 
204   104521     144514   124518 19997 6,505 

Tableau 33 : Résultats expérimentaux d’essais de visualisation de l’aire réelle de contact sur surfaces 
revêtues. Substrat en acier, usinage à 150 µm/tr, essai 1. 

 
 

Surface (µm²) Pression 
moyenne 

apparente (MPa) trou 1 trou 2 trou 3 trou 4 trou 5 trou 6 moyenneEcart-Type 
% aire 
réelle 

6         43914   43914 0 2,294 
23         52766   52766 0 2,757 
40         150920   150920 0 7,884 

108         200177   200177 0 10,457 
170         235962   235962 0 12,327 

Tableau 34 : Résultats expérimentaux d’essais de visualisation de l’aire réelle de contact sur surfaces 
revêtues. Substrat en acier, usinage à 150 µm/tr, essai 2. 

 
Cet essai ne contient de mesures que dans un seul des cinq trous. Ceci exclut toute 

utilisation de ces résultats étant donné la forte variabilité constatée sur l’ensemble des 
résultats expérimentaux. 
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Surface (µm²) Pression 
moyenne 

apparente (MPa) trou 1 trou 2 trou 3 trou 4 trou 5 trou 6 moyenne Ecart-Type 
% aire 
réelle 

6 18442 61519 60832 25110 48658   42912 9419 2,242 
68 23374 102948 62880 56724 87453   66676 14471 3,483 

136 29055 125660 111214 99027 144939   101979 21544 5,327 
204 36784 176866 156376 131691 198404   140024 30054 7,315 

Tableau 35 : Résultats expérimentaux d’essais de visualisation de l’aire réelle de contact sur surfaces 
revêtues. Substrat en acier, usinage à 250 µm/tr, essai 1. 

 

 
 

Surface (µm²) Pression 
moyenne 

apparente (MPa) trou 1 trou 2 trou 3 trou 4 trou 5 trou 6 moyenne Ecart-Type 
% aire 
réelle 

8 87303 44101 38944 70172 55713 77127 62227 7124 3,251 
68 89575 54102 52779 72844 68524 139245 79512 12013 4,154 

136 120004 61057 68299 73169 101262 204048 104640 19958 5,466 
204 159922 62967 68499 77738 330769 206907 151134 39245 7,895 

Tableau 36 : Résultats expérimentaux d’essais de visualisation de l’aire réelle de contact sur surfaces 
revêtues. Substrat en acier, usinage à 250 µm/tr, essai 2. 

 

 
 

Surface (µm²) Pression 
moyenne 

apparente (MPa) trou 1 trou 2 trou 3 trou 4 trou 5 trou 6 moyenne Ecart-Type 
% aire 
réelle 

34   103310 45924   155102 15633 79992 30941 4,179 
65   104346 52092   174281 15684 86601 34427 4,524 

133   130867 55725   227946 23087 109406 45502 5,715 
202   145426 55929   258462 25509 121332 52317 6,338 

Tableau 37 : Résultats expérimentaux d’essais de visualisation de l’aire réelle de contact sur surfaces 
revêtues. Substrat en laiton, usinage à 150 µm/tr, essai 1. 

 

 
 

Surface (µm²) Pression 
moyenne 

apparente (MPa) trou 1 trou 2 trou 3 trou 4 trou 5 trou 6 moyenne Ecart-Type 
% aire 
réelle 

6 24385 24947   12249 5319   16725 4799 0,874 
65 41828 74342   22100 78500   54193 13477 2,831 

136 47822 155065   36734 167676   101824 34549 5,319 
204 53590 165116   56874 203186   119692 38024 6,253 

Tableau 38 : Résultats expérimentaux d’essais de visualisation de l’aire réelle de contact sur surfaces 
revêtues. Substrat en laiton, usinage à 150 µm/tr, essai 2. 
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Surface (µm²) Pression 
moyenne 

apparente (MPa) trou 1 trou 2 trou 3 trou 4 trou 5 trou 6 moyenne Ecart-Type
% aire 
réelle 

6 7679 116558 35935 18966 113711 3246 49349 21311 2,578 
68 36909 220767 37970   215385 7604 103727 42912 5,419 

113 41891 278453 45662 147573 246426 8765 128128 46710 6,693 
170     67175 179850 314862 38507 150099 62823 7,841 

Tableau 39 : Résultats expérimentaux d’essais de visualisation de l’aire réelle de contact sur surfaces 
revêtues. Substrat en laiton, usinage à 250 µm/tr, essai 1. 

 

 
 

Surface (µm²) Pression 
moyenne 

apparente (MPa) trou 1 trou 2 trou 3 trou 4 trou 5 trou 6 moyenne Ecart-Type 
% aire 
réelle 

8 89950 43939 26695 53317 35161 30042 46517 9544 2,430 
74 111176 51393 34649 54802 75791 50831 63107 11013 3,297 

142 140406 57224 36397 62668 254030 76640 104561 33190 5,462 
210 174830 116620 47110 153067 305822 126110 153927 35159 8,041 
244 211814 199578 54427 235575     175349 40994 9,160 

Tableau 40 : Résultats expérimentaux d’essais de visualisation de l’aire réelle de contact sur surfaces 
revêtues. Substrat en laiton, usinage à 250 µm/tr, essai 2. 
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ANNEXE VII : A PROPOS DE L’ARGENT 
 
 
 
[83], [84], [85], [86] 
 

L’argent est l’un des métaux les plus anciennement connus. Dès 3500 ans avant J.C., 
en Égypte, il sert de monnaie d’échange et sa valeur est supérieure à celle de l’or. La 
coupellation est connue des chinois plusieurs siècles avant J.C. et les Phéniciens 
l’importent en Europe. Au XVIe siècle, apparaît le procédé d’amalgamation et on découvre 
les importantes mines du Mexique. C’est au début du XXe siècle qu’apparaît le procédé de 
cyanuration, le seul employé à l’heure actuelle. 
 

L’argent est très disséminé, mais très rare dans la croûte terrestre. On le trouve encore 
parfois à l’état natif (Norvège, Chili) mais on exploite surtout les minerais sulfurés, tels 
l’argentite Ag2S (Mexique, Pérou, Chili), la pyrargyrite 3Ag2S.Sb2S3 (U.S.A.), des 
minerais séléniés ou telluriés et certains minerais hallogénés, comme la cérargyrite AgCl 
(Mexique, Pérou). On extrait maintenant autant l’argent comme sous-produit de la 
métallurgie du plomb et du cuivre que directement des minerais. 

En 2002, 32 % de la production mondiale d'argent provient de mines de plomb-
zinc, 25 % de mines de cuivre et 14 % de mines d'or. 27 % seulement de la production 
provient de mines extrayant exclusivement l'argent. 18 224 t d’argent ont été produits dans 
le monde en 2002 (Tableau 41) dont 1738 t en Europe. 

 
Pays Mexique Pérou Australie U.S.A Chine Canada Pologne  Chili  Russie 

Production (t) 2851 2761 2077 1442 1396 1368 1210 1085 777 

Tableau 41 : Principaux producteurs d’argent dans le monde en 2002. 

 
L’argent est utilisé dans six grands domaines industriels, récapitulés sur la Figure 125. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 125 : Utilisation de l’argent dans le monde en 2002 

 
¾ Extraction du minerai par cyanuration 

 
Le minerai finement broyé, et éventuellement enrichi par flottaison différentielle, est 

traité par une solution à 0,4% CNNa, dans des cuves en bois à fond perforé par où l’on 
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injecte de l’air qui assure le brassage. Ag et Ag2S sont dissous lentement, AgCl 
rapidement, sous la forme de cyanure double CNNa.CNAg. La solution filtrée est 
additionnée de soude et d’aluminium en grenaille, pour obtenir la réaction : 

33 . 3 3 6 ( )CNNa CNAg Al NaOH Ag CNNa Al OH+ + + +U  
L’argent en poudre obtenu est séparé par filtration, puis fondu et coulé en barres d’argent 
doré, qui sera ensuite affiné. 
 
¾ Argent sous-produit du plomb 

 
Le plomb contient presque toujours de l’argent, qui est séparé par le zinc. L’alliage 

Pb-Zn-Ag est chauffé à 1250°C pour distiller Zn et il reste un plomb à 4% Ag impur. Ce 
plomb est soumis à la coupellation, qui consiste à oxyder le plomb fondu par injection d’air 
dans une « coupelle », sorte de four à réverbère à revêtement poreux : la litharge, qui 
entraîne As, Sb et Zn, s’élimine par des rigoles supérieures, puis par imprégnation de la 
coupelle. ; après traitement, à NO3Na pour éliminer Te, on obtient l’« argent doré » fondu. 

 
¾ Argent sous-produit du cuivre 
 
Les boues déposées dans le fond des cuves de raffinage électrolytique du cuivre 

contiennent 10 à 50% Ag avec 10 à 40% Cu, 1% Au et diverses impuretés. Un grillage 
oxydant, suivi d’un épuisement à So4H2, élimine Cu ; une coupellation donnant alors 
l’argent doré. 

 
¾ Raffinage électrolytique de l’argent 
 
L’argent doré est purifié par raffinage électrolytique dans un bain de nitrates d’argent 

et de cuivre (60g/L Ag + 40g/L Cu pour accroître la conductibilité de l’électrolyte). On 
travaille en bacs de grès à 2,5V et 4 A/dm², des plaques d’argent doré servant d’anodes et 
l’argent à plus de 99,9% se déposant en gros cristaux, faciles à détacher, sur des cathodes 
en acier inoxydable. Or et platine tombent en boue au fond de la cuve. On peut encore 
avoir une cathode en graphite au fond de la cuve ; dans ce cas, l’anode est enfermée dans 
un panier de bois garni de toile, qui retient les boues aurifères. 

 
¾ Caractéristiques atomiques et cristallines 
 

Numéro atomique : 47. 
 Poids atomique : 107,9. 
 Densité : 10,50 à 20°C. 
 Structure cristalline : cubique à faces centrées. 
 Température de recristallisation : probablement à l’ambiante. 

 
¾ Caractéristiques électriques et magnétiques 
 

Résistivité : 1,59 µΩ.cm à 20°C, avec coefficient de température de +0,0041, 
Susceptibilité magnétique : 2.10-7. 

 
¾ Caractéristiques thermiques 
 

Chaleur de fusion : 105 J/g. 
Capacité calorifique : 0,234 Jg-1K 
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Point de fusion : 960,5°C. 
 Point d’ébullition : 2 212°C. 
 Coefficient de dilatation linéaire : 19,7.10-6 de 0 à 1000°C. 
 Conductivité thermique : 4,18 Wcm-1K-1 à 18°C. 

 
¾ Propriétés mécaniques 
 
Module d’élasticité : 70-75 GPa. 
Coefficient de Poisson : 0,37 à l’état recuit ; 0,39 si durci, 
Module de Coulomb : 32 GPa, 
Une barre d’argent à 99,9% recuite présente les caractéristiques moyennes suivantes : 

 Rm=125-140 MPa, 
 Re=55 MPa, 
 A=50%, 
 HB=20 si Ag pur, 
, Hv= 100 pour un dépôt électrolytique 

 
¾ Propriétés optiques 
 

Emissivité (0-1) : 0,055 à 700°C 
Coefficient de réflexion (visible, 0-1) : 0,9 

¾ Propriétés chimiques 
 
L’argent ne s’oxyde pas à l’air, même à chaud, sauf si l’on fait intervenir la pression ; 

à 300°C, l’oxydation peut être totale sous 20 atmosphères, pression supérieure à la pression 
de dissociation d’Ag2O3. Ag peut encore s’oxyder, sans pression, en présence d’oxydes tels 
que Cr2O3, Mn2O3 ou V2O3, qui donnent avec Ag2O des oxydes doubles stables. L’argent 
fondu absorbe jusqu’à 25 fois son volume d’oxygène, qui ressort brusquement à la 
solidification, en boursouflant le métal : c’est le rochage. L’argent est attaqué par les 
halogènes et par le soufre. Le noircissement par l’acide sulfurique (H2S) humide constitue 
le principal ennui dans les emplois de l’argent. L’argent est dissout rapidement par l’acide 
nitrique (NO3H) à toutes concentrations ; il l’est aussi par l’acide sulfurique (SO4H2) 
concentré à l’ébullition. Il résiste à la soude (NaOH) en solution ou fondue. 
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Résumé : 
 
Pour réaliser l’étanchéité statique en conditions sévères, il est parfois nécessaire 

d’utiliser des joints métalliques revêtus d’un métal de faible dureté serré entre deux brides 
métalliques usinées par tournage. Le revêtement permet aux surfaces respectives du joint et 
de la bride de ″s’adapter″ l’une à l’autre et ainsi d’obstruer les chemins de fuite potentiels. 
Pour une meilleure maîtrise des étanchéités statiques, il est nécessaire d’améliorer la 
connaissance des mécanismes qui en sont à l’origine. Cette thèse propose une description 
analytique de ces phénomènes du point de vue de la mécanique des solides. 

Le problème est abordé en deux étapes. Dans la première, on propose une 
modélisation analytique du comportement élastoplastique du contact linéique avec 
revêtement, renforcé par la description du contact ponctuel avec revêtement également. Le 
revêtement peut être solidaire du substrat (revêtement électrolytique) ou librement posé 
dessus (feuillet intercalaire laminé). Chaque modèle est validé expérimentalement. 

Dans la deuxième étape, les résultats précédents sont utilisés pour proposer un 
modèle de  comportement de surfaces rugueuses orientées et revêtues sous chargement. La 
validation expérimentale de la modélisation utilise un montage de visualisation de l’aire 
réelle de contact sous charge. 
 
 
 
 
 
Abstract : 
 

To ensure tight sealing in severe environments, static seals are sometimes made of a 
soft-coated metal pressed against turned metallic flanges. The coating allows both surfaces 
of the seal and of the flange to “conform” to each other, thus ensuring an adequate sealing. 
To enhance static seals requires a better knowledge of the mechanical phenomena 
involved. The present thesis proposes an analytical model for the description of static 
sealing mechanics. 

The subject is divided into two successive parts. First, we develop an analytical 
model for the elastoplastic indentation of a layered half-space with a cylinder of infinite 
length. This model is reinforced with a model for the elastoplastic spherical indentation of 
a layered half-space. Both models support a bounded layer (electrolytic deposition) or a 
freely laid layer (laminate). In addition, both models were experimentally validated. 

In the second part, the previous results are incorporated into a model for the 
description of rough layered and oriented surfaces under load. The experimental validation 
of that description was based on a specific apparatus for viewing the real contact surface 
under load. 
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Elastoplasticité -- Thèses et écrits académiques. 


