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1. PROCESSOS ESTOCASTICOS

1.1. DESCRIGCAO E DEFINICAO DE PROCESSOS ESTOCASTICOS

Segundo Lieberman, “um processo estocastico € uma cole¢cdo de variaveis
aleatérias indexadas ( X, ), onde t € um indice definido num conjunto T.” Assim, um processo

estocastico é a descricdo de um fendmeno aleatdrio que varia com o tempo.

O processo estocastico X, X,, X;..., pode representar a colecdo das quantidades

de carros que passam por um determinado ponto de uma rodovia, a evolugdo dos niveis de
estogue semanais de uma firma, o comportamento de uma particula de gés, variacbes nas
gualidades dos produtos, variagfes nos precos de acgfes, vendas numa determinada loja,
evolucéo do nimero de desempregados num determinado pais, etc.

O processo estocastico Yl,YZ,Y3,... representa a evolucdo populacional brasileira,

desde o0 ano de 1998 como mostra a Tabela 1.1:

Tabela 1.1 — Evolucgéo populacional brasileira

1998 1999 2000 2001 2002

Habitantes ~ 161.790.311 163.947.554  169.590.693 172.385.826 174.632.960

(Fonte: Denatran)

Os valores assumidos por um processo estocastico sdo denominados estados e o
conjunto de todos os estados possiveis é dito espacgo de estados.

1.1.1. PROCESSO ESTOCASTICOS CONTINUOS / DISCRETOS

Os processos estocasticos podem ser classificados como:

a) Em relacdo ao Estado:
- Estado Discreto (cadeia): X(t) é definido sobre um conjunto enumeravel ou finito.

- Estado Continuo: caso contrario.

b) Em relacdo ao Tempo:
- Tempo Discreto: t é finito ou enumeravel.
- Tempo Continuo: caso contrario.

Notacgéo:
- Processo em tempo continuo: {X(t), t =0}
- Processo em tempo discreto: {X(t),t=1, 2, 3, ...}

Processos Estocasticos e Teoria de Filas
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Exemplos:

- Estado Discreto e Tempo Continuo: nimero de usuarios em uma fila de banco
em um determinado instante, colisGes entre duas particulas no intervalo de 2
minutos;

- Estado Continuo e Tempo Continuo: nivel de uma represa observado em um
intervalo de tempo;

- Estado Discreto e Tempo Discreto: nimero de maquinas avariadas no fim do dia,
Quantidade de barris petréleo produzidas ao final do dia por uma determinada
multinacional,

- Estado Continuo e Tempo Discreto: cotacao de uma acgédo no fim do dia.

1.1.2. DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE

Para um dado valor de t, o processo estocastico X(t) € uma variavel aleatéria, e a
obtencao de sua distribuicdo de probabilidade é feita como qualquer outra variavel aleatoéria.
Entretanto, quando t varia ao longo do conjunto T, a informacé&o X(t) ndo é fornecida por uma
simples distribuicdo para um dado t. Para uma informag&o completa do processo precisamos
da distribuicdo conjunta {X(t), t € T}. Com isso podemos prever o comportamento do
processo no futuro, conhecendo o comportamento no passado.

Quando t é continuo, obter essa distribuicdo conjunta € impossivel, j& que o conjunto
t € ndo-enumeravel. Sob essas circunstancias, é valido assumir que o comportamento do
processo pode ser obtido estudando-o em um conjunto discreto de pontos, assim a
distribuicao conjunta definida nesse conjunto de pontos é apropriada.

Seja (t1, t2,...,tn), com t1l < t2 < ...< tn, um conjunto discreto de pontos de T. A
distribuicdo conjunta do processo X(t) nesses pontos pode ser definida como segue:

PIX, <X, X, <Xy X <X,] (@)

A probabilidade do processo estocastico estar no tempo t no estado a, € chamada

probabilidade de estado (P, ) e é definida por:

R=PIX;=a] (2
Ovetorp=[pP, P, .. P, ...]échamado vetor de probabilidade de estado.

A probabilidade do processo estocastico (com tempo e estado discretos) estar no

estado j, dado que estava no estado i, € chamada probabilidade de transicéo (Pijm’n).

P, =P[X,=j|X,=ilm<n ()

Processos Estocasticos e Teoria de Filas 5
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Para o caso continuo, a probabilidade condicional de transi¢éo e a probabilidade
de estado séo definidas, respectivamente, como segue:

F(XO’Xl7t0’tl):P[X(tl)gxl| X(to):Xo] (4)
F(x,t)=P[X(t)<x] (5

A matriz que armazena todas as probabilidades de transicao Pij(m'n) é chamada
matriz de probabilidade de transi¢éo pmy = [ pi,-(m’”)].

Um processo é dito homogéneo (no tempo) se a transicdo depende de t, mas néo

depende de t,. Nesse caso temos:

F (X, Xty ty +1) = F(X,,X,0,t) Vi,
O correspondente para estado e tempo discretos é
F’ij(m'n) _ Pij<”‘m)

Diagrama de Transic&o de Estados

E o grafo valorado representativo do processo estocastico, onde o conjunto de
vértices esta associado ao conjunto de estados e seus valores as respectivas probabilidades
de estado. O Conjunto de arcos, por sua vez, esta associado as possiveis transicdes e é
valorado pelas probabilidades de transicéo.

1/2 @ 1/2

13 2/
1/3

WP SO

1.1.3. ALGUNS PROCESSOS ESTOCASTICOS IMPORTANTES

* Processo de WEINER (Movimento Browniano): a disposicdo de uma particula
suspensa em um fluido, sujeita a sucessivas colisdes com particulas vizinhas € um
exemplo classico do processo de Weiner. O fendmeno fisico foi descoberto pelo
botanico Robert Brown em 1827. A teoria do comportamento desse processo foi
desenvolvida por Einstein (1906) e Weiner (1923).

Processos Estocasticos e Teoria de Filas 6
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* Processo de Poisson: o0 processo estocastico {X(t)} tal que
e (At)"
k!

modela, razoavelmente bem, o nimero de chamadas numa cabine telefénica, por

P[X(t)=k]= é denominado processo de Poisson. Esse processo

exemplo.

* Processo de Renovagdo: um exemplo desse processo € a vida util de um
equipamento onde uma peca que falha é substituida por uma peca igual.

» Processo de Markov: nesse processo toda histéria passada é resumida no estado
atual (meméria de curto prazo).

1.2. CADEIAS DE MARKOV EM TEMPO DISCRETO
Um processo estocéstico é dito ter a propriedade Markoviana se:
PIX =TI X =X =K Xy =k, Xo =k ] =P[X ;= I X =] (6)
parat=0, 1, ... e qualquer sequéncia i, j, ko, .., Ke.1.

A expressdo acima, equivale a dizer que a probabilidade condicional de qualquer
evento futuro, dado qualquer evento passado e o estado presente X; =i, € independente do
evento passado e depende somente do estado presente do processo. Ou seja, um processo
estocéstico é dito ser um processo Markoviano, se o0 estado futuro depende apenas do
estado presente e ndo dos estados passados.

Esse tipo de processo estocastico é também denominado de processo sem memodria.
Se, paracadaie]j

P[X., =]l X, =i1=P[X, = j| X, =i], para todos t=01,...
entdo, as probabilidades de transicdo em um estagio sao ditas serem estacionérias e sao
denotadas por p;. Isso implica que as probabilidades de transi¢do ndo mudam no tempo.

Um processo estocastico X; (t =0, 1, ...) é dito ser uma cadeia de Markov em tempo
discreto se tiver o seguinte:

1- Satisfizer a propriedade de Markov
2- Possuir espaco de estados enumeravel.

No presente curso, focaremos nossas atencBes em cadeias de Markov que
apresentem as seguintes propriedades.:

Processos Estocasticos e Teoria de Filas 7
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1- Um ndmero finito de estados,

2- A propriedade markoviana,

3- Probabilidades de transicéo estacionarias,

4- Um conjunto de probabilidades iniciais P(X, = i) para todo i.

1.2.1. PROBABILIDADE DE TRANSICAO EM VARIOS ESTAGIOS

A existéncia de probabilidades de transicdo estacionarias em um estagio também
implica que, paracadai,jen(n=0,1, 2,...),

P[X.,=]j|X,=i]=P[X,=]j|X,=i], para todos t=01,...

t+n

Estas probabilidades condicionais sdo usualmente denotadas por pij(") e séao
chamadas de probabilidades de transicdo em n estagios. Os processos com essas
caracteristicas sdo também chamados de processos homogéneos no tempo.

p; " =PIX, = j| X, =i]

A matriz que armazena as probabilidades de transicdo em n estagios é denotada por
(n) _ (n)
P™ =[p;""1.

Seja pij(z) a probabilidade de transicdo do estado i para o estado j em 2 estagios,
como mostra a Figura 1.1 a seguir.

A estado

» estagio

1 2

Figura 1.1 — Probabilidade de Transicdo do estado i para o estado j em 2 estagios

Podemos escrever:

@ () () @ ()
P +Pi, Py PPy

(2) 1.1 .
Py = Z Pik Py » para cadai, j.
=tz
eS

pij(Z) = pii(

Processos Estocasticos e Teoria de Filas 8
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Em notacéo matricial:

P@ =pWpW =pp=p?,

onde:
pll p12 p13
P= Par P2 Pos
pSl p32 p33
Analogamente:

Pij(s) = Z Pi pﬁj , para cada i, j.

keS

p(3) — p(2)p(l) — p(l)P(Z) =P’p=pP°

De uma maneira geral, podemos estabelecer a equag¢do de Chapman-Kolmogorov:
p(n) — p(nfk)p(k) —p" (7)

Seja pj(l) a probabilidade de estar no estado j no instante 1, como mostra a Figura

1.2
A estado
z
j
i
» estagio
1 2
Figura 1.2 — Probabilidade de estar no estado j no instante 1
Podemos escrever:
@ _ O, O ®OL, @ ®O, ®
P, " =B Py P, P P, Py

b\ =B paa .
ieS

Em notagdo matricial:

Processos Estocasticos e Teoria de Filas 9
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p® = pOpW — hOPp

De uma maneira geral, podemos estabelecer o vetor de estado no instante n:
n n—k k
p™ = prp)

Processos Estocasticos e Teoria de Filas 10
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1.2.2. PROBABILIDADE DE PRIMEIRA PASSAGEM E PRIMEIRO RETORNO

Seja a igualdade:

fi,-(n) =P[X, =, X1 # 51 X0 # Jia Xy # Ji| X =1]

Se J#lI, fij(n)é a probabilidade de 12 passagem, isto € a probabilidade de que o

processo esteja no estado j, no tempo n (e ndo antes), dado que ele estava no estado i, no
tempo 0.

Se j=i, fij(n) ¢ a probabilidade de 12 retorno, isto é a probabilidade de que sejam

necessarios n passos até atingir o estado j pela 1° vez dado que 0 processo comeca no
estado i.

fij(l) = pij(l), e para fij(n) <pj, n>1.
Q) M gk ()
.
fij = Pjj _Z fij Pij; (8)
k=1

FMW— [ fij(“)] , para cada i,j, € a matriz de primeira passagem / primeiro retorno.

1.2.3. CLASSIFICACAO DE ESTADO
Processos Irredutiveis: cada estado pode ser alcancado de qualquer outro (através

de uma sequéncia de transi¢des), caso contrario o processo é dito redutivel. A Figura 1.3
mostra um exemplo de processo redutivel.

@
®—03 . — O
e N N

Co7 O 2ED

Figura 1.3 — Exemplo de Processo Redutivel

Estado Recorrente: se ja aconteceu uma vez é certo que ir4 ocorrer novamente, ou
seja, existe uma probabilidade ndo nula do estado vir a acontecer no futuro.

lim pﬁ") # 0, para cada i.
N—oo

Processos Estocasticos e Teoria de Filas 11
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Estado Transiente: ird ocorrer um determinado nimero de vezes e posteriormente
n&o ocorrera mais.

lim p{™ =0, para cada i, j é estado transiente.
ij
N—o0

Vale ressaltar que um processo finito e irredutivel tem todos os estados recorrentes.
Estado Nulo: estado recorrente, porém com o tempo de recorréncia infinito.
Estado n&o-nulo: tempo de recorréncia finito.

Estado Periddico: estados s6 podem ocorrer em tempo fixo.

Considere a Figura 1.4, neste caso, os estados 1 e 2 s6 podem ser alcangados num
tempo fixo igual a 2.

_®
@/'

Figura 1.4 — Exemplo de Estado Periodico

A definicdo de estado periddico ndo garante que o estado ocorra, mas se ele
acontecer, terd que ser naquele tempo.

Estado Absorvente: lim pi(j") =1, para cada i, j € estado absorvente
nN—oo

Cadeia Absorvente: possui pelo menos um estado absorvente, como mostra a
Figura 1.5, onde os estados 4 e 5 sdo absorventes.

@—>\@£D> ‘§> — @)

Figura 1.5 — Exemplo de Cadeia Absorvente

1.2.4. CADEIAS DE MARKOV ERGODICAS (PROBABILIDADES LIMITE)

Uma cadeia é dita Ergddica se for irredutivel, recorrente, ndo-nula e aperiodica.

lim p” =TT, (9).

Processos Estocasticos e Teoria de Filas 12
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onde:

HJ- é fracdo do tempo que o processo passa no estado j.

A medida que o tempo do processo cresce, o estado inicial perde importancia,
assim como o proprio tempo.

[T=[IT,] (vetor linha)

lim P" =11 (m réplicas do vetor [T=[I1;])

n—oo

Da equacédo de Chapman-Kolmogorov temos:

pM — p-dp
lim P" = lim P™*P = {lim P"'}P
Im=I11P

A equacdo acima representa um sistema de equacbes lineares com m sistemas
independentes e iguais com m equagfes lineares cada um. Isto €, m réplicas do sistema
abaixo:

I1=TIP

> =1
vj

Uma outra abordagem para o problema a ser considerada € pela utilizacdo da Lei de
Conservacdo do Fluxo, a qual garante que no estado permanente, o fluxo que sai do
sistema é igual ao fluxo que entra.

FLUXO QUE SAI = FLUXO QUE ENTRA

Para andlise através da Lei de Conservacéo de Fluxo, consideremos a Figura 1.6,
abaixo:

1/2 @ 1/2

/3 2/
1/3

(P >0E)

Figura 1.6 — Exemplo (Lei de Conservacgao de Fluxo)

Processos Estocasticos e Teoria de Filas 13
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A matriz P de probabilidades de transicdo de estados para este exemplo encontra-se
descrita a seguir.

o £ 1
2 2
p_|1 11
3 3 3
21,
3 3
no 1:%Hl+%ﬂl:%1‘[?_+§ﬂ3
Conservacao
do fluxo
no 2:1H2+1H2+EH2 =1H1+1H2+1H3
3 3 3 2 3 3
no 3:&1'[3+21'[3:El'll+ll'[2
3 3 2 3
P

IT, =1/3I1, + 2/ 311,

IT, =1/2I1, +1/3I1, +1/3I1,

combinacdo linear

I1, =1/ 21, +1/311,

IT, +11, +1I1; =1

I1,= 0,323
Resultaem II,= 0,387
I15= 0,290

Processos Estocasticos e Teoria de Filas 14
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1.2.5. TEMPO MEDIO DE 1° PASSAGEM / RECORRENCIA

Seja Nj variavel aleatéria que representa o nimero de estagios necessarios para
atingir j pela 1° vez, partindo de i:

P{N; =n}= fij(”) (distribuicdo do tempo de 1° passagem/1° retorno)
mij = E(Nij) = anij(n)
n=1

e 1°retorno (i =j)

HJ- é fragcdo do tempo que o processo passa no estado j.

m; = 1/HJ- € o periodo médio entre a ocorréncia de j.

e Tempo médio de 1° passagem (i =j)

Condicionado ao estado no estagio 1

m;=1 com probabilidade p;
m;=(1+m,;) com probabilidade pj

m; = Py *1"'2 Pi (1+mkj)

k#j

m; = p; *1+ Z Pi *1"'2 Pic My

k=] k#j

m; =1+ p,;My (10)

k#]j
Exemplo: Servigco de Transporte de Passageiros por um Helicoptero

Consideremos uma cidade com apenas trés helipontos (Barra Shopping (1), Santos
Dumont (2) e Galedo (3)) e um Unico helicoptero, que recolhe o passageiro de um dos
helipontos e os leva até um outro dos helipontos, onde aguardam até que apareca outro
passageiro. Um dnico passageiro (um grupo com o mesmo destino) é atendido de cada vez.

Processos Estocasticos e Teoria de Filas 15
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Se o helicoptero esta brevemente no Galedo, qual é a probabilidade de que ele volte
apos 3 viagens ?

Se 0 helicéptero esta brevemente no Santos Dumont, quantas viagens, em média,
irdo correr até que ele volte ao Santos Dumont?

Em um longo periodo de tempo, qual a fracdo de viagem se destinam ao Barra

Shopping?
1/2 @ 1/2

/3 2/
1/3
W >0

Figura 1.7 — Exemplo (Servi¢o de Transporte de Passageiros por um Helicoptero)

€ a matriz de transicao de estados.

O WIkFrLrN|PF

WlFRPWIFPN| P

wiNpDwWl, O

O grafo mostrado na Figura 1.7 € um recurso muito usado no estudo dos processos
estocasticos, denominado diagrama de transigado de estados.

Solucgéo:
2 5 13]
9 12 36
p3= LI E
54 18 27
4 19 1
|9 54 54

11
Assim a probabilidade de que o helicoptero volte apds 3 viagens é a

Da equacéo (9) temos: lim pirj‘ =11,
n—o0

Utilizando, por exemplo, a calculadora HP podemos obter:
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0,322 0,387 0,29
limP"=|0,322 0,387 0,29
0,322 0,387 0,29

Assim, em um longo periodo de tempo, a fracdo de viagens que se destinam ao
Barra Shopping é de 0,322.

1 , 1 1
Temos que M; =—; Assim M, =—=———=2,583 , que representa o
i I1, 0,387

namero médio de viagens que irdo ocorrer até que o helicdptero volte ao Santos Dumont.

1.2.6. CADEIAS DE MARKOV ABSORVENTES

a) Representacdo Matricial:

R
P = Q
b) Probabilidade de Absorc¢éo (A)

A= [aij], para cada i pertencente aos estados transientes e para cada j pertencente
aos estados absorventes.

o0

q; :Z fij(“), para cada i pertencente aos estados transientes e para cada |
n=1

pertencente aos estados absorventes.

A probabilidade de absor¢cédo sempre depende do estado inicial:

/ @ absorvente — 5 pj \
@ \4 8 = Py + 2 Pudy
\ @ A / ‘
—
transiente transiente
0 1
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a; = p;; +Z Pia, . para cada i pertencente aos estados transientes e para cada |
keT

pertencente aos estados absorventes.

A-Q*A=R
(I-Q)*A=R
A=(1-Q)™"*R (11)

c) Duracdo média do regime transiente

Diz-se que €, € o numero médio de vezes que o estado transiente z € ocupado,

dado que o estado inicial € i, i pertencente aos estados transientes.

Se iz, entdo €, =) P&,
keT

Se i=12,entdo e, :l+z PiCi
keT

E =[e,]. i, z pertencente aos estados transientes.
E=(1-Q)" (12)
di € a duragdo média do regime transiente, dado que o estado inicial é i.

d, = Zeij (13)

jeT

Duracdo media do processo se ele esta no estado i e termina no estado j (rij ):

a; -l

i =a;+ > Py -ay Ty, para i transiente e j absorvente.

k transiente

ij

(OBS: fazendo by =a; -r; e B= {bij }kxl ,teremos B=(1-Q) " xA.)

Exemplo:

Uma floresta é constituida de dois tipos de arvores: aquelas com até 3 metros e as
maiores do que 3 metros. A cada ano 40% das arvores com até 3m morrem, 10% sao
vendidas por $20 cada, 30% permanecem com até 3 metros e 20% crescem para acima de
3m. Das arvores maiores do que 3m a cada ano séo vendidas 50% por $50 cada, 20% por
$30 cada e 30% permanecem na floresta.

a) Qual a probabilidade de que uma arvore, com menos de 3m, morra antes de ser vendida?
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b) Se uma arvore (com menos de 3m) é plantada, qual é o seu valor esperado de venda?

-3 03 02 04 01 0 O
0 0

+3 03 | 0 02 05
P=M |0 0 i1 0 0 0
v20| 0 0 {0 1 0 O
v’o| 0 0 {0 0 1 0
V5o | 0 0 0 0 0 1

E=U—QV={

1,428 0,408 A—ER- 0,571 0142 0,082 0,204
0 1428/ o 0 0285 0714

a) Probabilidade de que uma arvore, com menos de 3m, morra antes de ser vendida:
a_zm= 0,571 =57%

b) Valor esperado de venda, se uma arvore com menos de 3m é plantada:
Vesp = 20*0,142 + 30*0,082 + 50*0,204 = $15,50
1.3. CADEIA DE MARKOV EM TEMPO CONTINUO

Uma cadeia de Markov em tempo continuo e, como a designac¢éo indica uma cadeia
de Markov em que a variavel tempo € continua, representando instantes ou momentos de

Processos Estocasticos e Teoria de Filas 19



COPPE - Universidade Federal do Rio de Janeiro
Programa de Engenharia de Producédo (PEP)

tempo (e ndo periodos de tempo, como para as cadeias em tempo discreto). Assim, uma
cadeia de Markov em tempo continuo € um processo estocastico {X(t), t > 0} com a
propriedade de Markov, ou seja, a propriedade de estar no estado j num momento futuro
depende apenas do estado presente e ndo dos estados visitados em qualquer momento
passado.

Considerando a Grafico 1.1 abaixo, temos:

estado
1
o‘ > T
Gréfico 1.1 - Processo de Markov em Tempo Continuo
pi(jto N _ P, ©n _ o ® (processo homogéneo): probabilidade que o sistema esteja no

estado j, no instante t, dado que ele estava no estado i no instante 0.

P@) = [p"]

No exemplo temos:

P(t) — |: pOO(t) pOl(t):|

plO (t) pll(t)
Suposicdes:

e O processo satisfaz a propriedade de Markov;
e O processo é estacionario;
e A probabilidade de 2 ou mais mudancgas de estado acontecerem num certo intervalo

de tempo A(t) pequeno é zero;
e A probabilidade de uma transicéo de 0 para 1; ou de 1 para 0 em um certo intervalo
de tempo A(t) pequeno é proporcional a A(t) :

Po1(Al) = a(At) (14)
€ plO(At) = ﬂ(At) (15)

Assim temos que:
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Poo(t+ At) = Poo(t) Poo (At) + Py (1) P1o(AL)
Poo(t + At) = Poo(t)[L— Po; (A)]+[1— Poo ()] P10 (AL)
Poo(t+ At) = poo (DL - (At)]+[1— pyo (1)1 B(AL)

Poo(t +AAti ~ Poo(t) =B —(a+ B) Py (t)

Poo(t+ AAti ~ Poo(t) =B~ (a+ B) Py (t)

lim pOO(t + At) B pOO(t)
At—0 At

dpge(t) _

TS = (et B)puol)
dpg, (t) _

B—(a+ ) Po(t)

= f—(a+ ) Py(t)

Integrando ambos os lados, temos:

In[B—(a+ B) Py (1)] —t
—(a+pB)

B—(ar+ ) oo (t) = ce "

Como Py,(0) =1, temos B—(a+pB)=ce’ =—a.

Logo:

ﬂ o —(a+p)t
t) = — 6
Poo (1) a+ﬂ+a+ﬂe (16)

Analogamente, podemos obter:

a a
t)= ———e 17
Po. (1) oy a+ﬂe 17)
_ o B —(a+p)t

1) = _— 18
P (t) a+ﬁ+a+ﬂe (18)

ﬂ ﬁ —(a+p)t
t) = - 19
Pio(t) oy a+ﬁe (19)
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1.3.1. VISUALIZAGAO MATRICIAL

dpoo(t)

dat —0P4o (1) + Py (1)
dpy,(®) _ -
i Py () — By, (1)
% - _aplo(t) + 'Bpll(t)
dpy, (1) _ -

T = apy,(t) — Aoy (t)

dP(t) (t){ “ }; Seja A:{_a “ }
dt -B g =P

Assim temos:

dP(t)

=P(t)A 20
ot (t) (20)

1.3.2. TEMPO ATE A PROXIMA TRANSICAO

Poo (t + At) = Pgo () Poo (At)

Poo (t+ At) = P (L Py (AD)]
Poo (t+ At) = Py (t) — Poo(t) At
Poo (T + At) — Py (1) =— Py, (t) AL
Poo(t+At) — P (t) _

At —0Poo(1)
H pOO(t + At) pOO(t)
lim At = —0Pgo(1)
Ao (t
Pl 0
Poo t)= e (21)

Generalizando

Um processo estocastico continuo é um processo de Markov se: {X(t),t >0},

com espaco de estados enumeravel E, é um processo de Markov se para todot, S>0e

jeE:
P[X(s+t)=j| X(u),u<s]=P[X(s+t)=j| X(s)] (22)

Processos Estocasticos e Teoria de Filas
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O processo sera homogéneo se:
PIX(s+t)=j|X(s)=i]l=p;(t) Vs (23
Discretizando e utilizando a equacédo de Chapman-Kolmogorov temos:

p; (t+At) = Z Pi (1) P (AL)

keE

P(t+ At) = P(t)P(At)
e Célculo de P(At)

Utilizaremos para tal a expansdo em série de Taylor:

Py(A0 =, (0)+ P, (@AY + P, (OAN* + p, (OAY +.

p; (At) = p; (0) + pij‘(o)(At)+§2'

onde: £% —0.

- ﬂ“u‘J
P(At) =1 + A(At) (24)
Retomando, tinhamos anteriormente:
P(t+At)=P(t)P(At) Eqg.C-K
Substituindo o resultado obtido em (24) temos:

P(t+At) = PO[I + A(AD)]
P(t+At)—P(t)
(At)

— P(t)A

dP(t)

=P(t)A
ot (t) (25)
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A é chamado gerador infinitesimal.
e Propriedades de A:

/1” € a taxa de transicéo ou taxa de saida, isto é a velocidade com que se escapa de

um estado i para um estado j.

Z,q,u. =0
j
1.3.3. PROBABILIDADE DE REGIME PERMANENTE (t N oo)

No estudo das cadeias de Markov em tempo continuo interessa conhecer as
probabilidades estacionarias (t - oo) de o processo estar em diferentes estados.

tim PO _jim P(t)A
t-o  dt t—o0
9 jim P(t) = [!im P(t)]/\
dt t—oo —0
iI—I =TIA
dt
As equacdes de regime permanente sdo as que seguem:
0=TIA
(26)
1=1TIle

1.3.4. PROCESSO DE NASCIMENTO E MORTE

Os Processos de Nascimento-Morte sdo processos estocasticos muito utilizados na
descricdo de Sistemas de Filas de Espera, dada a sua particular estrutura: as transi¢cdes de
um qualquer estado s6 s&o possiveis para estados “vizinhos” (i.e., de um estado i para os
estados i+1 ou i-1).

Adotando-se um espaco de estados X ={0, 1, ...} e considerando que cada estado
representa um certo “nivel de populagéo” (exemplo: numero de clientes numa loja, nimero
de mensagens num coletor de chamadas, nimero de produtos a processar, etc.), tais
transicbes podem ser facilmente interpretadas.

A transigcdo do estado i para o estado i+1 sera um “nascimento” (por exemplo,
chegada de um cliente), uma vez que significa um aumento do “nivel da populagéo”.
Enquanto que a transicdo do estado i para o estado i-1 serd uma “morte” (por exemplo,
partida de um cliente), por significar um decréscimo do “nivel da populagao”.
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Considere a Figura 1.8 abaixo.

(L m (Jm(m (Jm()m() |
ollololoBNoloICE

Figura 1.8 — Processo de Nascimento e Morte

Ao A 00

Ao Ay A 0 .
0 Ay Ay Ay

Sendo assim:

Aoo = _ﬂm

211 = _(210 + le)

ﬂnn = _(ﬂn,n—l + /In,m-l)

Por questdo de simplicidade de notacdo usaremos:

A=Ay Ap=A, Ayy=4Ay e
Ao=Uy, Ay =U,y, Ay =Ug, ...

Uma outra abordagem para o problema é usando a Lei de Conservacgao do Fluxo:

FLUXO QUE SAI = FLUXO QUE ENTRA

0=TIIA
1=TIIe
0: A1y =u 1L

L HOAO1+H1211+H22’2120
I, 24 +IL[-(4 +u,)]+11,u, =0
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ILIA +u)]=11, 4, +11,u,
Hl(ﬂi +u1)_H2(ﬂ2 +U2)+H3 u, =0
(ZQ +U2)H2 :ﬂ:LH1+H3 u,

Resolvendo o sistema temos:

H{l+ﬁ+ﬁ+%+..}=l

ul u2ul u3u2ul
Para resolvermos o sistema é necessario que a série a convergéncia da série.

1.3.5. PROCESSO DE POISSON

Considere a Figura 1.9:

DloToroNglolca

Figura 1.9 — O processo de Poisson

Equacédo de Chapman-Kolmogorov (equivalente no caso continuo):

dP(t)

= _p(t)A
dt
A A0 0 Poo®  Por®)  Por(®)
ALl O A A O IRe® Pu®  Pa)
0 0 -4 4. .. . .

Da linha ¢ temos:
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dpoo(t)
e —APgo(t)

dp,, (t)
dt
dpy, (1)
dt
den (t)
dt

= lpoo(t) - lpm(t)
= ﬂvpm(t) - /Ipoz (t)

= ﬂ“po,n—l (t) - lpon (t)
Resolvendo o sistema para a linha ¢ temos:

Poo(t)
In py,(t) =—At+c
Dyo(t) =ce™; como p,,(0) =1, segue que c=1.

-t
Poo (t)=e (27)
Assim o tempo de permanéncia no estado tem distribuicdo exponencial.

den (t)

dt + /1p0n (t) ﬂpo n-1 (t)

Multiplicando ambos os lados da equacéo por e ™ temos:

{ Por ), 20, (t)} &" APg04 (1)

de™ p,. (t
—;On( ) = eltﬂ'po,n—l(t)

Para n =1 temos:

de™ Py (1) _ 1o
dt

de” py () _
dt

e" py (1) = At +d
Py (1) = (At +d)e™, como py (0)=0 temos:
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Por (t) = lteiﬂ

Pon (1) = (ﬂ“r:,) e (28)

O numero de eventos tem distribuicdo de Poisson, com parametro At, que € o
ndmero esperado de eventos ocorrendo no periodo t.

1.3.6. TEMPO ENTRE EVENTOS CONSECUTIVOS

Seja T, a variavel aleatéria correspondente ao tempo entre o (n-1)-ésimo e on-

ésimo evento.

Assim T, é o tempo até que o primeiro evento ocorra.

Py, (t) = P[nenhumeventoocorranotempot |

P (t) = PIT, > ]
P[T, >t]=¢™"
P[T, <t]=1-¢™*

Generalizando, temos que:
I:){(Tn+1 _Tn) < t} =1- e_M (29)

Portanto, o tempo entre eventos consecutivos em um processo de Poisson tem
distribuicdo exponencial.

1.3.7. SUPERPOSICAO DE PROCESSOS DE POISSON
Se A é um processo de Poisson com taxa A, e B é um processo de Poisson

com taxa Ay entdo C também é um processo de Poisson com taxa A, = A, + 45

1.3.8. DECOMPOSICAO DE PROCESSOS DE POISSON

Se A é um processo de Poisson entdo B e C serdo processos de Poisson se a
separacao for probabilistica e independente.
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1.3.9. TEOREMA DE KHINTHINE

A superposicdo de um grande numero de processos de renovacao (tempos entre
eventos independentes e identicamente distribuidas — i.i.d) € aproximadamente um processo
de Poisson.
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1.4. EXERCICIOS PROPOSTOS DE PROCESSOS ESTOCASTICOS

01) Uma floresta é constituida de dois tipos de arvores: aquelas com até 3 metros e as
maiores do que 3 metros. A cada ano 40% das arvores com até 3m morrem, 10% sao
vendidas por $20 cada, 30% permanecem com até 3 metros e 20% crescem para acima de
3m. Das arvores maiores do que 3m a cada ano sédo vendidas 50% por $50 cada, 20% por
$30 cada e 30% permanecem na floresta.

a) Qual a probabilidade de que uma arvore, com menos de 3m, morra antes de ser vendida?
b) Se uma arvore (com menos de 3m) é plantada, qual é o seu valor esperado de venda?

02) Com a chegada da civilizagao, os indios da Aldeia Taipan resolveram instituir um sistema
de previdéncia social, para o que contaram com a ajuda de um consultor, Mestre em
Engenharia de Producéo. A primeira etapa do estudo do consultor consistiu em classificar os
indios em trés grupos: criancas, trabalhadores e aposentados. Logo em seguida, utilizando a
excelente memaria dos indios, ele inferiu os seguintes dados: durante um periodo de um
ano, 959/1000 de todas as criangas permanecem criancas, 40/1000 se tornam adultos
trabalhadores e 1/1000 delas morrem; além disto, ainda durante um dado ano, 960/1000 de
todos os adultos trabalhadores permanecem adultos trabalhadores, 30/1000 se aposentam e
10/1000 falecem. A taxa de mortalidade dos aposentados é de 50/1000 a cada ano. O
namero de nascimentos € de 1000 crian¢as por ano.

a) Supondo que a populacdo da Aldeia estd em regime permanente determine a sua
populagdo, bem como sua estrutura etéria (nos trés grupos mencionados).

b) Cada aposentado recebe uma pensao de $ 5.000 por ano. O fundo de penséo é custeado
pelos pagamentos dos adultos trabalhadores. Com quanto cada adulto trabalhador deve
contribuir, por ano, para o fundo de penséao?

03) No jogo de Craps, nés jogamos um par de dados de seis faces. No primeiro langcamento,
se tirarmos 7 ou 11 nés ganhamos imediatamente. Se tirarmos 2, 3 ou 12 perdemos
imediatamente. Se o resultado do primeiro lancamento for 4, 5, 6, 8, 9, 10 nés continuamos a
lancar os dados até obtermos um 7, quando perdemos, ou até obtermos o mesmo resultado
gue o primeiro langcamento, quando ganhamos. Use 0s seus conhecimentos de Cadeias de
Markov para determinar nossa probabilidade de vit6ria.

04) A Gazeta da Producéo tem as seguintes informacfes a respeito de seus assinantes:
Durante o primeiro ano 20% dos assinantes cancelam suas assinaturas. Daqueles que
completaram o 1o ano, 10% cancelam sua assinatura no 20 ano. Daqueles que assinam por
mais de 2 anos 4% irdo cancela-los durante algum dos proximos anos. Em média qual a
duracéo de uma assinatura da Gazeta da Producéo?
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05) O tempo em Pedra Azul pode ser descrito, como dependente do tempo nos dois Ultimos
dias, pelo seguinte mecanismo: (i) se os Ultimos dois dias foram ensolarados entédo existe
95% de chance de amanha também ser ensolarado; (ii) se ontem esteve chuvoso e hoje
ensolarado entdo com 70% de chance amanhd sera ensolarado; (iii) se ontem estava
ensolarado e hoje esta chuvoso entdo amanha serd um dia chuvoso com 60% de chance;
(iv) se os dois ultimos dias foram chuvosos entdo amanha sera um dia chuvoso com 80% de
chance.

E possivel modelar o tempo em Pedra Azul como uma cadeia de Markov? Explique porque e
construa o diagrama de transicao de estados.

06) Suponha que no mercado existem apenas duas marcas de cerveja Mharba e Artica.
Dado que a ultima compra de uma pessoa foi uma de Mharba, existe 90% de chance de que
sua proxima compra seja de Mharba. Dado que a Ultima compra de uma pessoa foi de Artica
existe uma probabilidade de 80% de que sua proxima compra seja de Artica.

a) Represente o problema por uma cadeia de Markov, apresentando a matriz de
probabilidades de transicdo e o diagrama de transicdo de estados.

b) Dado que uma pessoa acabou de comprar Mharba quanto tempo seri necessario para
que outra compra de Mharba seja realizada? E de Atica? Como vocé interpreta o tempo
neste caso?

¢) Suponha ainda que cada consumidor faca uma compra de cerveja por semana (1 ano = 52
semanas), e que existam 100 milhdes de consumidores de cerveja. Uma unidade de cerveja
€ vendida por $2 e custa a cervejaria $1. Por $500 milh&es por ano uma firma de propaganda
garante diminuir de 10% para 5% a fracéo dos clientes de Mharba que mudam para Artica
depois de uma compra. Deve a cervejaria Mharba contratar a empresa de propaganda?

07) Uma companhia com um véo as 7h45 da manha entre Rio e Brasilia ndo quer que o véo
se atrase dois dias seguidos na mesma escala. Se o vdo sai atrasado um dia, a companhia
faz um esforgo especial no dia seguinte para que o vdo saia no horario, e obtém sucesso em
90% das vezes. Se o vbo ndo saiu atrasado no dia anterior, a companhia ndo toma
providéncias e o v6o sai como escalado em 60% das vezes. Que percentual de vezes o vbo
sai atrasado? Qual o tempo médio entre dois vbos no horario?

08) A Abaco sistemas de computaGao registra a cada semana uma demanda equiprovavel
de 1 ou 2 de seu modelo A500. Todos os pedidos devem ser atendidos do estoque existente.
Duas politicas de estoque estdo sendo consideradas:

Politica I: Se o estoque é de 2 ou menos unidades, coloca-se um pedido de forma que o
estoque inicial na préxima semana seja de 4 unidades.

Politica 1l: Se o estoque é de 1 ou menos unidades, coloca-se um pedido de forma que o
estoque inicial na préxima semana seja de 3 unidades.

Os seguintes custos s&o observados na Abaco:

« Custo de comprar um computador: $4.000

* Custo de manter o computador em estoque $100/semana.computador,
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* Custo de efetuar um pedido $500 (além do custo de $4.000 por computador).
Qual politica tem o menor custo semanal esperado?

09) O programa de treinamento de supervisores de producdo de uma determinada
companhia consiste de duas fases. A fase 1 a qual envolve 3 semanas de aula teérica, é
seguida da fase 2 a qual envolve 3 semanas de aprendizagem pratica. Pelas experiéncias
anteriores, a companhia espera que somente 60% dos candidatos da fase tedrica passem
para a fase pratica, com o0s 40% restantes sendo desligados do programa de treinamento.
Dos que fazem a parte pratica, 70% sao graduados como supervisores, 10% enviados para
repeti-la e 20% dispensados.

a) Desenhe o diagrama de transicdo de estados.

b) Quantos supervisores pode a companhia esperar formar de seu programa normal de
treinamento, se existem 45 pessoas na fase tedrica e 21 na fase préatica?

10) No instante 0, eu tenho $1. Nos instantes 1, 2, 3, ... eu jogo um jogo no qual eu aposto
$1. A cada lance tenho uma probabilidade p de ganhar $1 e probabilidade g= 1 - p de
perder $1 Meu objetivo € aumentar meu capital para $4, e tdo logo eu o consiga eu saio do
jogo, assim como se eu ficar sem nenhum dinheiro.

a) Construa a matriz de probabilidades de transicdo e o diagrama de transicdo de estados
para a cadeia de Markov que modela o jogo.

b) Apés 2 jogadas qual a probabilidade que eu tenha $2 ? E $37?

¢) Porque néo é razoavel para este jogo falar em probabilidades de regime permanente?

11) O livro de didatico "PO - A Solucao" vende 1 milhdo de exemplares a cada ano. Alguns
dos leitores conservam o livio enquanto outros vendem o livro de volta para a livraria.
Suponha que 90% de todos os estudantes que compram um novo livro o vendam de volta,
que 80% dos estudantes que compram o livro com um ano de uso o vendam de volta e que
60% dos estudantes que compram um livro com dois anos de uso o vendam de volta. Os
livros com 4 ou mais anos de uso ja estdo muito usados e ndo sdo mais negociados.

a) Em regime permanente, quantos novos exemplares do livro pode a editora esperar vender
do livro?

b) Suponha que o lucro da livraria com cada tipo de livro seja de $6 por um livro novo, $3 por
um livro com 1 ano de uso, $2 por um livro com 2 anos de uso e de $1 por livro com 3 anos
de uso. Qual o lucro esperado por livro vendido?

12) Trés bolas séo divididas entre 2 caixas. Durante cada periodo uma bola é escolhida
aleatoriamente e trocada para a outra caixa.

a) Calcule a fragdo do tempo que uma caixa ird conter 0, 1, 2 ou 3 bolas.

b) Se a caixa 1 ndo contém bolas, em média quanto tempo serd decorrido até que ela
contenha 1, 2 e trés bolas ?
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13) Classifique os diversos estados das cadeias de Markov a seguir, dadas por sua matriz de
transicdo. Calcule as probabilidades estacionarias.

07 03 0]
aP=[0 08 02

04 03 03]
[1/6 1/3 1/2]
b) P=|1/6 1/3 1/2
11/6 1/3 1/2]

[1/4 3/8 3/8
c)P=| 0 0 1
0 1 0

[1/2 0 1/2
gP=[0 1 0
2/5 0 3/5

2/3 0 0 1/3
0 1/5 4/5 O
0 1/4 3/4 O

1/8 0 0 7/8

14) Dois jogadores jogam uma moeda honesta. Se der cara o jogador | paga R$1 ao jogador
Il, se der coroa é o jogador Il que paga R$1 ao jogador I. Considere que a quantidade total
de dinheiro em jogo (isto é a soma das quantias possuidas pelos dois jogadores) é de R$5.
Modele o jogo como uma cadeia de Markov. Dado que o jogador | comecgou 0 jogo com R$3,
calcule o tempo esperado do jogo e a probabilidade de que cada um dos jogadores venca o
jogo (isto é alcance R$5).

15) Quatro meninos (A, B, C e D) brincam de lancar disco. Se o menino A recebe o disco
lanca-o para B, C ou D com iguais probabilidades; se C recebe o disco lanca-o para A ou D
com iguais probabilidades; se B ou D recebem o disco, ficam com o mesmo. Modele o
problema como uma cadeia de Markov. Desenhe também o diagrama de transicdo de
estados.

a) Se o disco estd com C qual a probabilidade de D ficar com o disco?

b) Se A esta com o disco qual a probabilidade do disco terminar com B?
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16) Considere um jogador que a cada lance de um jogo tem uma probabilidade p de ganhar
uma unidade e probabilidade q= 1 - p de perder uma unidade. Assumindo que sucessivos
lances sado independentes qual é a probabilidade que comegando com i unidades a fortuna
do jogador alcance n antes de chegar a 0?

17) Uma loja de maquinas fotograficas estoca um modelo de maquina fotografica particular
gue pode ser encomendado semanalmente. Sejam Dy, Do, ..., D;,... variaveis aleatérias que
representam a demanda pelas maquinas durante a semanai. Seja X, 0 estoque existente
de maquinas, e X; o nimero de maquina disponiveis ao final da semana i. Sdbado a noite a
loja faz uma encomenda que sera entregue em tempo para a abertura da loja na 2° feira. A
politica de encomendas da loja é (s,S)=(1,3); ou seja, se no Sabado a noite a quantidade de
maquinas em estoque for menor que s=1 (nenhuma maquina em estoque), entdo a loja
encomendara (até) S=3 maquinas; caso contrario nenhuma maquina sera encomendada. E
suposto que haja perdas de vendas quando a demanda exceder o estoque disponivel. As
variaveis aleatérias podem ser avaliadas iterativamente pela expressao:

_ max{(3-D,.,).0},seX, <1
“ 7 I max{(X, - D, )0}seX, =1

Considerando que a demanda tem uma distribuicdo de Poisson com média 1, a matriz de
transicdo de uma etapa € dada por:

0.080 0.184 0.368 0.368

0.632 0.368 0 0
P = 0.264 0.368 0.368 0

0.080 0.184 0.368 0.368

a) Descreva como a matriz de transi¢c6es pode ter sido obtida.

b) Se o processo iniciou com um estoque de 3 maquinas qual o tempo esperado para que o
estoque se esgote ?

¢) Qual a probabilidade de encontrar o estoque com 0, 1, 2, 3 e 4 maquinas ?

d) Qual o tempo médio entre duas encomendas?

18) Um naturalista est4 observando o comportamento de um sapo em um pequeno lago, no
qual ha 4 ninféias (plantas aquaticas). O sapo circula entre estas 4 plantas pulando de uma
para outra, as quais sdo numeradas arbitrariamente de 1 a 4. A probabilidade do sapo pular
de uma planta para outra é inversamente proporcional a distancia entre elas (isto é, o sapo
prefere pular para uma planta mais perto do que para uma mais longe). As distancias entre
as plantas séo:

2 3 4
1 6/5 |2 3/2
6/7 |1/2
3 3/4
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a) Defina a matriz de transicao

b) Calcule as probabilidades de regime permanente

c) Interprete estas probabilidades em termos do comportamento do sapo.

d) Explique, do ponto de vista do sapo, o que significam as hipoteses de Markov e de
estacionariedade.

19) Se-segura Companhia de Seguras classifica seus clientes de acordo com seu historico
de acidentes (do cliente). Um cliente que néo tenha tido nenhum acidente nos ultimos dois
anos tem uma anualidade de $100. Clientes que tenham tido acidentes em ambos os anos
tem uma anualidade de $400. Clientes que tenham tido acidente em somente um dos ultimos
dois anos tem uma anualidade de $300. Um cliente que tenha tido um acidente no ultimo
ano tem 10% de chance de ter um acidente no ano corrente. Se o cliente néo tiver tido
nenhum acidente no ultimo ano ele tem 3% de chance de ter um acidente no ano corrente.
Para um dado ano, qual é a anualidade média paga por um cliente da Se-segura?

20) DOFOGO é uma companhia produtora de fogbes, famosos pela sua qualidade. A
companhia tem uma politica de 2 anos de garantia, onde ela garante a substituicdo de
qgualquer fogdo que falhe durante este periodo. A companhia estad planejando fazer uma
campanha promocional onde pretende estender a garantia para trés anos. Como forma de
avaliar o impacto desta nova politica foram coletados os seguintes dados: 3% dos fogdes
novos falham durante o primeiro ano de operacéo; 5% dos fogbes com mais de um ano de
uso falham durante o segundo ano de operacdo; 7% dos fogdes com mais de dois anos de
uso falham durante o terceiro ano de operacdo. Observe que um fogédo substituido ndo &
coberto pela garantia.

a) Use cadeias de Markov para predizer quantos fogdes deverdo ser repostos com a nova
politica.

b) Supondo que o custo de repor um fogéo seja de $100 e que a DOFOGO venda 10.000
fogdes por ano, qual o impacto monetario da mudanca de politica de garantia?

21) O proprietario de uma barbearia de uma sé cadeira est4 pensando em expandi-la devido
ao fato de haver muita gente em espera. As observaces indicam que durante o periodo de
tempo requerido para cortar o cabelo de uma pessoa, podem haver 0, 1 2 e 3 novas
chegadas com probabilidade 0,3; 0,4; 0,2; 0,1; respectivamente. A cada tem capacidade
fixa de 6 pessoas, incluindo aquela que estiver cortando o cabelo.

a) Desenhe o diagrama de transicdo de estado e determine a matriz de probabilidade de
transicao.

b) Determine a probabilidade que a casa esteja lotada.

¢) Dado que a casa esta lotada quanto tempo demora até que ela esteja completamente
vazia?
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22) Suponha que vocé conduziu uma série de testes sobre um procedimento de treinamento

e verificou que a seguinte matriz de probabilidades descreve o conjunto de respostas
“corretas e incorretas”

(j+1)-ésimo teste
Correto Incorreto
j-ésimo Correto 0,95 0,05
teste Incorreto 0,01 0,99

a) Que proporcao de respostas corretas se pode esperar de um estagiario “absolutamente
treinado”?

b) Que propor¢éo de respostas corretas se pode esperar de um estagiario apds quatro
repeticbes do procedimento, caso a resposta inicial seja igualmente possivel de ser correta
ou incorreta?

c) Qual a probabilidade de que se obtenha, pela primeira vez, uma resposta correta,
exatamente quatro tentativas apds uma resposta incorreta?

d) Qual o nimero médio de tentativas para que se obtenha uma resposta correta apés ter
obtido uma resposta incorreta?

23) Um jogador joga um “jogo limpo” no qual as chances sao 2 contra 1. Em outras palavras
ele tem 1/3 de probabilidade de ganhar e 2/3 de perder. Se ganhar, ganhara $2. Se perder,
perdera $1. Suponha que os recursos totais do jogador e do seu oponente sejam $N. Se o
capital de qualquer um dos jogadores cair abaixo do ponto em que eles pudessem pagar
caso perdessem 0 jogo seguinte o jogo termina.

a) Desenhe o diagrama de transicao de estados e determine a matriz de transicéo.

b) Suponha que os dois jogadores concordem em que se o capital de qualquer dos dois cair
para $1, eles fardo o préximo jogo com chances iguais — ganhardo ou perderdo $1, com igual
probabilidade. Desenhe o diagrama de transicdo de estados e determine a matriz de
transicdo para este caso.

c) No caso descrito na letra (b) suponha que o jogador 1 tem $3 e o jogador 2 tem $2, qual a
probabilidade do jogador 1 ganhar o jogo ?

d) Quantas jogadas durara o jogo?

24) Perfura-se um pogo e, a medida que a perfuracdo avanga, uma série de perfis sdo
realizados. Suponha que 0 poco possa ser classificado em quatro estados, rotulados como
se segue: Em curso; Com desvio ligeiro, Com desvio acentuado, Abandonado (por estar tdo
fora de curso, que ndo se consegue mais atingir o alvo). Suponha ainda que X, represente o
estado do sistema apds a h-ésima corre¢cdo de curso e que o comportamento do po¢o possa
ser modelado por uma cadeia de Markov, com a seguinte matriz de probabilidade de
transicao:
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P= 12 14 1/4 0
0 12 14 1/4

a) Se o po¢o comegou com um desvio ligeiro, qual a probabilidade de que ele eventualmente
entre em curso?

b) Se o poco tem chances iguais de comecar com desvio ligeiro e acentuado, qual a
probabilidade de que ele eventualmente entre em curso?

25) Na teoria de andlise de crédito, determinados autores verificaram que a estimativa dos
valores considerados como devedores duvidosos costuma seguir dois passos basicos
descritos a seguir: Classificam-se as contas por idade, que refletem o estado em que a conta
se encontra: um més de atraso, dois meses de atraso, etc.

Estima-se uma expectativa de perda para cada estado, geralmente com base na politica da
empresa, situa¢cdo econdmico-financeira do cliente e outros fatores relevantes para a analise
do crédito. O segundo tépico merece uma analise mais detalhada, sendo que atualmente
diversos métodos, principalmente na area de econometria, estdo sendo desenvolvidos.
Entretanto, € possivel desenvolver um método para estimar a probabilidade de devedores
duvidosos, com base nas Cadeias de Markov, através do atraso e da inadimpléncia existente
para uma determinada carteira de crédito de uma instituicdo financeira. Se em uma
determinada data fizermos um levantamento de uma carteira de crédito, poderemos
facilmente verificar os seguintes estados das contas em carteira:

Ao = valores a serem recebidos que ainda ndo venceram, ou seja, estdo em dia ou com 0
(zero) meses de atraso;
A; = valores a serem recebidos que estdo com 1 més de atraso;

A, = valores a serem recebidos que estdo com n meses de atraso;

Essa disposicao corresponde a uma classificacdo da idade das contas a receber, sendo o
estado Ay a conta que estd em dia, A; a conta com um més de atraso, e assim por diante. A,
€ a situacdo dos considerados incobraveis. Na pratica o nimero de idades das contas pode
variar de instituicao para instituicdo ou por categorias de crédito, tais como crédito imobiliario,
leasing, financiamentos diretos ao consumidor e qualquer outro tipo de operacao de crédito.
Se considerarmos um levantamento de contas a receber provenientes do periodo i para o
periodo seguinte i + 1, que denominaremos de j , a conta podera ser classificada com
relacdo a esses dois indices, o periodo anterior e 0 periodo em que se encontra no momento
atual. De forma geral, teremos Aj igual ao levantamento da categoria k no tempo i + 1, o qual
€ proveniente da categoria j no tempo i. Para considerarmos todas as possiveis categorias
devemos acrescentar mais uma categoria aquelas descritas anteriormente. Trata-se da
categoria correspondente aos titulos classificados como pagos, que serdo descritos
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como“Pag”. Valores classificados em qualquer categoria no periodo i podem mover-se para a
categoria dos titulos pagos ou para qualquer outra categoria de 0 a n no periodo i + 1. Iremos
adotar os procedimentos recomendados pelo Banco Central do Brasil, através da resolugéo
2.682, que determina que os créditos vencidos ha mais de 60 (sessenta) dias, sem garantias,
sejam transferidos para as contas de Créditos em Liquidacéo.

Em 1° de margo foi levantada uma amostra de 1050 contas, e em 31 de marco foi verificado

0 comportamento dessas contas:

De 01/03 a 31/03 Integ. Pg | Em dia | Atraso -1 més | Atraso —2 meses | Perda | Total
Emitidas até 28/02 150 100 150 0 0 400
Emitidas até 31/01 120 90 90 150 0 450
Emitidas até 31/12 30 40 40 60 30 200

A primeira linha significa que, das faturas emitidas no més de fevereiro, num total de 400,
150 foram pagas, 100 ainda ndo venceram e 150 venceram e n&o foram pagas, contando o
atraso de um més. A segunda linha mostra que, de 450 faturas emitidas no més de janeiro,
120 foram pagas, 90 ainda ndo venceram, 90 apresentam atraso de um més e 150 com
atraso de dois meses. Finalmente, a Ultima linha mostra que, de 200 faturas emitidas no més
de dezembro, além da sequiéncia de pagamentos e atrasos, 30 correspondem a perda, ou

seja, atraso superior a 2 meses.

Seja uma carteira de crédito total de R$ 1.000.000,00, conforme mostramos a seguir:

Situagdo da Carteira Valor (R$)

Contas em dia 800.000
Contas com atraso de 1 més 120.000
Contas com atraso de 2 meses 80.000
Valor da carteira 1.000.000

Calcule o valor esperado que sera pago.
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2. TEORIA DE FILAS

2.1. INTRODUCAO E CONCEITOS BASICOS

A teoria das filas envolve o estudo matematico das “filas”, ou filas de espera. Filas
podem existir na forma de pessoas ou objetos esperando algum tipo de servico ou podem
existir num sentido mais abstrato, ou seja, ndo tdo visivel, como uma “fila” de navios
esperando para atracar em um porto.

Um modelo ou sistema de filas pode ser brevemente descrito da seguinte forma:
usudrios (ou fregueses ou clientes) chegam para receber um certo servigco e, devido a
indisponibilidade de atendimento imediato, formam uma fila de espera. A Figura 2.1 ilustra
esta idéia. Os termos usuario e servico sao usados com sentido amplo. Podemos estar nos
referindo a carros que chegam a um posto de pedagio, maquinas que esperam para serem
consertadas, pecas que seguem uma linha de montagem ou mensagens que Sao
transmitidas pelos canais de comunicacdo. Uma rede de filas é formada por varias filas que
se interconectam entre si de modo que o usuario ao sair de uma fila pode (com uma certa
probabilidade) dirigir-se a outra. Nas redes abertas ha fluxo de fregueses entrando e saindo
do sistema. Por outro lado, h& redes fechadas nas quais o nimero de usuérios permanece
inalterado, isto €, ndo ha movimentacao de usudrios para dentro ou para fora do sistema. Um
servico de manutencdo de maquinas pode ser visto como uma rede fechada onde M
maquinas se alternam entre os centros de manutencdo e de operacdo. Dessas definicdes
basicas, ramificam-se um sem numero de outros modelos de filas adequados as varias
areas, sempre na busca de melhor representar a realidade.

Fonte de | Clientes . Sistema de |Clientes i
chegadas [ Fila|l[llll  |— servico servidos= Partidas

Sistema de filas

Figura 2.1 - O Processo de Fila Bésico

Em aplicacdes, o estudo dos modelos de filas tem como objetivo a melhoria de
desempenho do sistema, entendida, entre outros aspectos, como melhor utilizacdo dos
recursos de servigo disponiveis, menor tempo de espera e mais rapidez no atendimento. O
pioneiro neste estudo foi A. K. Erlang que, no comeco do século, como engenheiro da
companhia dinamarquesa de telefones, estudou o problema de congestionamento das linhas.
A Telefonia permaneceu a principal aplicacdo de teoria das filas até por volta de 1950. A
partir dai, um grande nimero de areas tem utilizado essa ferramenta e a vasta literatura é o
melhor indicador dessa expansao.
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2.1.1. PORQUE FILAS SAO ESTUDADAS

As filas sdo estudadas porque em toda fila, embora nem sempre se perceba, existe
embutido um problema econdmico e este problema econémico surge porque em qualquer fila
existem dois custos envolvidos: o custo da fila e o custo do servico.

Para exemplificar o que vem a ser estes dois custos, vamos usar o exemplo citado
acima sobre o processo de atracacdo de navios em um porto. Em qualquer porto, existem os
locais onde os navios podem atracar. Estes locais sdo chamados “bergos”. Assim o numero
de bercos da o nimero maximo de navios que podem atracar em um porto. Por sua vez, a
legislacdo internacional que regulamenta o trafego maritimo determina que se ao chegar a
um porto (obviamente na data certa), ndo houver berco para atracar, a administracdo do
porto tem que indenizar a companhia, dona do navio, pelo tempo que ele ficar ao largo
esperando berco livre para atracar. Em resumo quando, por qualquer motivo, todos os
bercos de um porto estdo ocupados, os navios que chegam formam uma fila (I6gica)
aguardando sua vez.

O custo do servico é o custo de construir e manter em funcionamento os bercos de
atracacdo. Quanto mais bercos oferecidos, ou seja, quanto maior o nivel de servigco
oferecido, maior este custo.

O custo da fila € o custo que a administracdo do porto tem pelo pagamento das
indenizacBes aos navios que esperam na fila. Este custo é inversamente proporcional ao
custo do servigo (nimero de bercos). Se existem poucos bercos o custo da fila sera grande,
mas o custo do servigo serd pequeno. Ja se existirem muitos bergos, o custo do servigo sera

grande, mas em compensacdo, como a fila sera pequena, o custo da fila sera pequeno.

2.1.2. PRINCIPAIS CARACTERISTICAS DE UMA FILA

Algumas das caracteristicas basicas de uma fila como: chegadas, servico de
disciplina de atendimento e capacidade de espera serdo descritas a seguir.

(a) Chegadas

O processo de chegada (arrival process) € a descricdo de como 0s usuarios
procuram o servi¢go. Se eles chegam a intervalos fixos de tempo, o processo de chegadas é
dito constante ou deterministico. Por outro lado, se as chegadas sao aleatérias no tempo,
elas formam um processo estocastico e € necessario descrever suas propriedades
probabilisticas.

A suposi¢do mais comum é de que as chegadas formam um processo de renovacao,
isto é, os intervalos entre chegadas séo independentes e identicamente distribuidos. Em
geral, é também assumida a independéncia em relacdo ao servico, mas é possivel aplicar

um processo de renovacdo para as chegadas, condicionado a situacdo do servico. O
processo de Poisson € um processo de renovagdo com distribuicdo exponencial e € um dos
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mais utilizados para modelar as chegadas. Além de descrever, com boa aproximacao,
diversas situacBes praticas, os processos de Poisson incorporam facilidades no tratamento
matematico proporcionadas pela “falta de memoéria” da distribuicdo exponencial. As
distribuicdes de Erlang e hiperexponencial sdo também bastante utilizadas. Modelos mais
complicados envolveriam possiveis dependéncias entre as chegadas como, por exemplo, a
situacdo onde uma chegada de certo tipo aumentaria ou diminuiria a chance de ocorréncia
de outro tipo de chegada.

As chegadas mencionadas acima podem ser unitarias ou em um bloco (batches).
Neste caso, além do tempo entre chegadas, também o tamanho dos blocos é aleat6rio. Por
exemplo, em aeroportos internacionais, a chegada de passageiros de um certo vo ao posto
alfandegario se da em bloco, onde o tamanho do bloco é a lotacédo do avido.

Existem situagcBes em que as chegadas dependem do numero de usuarios no
sistema, podendo até ocorrer a situagdo em que uma chegada néo se junta a fila. Isto pode
ocorrer por decisdo do usudrio ou por limitacdo no espaco para espera. O caso classico,
conhecido como sistema com perda (loss system), originou-se do estudo de trafego
telefénico onde o usuario completa a chamada ou obtém sinal de ocupado e é excluido do
sistema. Chegadas com usuarios impacientes, que abandonam a fila apds algum tempo de
espera, podem também ser modeladas.

(b) Servico

Da mesma forma que o processo de chegada é possivel considerar o tempo de
servico como sendo deterministico ou aleatdrio. A distribuicdo do tempo de servico pode
depender do estado do sistema ou, até mesmo do tipo de usuario a ser servido. Porém a
hip6tese mais simples € a de independéncia, isto €, o servico é um processo de renovagao.
Dentre as distribuicdes mais usadas destacam-se a exponencial, Erlang e hiperexponencial.
O numero de servidores disponiveis para o atendimento a uma mesma fila também deve ser

especificado. Neste caso, € comum mencionar 0s servidores estdo em paralelo numa
referéncia a estarem atendendo uma mesma fila.

(c) Disciplina de Atendimento

A disciplina de atendimento se refere a maneira como 0S usuarios serdo
selecionados para receber servico. No nosso cotidiano os atendimentos, em geral, se dao
pela ordem de chegada. A fila no caixa do supermercado, a retirada de carros de um
estacionamento e a compra de ingressos para o cinema séo exemplos dessa disciplina, que
serd referida como FCFS (do inglés, first come first served). Em aplicag6es, outras disciplinas
podem aparecer. A disciplina LCFS (last come first served) pode ser usada em modelos de
arquivo ou de busca em disco rigidos. O servico em ordem aleat6ria, independente do tempo
de chegada, pode servir de modelo para alguns sistemas computacionais. Outra disciplina,
gue tem aplicacdo em computacdo € a do processamento ou tempo compartilhado
(processor or time sharing) que é definida pela dedicacao, a todos os usuarios presentes no
sistema, de uma pequena quantidade de servico de cada vez. Assim, em rodadas
sucessivas, 0 usuario vai recebendo sua dose de atendimento até que sua requisi¢ao total de
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servico seja completada. A disciplina de atendimento pode ainda estabelecer prioridades
entre usuarios de modo a atender primeiro os de alta prioridade. Em alguns modelos o
servico pode até ser interrompido para dar lugar a um usuario de prioridade mais alta.
Quando modelos com prioridade sdo adotados é necessario especificar como se dara a
ordem de atendimento dentro da mesma classe de prioridade e, em geral, FCFS é utilizada
nestes casos.

(d) Capacidade do Sistema

E muito comum haver uma limitagdo fisica no numero de usuérios que podem
esperar. Se a capacidade total estiver ocupada, o usuario ndo podera entrar no sistema e
sera perdido ou desviado para outro centro de servico. Essa limitacdo se relaciona com a
chegada, mas a decisdo de nao se juntar a fila ndo é do usuario e sim do sistema de servico.

Uma fila é caracterizada pelo maximo nimero permissivel de clientes que ela possa
conter. As filas sdo chamadas de infinitas ou finitas, de acordo com esse namero ser infinito
ou finito. A suposi¢do de uma fila infinita & o padrdo para a maioria dos modelos de fila,
mesmo para situacdes em que na verdade exista um limite superior finito (relativamente
grande) no nimero permissivel de clientes, uma vez que tratar com um limite superior seria
um fator de complicagdo na andlise. Entretanto, para sistemas de filas em que este limite
superior € suficientemente pequeno, para que seja, de fato, alcancado com alguma
frequéncia, torna-se necessario supor uma fila finita.

Variando as caracteristicas (a) a (d) acima, podemos obter um grande nimero de
modelos, conforme sera apresentado a seguir.

2.1.3. NOTACAO DE KENDALL

O professor D. G. Kendall criou, em 1953, uma notacéo para sistemas de filas que &
hoje largamente utilizada. A nota¢@o consiste na forma A/B/c/K/Z, onde A descreve a
distribuicao do tempo entre chegadas, B a distribuicdo do tempo de servico, ¢ 0o niumero de
servidores, K a capacidade da fila de espera (alguns autores definem K como capacidade
total de usuéarios no sistema) e Z a disciplina de atendimento.

Algumas escolhas para A e B sdo as seguintes:

M: Distribuicdo Exponencial (de memoryless)
Ey: Distribuic&do de Erlang-k

D: Distribuicdo Deterministica ou degenerada
u: Distribui¢do Uniforme

G: Distribuicdo Geral (ndo especificada)

A omisséo de K e Z na representagdo acima indica que a fila tem capacidade infinita
e disciplina FCFS. Por exemplo, a fila M/G/1 tem chegadas exponenciais, 0 servico com
distribuicao geral e um servidor, ndo héa limite na sala de espera e o atendimento € na ordem
de chegada. Por outro lado, a fila G/E2/3/15 tem chegadas seguindo uma distribuicdo geral,
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0 servico segue a distribuicdo de Erlang-2, existem 3 servidores, a capacidade maxima do
sistema é 18 (note que a fila maxima tem comprimento 15) e, como nada foi mencionado, a
disciplina de atendimento é FCFS.

De forma resumida entdo podemos apresentar o seguinte formato: A/B/c onde, A
representa a distribuicdo de chegadas, B representa a distribuicdo do servigo e c¢ indica o
ndmero de estacdes de servico. Como a distribuicdo de Poisson inclui as propriedades do
processo Markoviano, a notacdo usada para A e B é M quando temos um processo de
Poisson.

2.1.4. TERMINOLOGIA E NOTAGOES

A menos que seja dito o contrario, as seguintes notacdo e terminologia padrdes
serdo usadas deste ponto em diante:

Tabela 2.1 — Terminologias usadas em Teoria das Filas

Estado do Sistema Numero de clientes no sistema de fila

Numero de clientes esperando um servigco ou estado do sistema

Comprimento da Fila j . .
menos o nimero de clientes sendo servidos

N () Numero de clientes no sistema de fila no tempo t (t > 0)
P, () Probabilidade de que exatamente n clientes estejam no sistema
" de fila no tempo t, dado o niimero no tempo 0
s Numero de servidores (canais de servigo paralelo) no sistema de
fila
A Taxa média de chegada (numero esperado de chegadas por tempo
n

unitario) de novos clientes, quando n clientes estéo no sistema.

Taxa média de servigo para todo o sistema (nimero esperado de
Hn clientes concluindo o servigo por tempo unitario) quando n clientes
estdo no sistema

ALy, p Vide paragrafo seguinte

Quando A, for uma constante para todo n, esta constante sera denotada por A,
guando a taxa média de servico por servidor ocupado for uma constante para todo n > 1,
esta constante sera denotada por p (neste caso, pu, = s u, quando n > s, de modo que todos
0s s servidores estardo ocupados). Nestas circunstancias 1/ A e 1/u sdo o tempo entre
chegadas esperado e o tempo entre servicos esperado, respectivamente. Também

pP= /Is,u € o fator de utilizacdo da instalacdo de servico, isto €, a fracdo de tempo

esperada em que os servidores estdo ocupados, porque A/sp representa a fracdo da
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capacidade do servi¢o do sistema (sp) que esté sendo utilizada em média pelos clientes que
chegam (A).

Também é necessaria alguma notagdo para descrever os resultados do estado de
equilibrio. Quando um sistema de fila tenha comecado a operar recentemente, o estado do
sistema (ndmero de clientes no sistema) sera grandemente afetado pelo estado inicial e pelo
tempo decorrido desde entdo. O sistema é dito entdo estar em condigcdo transiente.
Entretanto, depois de ja ter passado tempo suficiente, o estado do sistema se torna
essencialmente independente do estado inicial e do tempo decorrido (exceto sob
circunstancias pouco usuais). O sistema, entdo, alcancou essencialmente uma condicao de
estado de equilibrio. A notagdo mostrada na Tabela 2.2 supbe que o sistema esteja numa
condigdo de estado de equilibrio:

Tabela 2.2 — Notagd&o utilizada no estado de equilibrio

N NUmero de clientes no sistema de fila

P, Probabilidade de que exatamente n clientes estejam no sistema no sistema de fila

L Numero de clientes esperado no sistema de fila

Lq Comprimento de fila esperado

® Tempo de espera no sistema (inclui tempo de servigo) para cada cliente em particular

W  E (o)

o, Tempo de espera na fila (exclui o tempo de servico) para cada cliente em particular

Wq  E ()

2.15. RESULTADO DE LITTLE

As relacdes entre as medidas de desempenho do sistema sdo conhecidas como
formulas de Little. Estas rela¢es relacionam o nimero médio de usuarios (L ou Lg) com o
tempo médio de espera (W ou W) e tiveram a sua primeira demonstracéo formal no trabalho
de Little [1961]. Desde enté@o provas alternativas e extensdes tém sido apresentadas e sua
validade extrapolou os modelos Markovianos e pode ser verificada para sistemas mais
gerais.

Supondo que A, seja uma constante A para todo n. Num processo de fila em estado
de equilibrio, foi provado que:

L=2W
Além disso, a mesma prova também mostra que:

Lq =AW,
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Se os A, ndo forem iguais, entdo A podera ser substituido nestas equacées por A/, a
taxa média de chegada a longo prazo.

Supondo agora que o tempo médio de servigo seja uma constante, 1/u, para todo n >
1. Segue entéo que:

W =W, + 1/

Estas relagBes sdo extremamente importantes porque permitem que todas as quatro
guantidades fundamentais, L, W, Ly, Wy, sejam imediatamente determinadas, assim que uma
delas seja encontrada analiticamente. Isto € muito bom porque algumas destas quantidades
frequentemente sdo muito mais faceis de encontrar que outras, quando estamos resolvendo
um modelo de fila a partir de principios béasicos.

2.1.6. EXEMPLOS DE SISTEMAS DE FILAS REAIS

Uma classe importante dos sistemas de filas que todos nés encontramos em nossas
vidas diérias é a dos sistemas de servico comerciais, onde os clientes recebem servicos
de organizacdes comerciais. Muitas destas organiza¢des envolvem servicos de pessoa a
pessoa num local fixo, tal como uma barbearia (os barbeiros séo os servidores), servigo de
caixa no banco, as caixas de supermercado e uma fila de lanchonete onde cada um se serve
(canais de servico em série). Entretanto, em muitas outras organizagdes, isto ndo ocorre, tais
como servicos de assisténcia técnica a domicilio (o técnico de manutencéo vai até o cliente),
maquina de venda automética (onde o vendedor € uma maquina), e um posto de gasolina
(onde os carros podem ser vistos como os clientes).

Outra classe importante € a dos sistemas de servi¢co de transporte. Para alguns
destes sistemas, os veiculos sé@o os clientes, tais como os carros esperando num posto de
pedagio ou sinaleira de transito, um caminhdo ou navio esperando para ser carregado ou
descarregado por carregadores (ou servidores), e avibes esperando para aterrisar ou decolar
de uma pista (o servidor).

Em anos recentes, a teoria de filas, provavelmente tem sido mais aplicada a
sistemas de servigo internos empresa-industria, onde os clientes que recebem servicos
séo internos a organizacdo. Exemplos disto sdo sistemas de manuseio de materiais, onde
unidades de manuseio de materiais (ou servidores) movem as cargas (os clientes). Além
disso, as méaquinas podem ser vistas como servidores cujos clientes sdo os trabalhos que
estdo sendo processados. Um exemplo correlato de grande importancia € uma instalacéo de
computador, onde o computador é visto como servidor.

Ultimamente, tem havido um reconhecimento crescente de que a teoria das filas
também seja aplicavel a sistemas de servi¢o social. Por exemplo, um sistema judicial é
uma rede de filas, onde os tribunais sdo instalagées de servigos, os juizes (ou painéis de
juizes) sdo os servidores, e 0s casos esperando para serem julgados sdo os clientes. Um
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sistema legislativo é uma rede de filas similar, onde os clientes, agora, sdo os projetos de
lei esperando para serem processados.

Embora essas sejam quatro grandes classes dos sistemas de filas, elas ainda néo
esgotam a lista. De fato, a teoria das filas teve inicio no principio deste século, com
aplicagcdes na engenharia telefénica, e ainda permanece como uma importante area de
aplicacéo. Além disso, todos nds temos as nossas filas pessoais — trabalhos de casa, livros
para ler, e assim por diante.

2.1.7. A DISTRIBUIGAO EXPONENCIAL NA TEORIA DE FILAS

As caracteristicas de operacéo dos sistemas de filas sdo grandemente determinadas
por duas propriedades estatisticas, isto é, a distribuicdo de probabilidade dos tempos entre
chegadas e a distribuicdo de probabilidades dos tempos de servi¢o. Para sistemas de filas
reais, estas distribuicdes podem assumir praticamente qualquer forma (a Unica restricdo €
gue ndo podem ocorrer valores negativos). Entretanto, para a formulagdo de um modelo de
teoria de filas como uma representacdo do sistema real é necessario especificar a forma
assumida de cada uma destas distribuicfes. Para ser (til, a forma assumida deveria ser
suficientemente realista, para que o modelo forneca predigbes razoaveis, enquanto que, ao
mesmo tempo, fosse suficientemente simples, para que o modelo fosse matematicamente
tratavel. Nestas bases, a distribuicdo de probabilidade mais importante na teoria das filas é a
distribuicdo exponencial.

Suponhamos que a varidvel aleatéria T represente ou o tempo entre chegadas ou o
tempo de servi¢co. Quais as implicacdes de supormos que T tenha uma distribuicdo
exponencial para um modelo de filas? Para explorar isso, é necessério examinar cinco
propriedades-chave da distribuicdo exponencial.

PROPRIEDADE 1: f; (t) € uma funcao estritamente decrescente de t (t > 0).

O

1 | t
X

Figura 2.1 — Propriedade 1 da Distribuicdo Exponencial na Teoria das Filas
Uma consequéncia da propriedade 1 é que:

PO<T<A]>P[t <T<t+Af
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Para quaisquer valores estritamente positivos de At e t. Isto decorre do fato de que
essas probabilidades sdo a area sob a curva f(t), dentro do intervalo de comprimento At
indicado, e de que a altura média da curva € menor para a segunda probabilidade que para a
primeira. Por isso, ndo apenas é possivel, como também relativamente provavel que T
assuma um valor pequeno préximo a zero. De fato,

11
PO<T< 5_] = 0,393

a
enquanto
11 31
P[Z= <T<>=-1=0,383
2«a 2«a

de modo que é mais provavel que o valor de T assuma seja “pequeno”, isto €, menor que a
metade de E(T) e ndo “proximo” ao seu valor esperado, isto €, ndo muito longe de metade de
E(T), mesmo que o segundo intervalo seja duas vezes maior que o primeiro.

O questionamento a ser feito é se esta propriedade para T é realmente razoavel num
modelo de fila? Se T representar tempos de servi¢o, a resposta dependera da natureza
geral do servico envolvido, conforme discutido a seguir.

Se o servigo requerido for essencialmente idéntico para cada cliente, com o servidor
realizando sempre a mesma sequéncia de operacdes de servico, entdo os tempos de servigco
reais tenderiam a estar proximos ao tempo de servico esperado. Podem ocorrer pequenos
desvios da média, porém usualmente isso se daria apenas por causa das pequenas
variacdes na eficiéncia do servidor. Um tempo de servico pequeno, muito abaixo da média,
seria essencialmente impossivel porque é necessaria uma certa quantidade de tempo
minimo para realizar as operagfes de servico requeridas, mesmo que o servidor esteja
trabalhando a toda velocidade. Esta claro que a distribuicdo exponencial ndo forneceria uma
aproximacao precisa para a distribuicdo de tempo de servigo para este tipo de situacao.

Por outro lado, consideremos o tipo de situagdo em que as tarefas especificas
requeridas dos servidores sejam diferentes, de cliente para cliente. A natureza geral do
servico pode ser a mesma, porem o tipo especifico e a quantidade de servico diferem. Por
exemplo, este seria 0 caso no problema do quarto de emergéncia do Hospital Municipal. Os
médicos encontram uma grande variedade de problemas médicos. Na maioria dos casos,
eles podem fornecer o tratamento necesséario bem rapidamente, porem, ocasionalmente, um
paciente requer cuidados extensivos. Uma distribuicdo de tempo de servico exponencial
parece bastante plausivel para este tipo de situacao de servico.

Se T representar 0os tempos entre chegadas, a propriedade 1 exclui situacdes em
gue clientes potenciais que se aproximem do sistema de fila tendam a atrasar a sua entrada
se virem outro cliente entrando na sua frente. Por outro lado, isto é inteiramente consistente
com o fendbmeno comum de chegada ocorrendo “aleatoriamente”, que sera descrito por
propriedades subseqlentes.
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PROPRIEDADE 2: Falta de Memoria.
Esta propriedade pode ser definida matematicamente como:
PT>t+At|T>At}=P{T >t}

Para quaisquer quantidades positivas t e At. Em outras palavras, a distribuicdo de
probabilidade do tempo restante até o incidente (chegada ou conclusdo do servigo) que
ocorre é sempre a mesma, independente de quanto tempo (At) ja tenha se passado. Com

efeito, o processo “esquece” sua histéria. Este fendbmeno surpreendente ocorre com a
distribuicdo exponencial porque

P{T >At,T >t+At }
P{T > At }

P{T >t+At }
P{T > At }

PT>t+At|T>At} =

efa(HAt)

-at
e
—at

e

Para tempos entre chegadas, esta propriedade descreve a situagdo comum onde o
tempo até a chegada seguinte é completamente néo influenciado por quando tenha ocorrido
a ultima chegada. Para tempos de servico, a propriedade é mais dificil de ser interpretada.
N&o deveriamos esperar que ela se mantivesse numa situagdo onde o servidor tivesse que
realizar a mesma seqiéncia fixa de operacdes para cada cliente porque, entdo, um servico
logo implicaria que provavelmente pouco restaria a ser feito. Por outro lado, no tipo de
situacdo onde as operac¢des de servico requeridas diferem de cliente para cliente, a definicdo
matematica da propriedade pode ser bastante realistica. Para este caso, se ja tiver sido feito
um servi¢o consideravel para um cliente, a Gnica implicacdo pode ser que este cliente em
particular requeira mais servigos que a maioria.

PROPRIEDADE 3: O minimo de diversas variaveis aleatérias independentes exponenciais
tem uma distribuicdo exponencial.

Para definirmos esta propriedade matematicamente, facamos com que T4, To, ..., Ty
sejam varidveis aleatérias independentes exponenciais, com paradmetros oy, o, ..., On
respectivamente. Facamos também com que U seja a variavel aleatéria que assuma o valor
igual ao minimo dos valores realmente assumidos por Ty, T», ..., T, isto &,

U = min {T]_, T2, veny Tn}
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Portanto, se T, representar o tempo até que um tipo particular de incidente ocorra,
entdo U representara o tempo até que o primeiro dos n incidentes diferentes ocorra. Note-
se, agora, que para qualquert> 0,

PlU>t}=P{T:>t, T,>t, ..., T, > 1}
=P{T, >t} P{T, >t} ... P{T, >t}

—e -olt e -2t e --ant

I

de modo que U de fato tem uma distribuicdo exponencial com parametro:

n
a=Ya,
i=1

Esta propriedade tem algumas implicacdes para os tempos entre chegadas nos
modelos de filas. Especificamente, vamos supor que existam diversos (n) tipos diferentes de
clientes, porém os tempos entre chegadas para cada tipo (tipo i) tenham uma distribuicdo
exponencial com pardametro o; (i = 1, 2,..., n). Pela propriedade 2 o tempo restante a
qualquer instante especifico até a chegada seguinte de um cliente do tipo i teria esta mesma
distribuicdo. Portanto, fazendo com que T; seja este tempo restante medido a partir do
instante em que um cliente de qualquer tipo chegue. A propriedade 3, entdo, nos diz que U,
0s tempos entre chegadas para o sistema de fila como um todo, tem uma distribuicdo
exponencial com parametro a definido pela equa¢édo acima. Como resultado, podemos optar
por ignorar a distingdo feita entre os clientes e ainda termos tempos entre chegadas
exponenciais para o modelo de fila.

Entretanto, as implicacfes sdo ainda mais importantes para tempos de servi¢cos
nos modelos de filas que tenha mais de um servidor. Por exemplo, considerando a situacéo
em que todos os servidores tenham a mesma distribuicdo exponencial de tempo de servico,
com pardmetro u. Para este caso, facamos com que n seja 0 nimero de servidores,
prestando servigos atualmente, e fagamos com que T; seja 0 tempo de servigo restante para
o servidori (i=1, 2, ..., n), o qual também um distribuicdo exponencial, com pardmetro o; = p.
Segue-se, entdo, que o U, o tempo até conclusdo de servico seguinte, de qualquer destes
servidores, tenham uma distribuicdo exponencial, com parémetro o = nu. Com efeito, o
sistema de fila atualmente seria processado exatamente como um sistema de um servidor
unico, onde os tempos de servigo tém uma distribuicdo exponencial com parametro np.
PROPRIEDADE 4: Relacéo com a distribuicdo de Poisson.

Suponhamos que o tempo entre ocorréncias consecutivas de algum tipo de incidente
particular (por exemplo, chegadas, ou conclusdo de servigos por um servidor continuamente
ocupado) tenha uma distribuicdo exponencial com parametro a. A propriedade 4 entdo,
tem a ver com a implicagdo resultante quanto a distribuicao de probabilidade do nimero de
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vezes em que este tipo de incidente ocorre dentro de um espaco de tempo especifico. Em
particular, fazendo com que X(t) seja o nimero de ocorréncias no tempo t (t>0), onde o
tempo 0 designa o instante em que se comecga a contar. A implicacédo € que:

n_—ot
P{X(t) =n}= % ,paran=0,1,2, ...
n!

isto &, X(t) tem uma distribuicdo de Poisson, com parametro at. Por exemplo, com n =0,
P{X(t) -0} =e™

0 qual é exatamente a probabilidade da distribuicdo exponencial de que o primeiro incidente
ocorra depois do tempo t. A média desta distribuicdo de Poisson é:

E{X(t)} = ot

de modo que o numero esperado de incidentes por tempo unitério é a. Assim, € dito ser a
taxa média a qual os incidentes ocorrem. Quando os incidentes sdo contados em uma base
continua, o processo de contagem {X(t): t>0} é dito ser um processo de Poisson, com
parametro o (a taxa média).

Esta propriedade fornece informacgdes Uteis sobre as conclusbes dos servigos
guando os tempos dos servicos tém uma distribuicdo exponencial com pardmetro p. Isto é
feito definindo-se X(t) como o nimero de conclusées de servigos atingido por um servidor
continuamente ocupado no espaco de tempo t onde o = p. Para os modelos de filas de
servidores multiplos, X(t) também pode ser definido como o niumero de conclusfes de
servigos atingido por n servidores continuamente ocupados no espac¢o de tempo t onde o =

nu.

A propriedade é particularmente Util para descrever o comportamento probabilistico
das chegadas, quando os tempos entre chegadas tém uma distribuicdo exponencial com o
parametro L. Neste caso, X(t) seria o nUmero de chegadas no espaco de tempo t, onde o =
A é ataxa média de chegada. Portanto, as chegadas ocorrem de acordo com um processo
de chegada de Poisson. Tais modelos de filas também s&o descritos como uma chegada
de Poisson.

As vezes é dito que as chegadas ocorrem aleatoriamente, entendendo-se por isso
gue elas ocorrem de acordo com um processo de chegada de Poisson. Uma interpretagéo
intuitiva deste fenbmeno é que cada periodo de tempo de extensdo fixa tem a mesma
chance de ter uma chegada, independentemente de quando tenha ocorrido a chegada
precedente, como sugerido pela propriedade que se segue.

PROPRIEDADE 5: Para todos os valores positivos de t, P {T <t + At | T > t} = At, para At
pequeno.
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Para uma variavel aleatéria T que tem uma distribuicdo exponencial, com parametro
o, a propriedade 2 implica que

P{T<t+At|T>t}=P{T <At}
PT<t+At|T>t}=1-e™

para quaisquer quantidades positivas de t e At. Portanto, como a expansio de série de e*
para qualquer expoente x é

segue-se que

w(—aAt)”
PT<t+At|T>t}=1-1+aAt- Z—I
~

=~ o At, para At pequeno,

porque os termos do somatdrio tornam-se relativamente negligenciaveis para valores
suficientemente pequenos de oAt. Note-se que o valor de t realmente ndo afeta esta
estabilidade.

Como indicado anteriormente, T pode representar tanto tempos entre chegadas
guanto tempos de servigcos nos modelos de filas. Por isso, esta propriedade oferece uma
aproximacdo conveniente da probabilidade de que o incidente em questdo (chegada ou
conclusdo de servi¢cos) ocorra no intervalo (At) de tempo pequeno seguinte. A propriedade

também mostra que esta probabilidade € essencialmente proporcional a At para valores
pequenos de At.

2.1.8. PROCESSO DE POISSON

As propriedades do chamado Processo de Poisson se ajustam muito bem aos
modelos basicos de filas. Este fato fez com que as solu¢des analiticas para modelos de filas
pudessem ser obtidas para aqueles modelos. A obtencdo de solugdes analiticas para
modelos que ndo seguem o Processo de Poisson sdo, quando viaveis, matematicamente
complexas e extremamente trabalhosas.

A seguir sdo apresentadas as propriedades fundamentais do Processo de Poisson,
ja adaptadas para sistemas de filas. Cabe ressaltar que estas propriedades sdo provadas
matematicamente.
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(1) O numero de chegadas (ou de servicos completados) em uma unidade de tempo
especificada é independente do numero de chegadas (ou término de servigos) em qualquer
outra unidade.

(2) O numero médio de chegadas (ou término de servicos) por unidade de tempo é
proporcional ao tamanho da unidade de tempo.

(3) A probabilidade de ocorréncia de 2 chegadas simultaneas (ou término de 2 servicos) em
uma unidade de tempo muito pequena (At) tende a zero.

(4) A probabilidade de 1 chegada (ou término de servico) ocorrer em uma unidade de tempo
muito pequena, At, € sempre a mesma, independente do instante At.

(5) Se a distribuicdo das chegadas (discreta) segue a distribuicdo de Poisson, entdo a
distribuicdo do intervalo entre chegadas (continua) segue a Exponencial.

Se a distribuicdo da durag&o do servigco (continua) segue a Exponencial, entdo a distribuicdo
dos servicos completados (discreta) segue a Poisson.

2.2. FILAS MARKOVIANAS (PROCESSO DE NASCIMENTO E MORTE)

2.2.1. SISTEMAS INFINITOS

2.2.1.1. Modelo M|M|1
Este é o modelo de fila mais simples, a qual possui as seguintes caracteristicas:

=  Tamanho permitido para a fila infinito;

= Chegadas seguindo a distribuicdo de Poisson;

=  Duracgéo do servico seguindo a distribuicdo Exponencial;

*»  Fila Unica com selecao FIFO ( primeiro a entrar, primeiro a sair);
= 1 estagdo de servico.

A Figura 2.2 apresenta esquematicamente o funcionamento dessa fila.

Chegadas Poisson Sala de espera infinitg Servigo Partidas

»

Exponencial

>

Figura 2.2 — Fila M|M|1
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Sejam A(t) = 1 —e™ e B(t) = 1 — e*'as distribuicdes do intervalo entre chegadas e de
duracdo do servigo, respectivamente. Os par@dmetros A e p séo referidos como taxas,
indicando o nimero médio de usudrios que chegam ou sao servidos por unidade de tempo.

Denotando por N(t) o nimero de usuarios no sistema no instante t, pode-se
demonstrar que {N(t); t > 0} € um processo de Markov em tempo continuo com o espaco de
estados sendo os inteiros ndo negativos.

O tempo de espera para fazer uma transi¢cdo s6 depende do estado presente e, se 0
sistema contém pelo menos um usuario, tera distribuicdo exponencial de parametro (A + )
correspondente ao minimo entre duas exponenciais independentes (servico e chegada). No
caso de nado haver nenhum usuario no sistema, o tempo para uma transicéo tera distribuicdo
exponencial de parametro A.

O processo de Markov N(t) é de fato um processo de nascimento e morte com taxas
independentes do estado do sistema. Para n > 0, a transi¢cdo do estado n a n+ 1 se da com
taxa A e entre n e n — 1 com taxa p. Quando n = 0, s6 pode haver chegadas. Dessa forma,
chegadas correspondem a nascimentos e o fim de servico a uma morte. A Figura 2.3
apresenta um diagrama com taxas de mudanca de processo.

OO DR
— — - ;
1 M2 p KUn Hn +1 7]

Figura 2.3 — Taxas de transi¢do no processo de Markov

A condicdo basica para que um sistema de fila seja estavel € que a taxa de chegada
seja menor do que a taxa de servico, ou seja, AM/u tem que ser menor do que 1. Essa fragéo €
o fator de utilizacé@o da fila e sera denotado por p para facilitar a visualizagao das férmulas.

Seja Pn(t) = P(N(t) = n) a distribuicdo de probabilidade do nimero no sistema no
instante t; sua respectiva distribuicdo estacionéria sera Pn.

Vamos escrever as equacdes de equilibrio do sistema usando o procedimento
conhecido como balanco de fluxo e, a partir delas, obter a distribuicdo estacionaria.

Definimos o fluxo como o produto da probabilidade estaciondria pela taxa de
transicdo. Vamos admitir que, em regime estacionario, o sistema permanece uma fragcao do
tempo Pn no estado n. Dessa forma, se chegam X\ usuarios por unidade de tempo, a taxa de
fluxo médio que entra em n + 1, proveniente do estado n, € APn. Se condi¢des de equilibrio
existem, entdo, para cada estado, o fluxo que sai deve ser igual ao fluxo que entra nesse
estado. Para determinar o fluxo total que sai do estado n (n > 1), notamos que o sistema vai
an + 1 se uma chegada ocorre e a n — 1 se acontece um fim de servi¢o. O fluxo total que
entra no estado n vem a partir de n + 1 com um fim de servico ou entéo, a partir de n — 1,
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pela ocorréncia de uma chegada, enquanto o fluxo que entra, vem do estado 1 devido a um
fim de servico. As equacdes de balanco séo as seguintes:

APy + U Py = Phay + AP, 1 Eq. 2.1(a)
AP, = p P1 Eq. 2.1(b)

Esse sistema é denominado de equacdes de balanco global e sera resolvido por
inducdo matematica.

Resolvendo as equacdes 2.1 para n =0,1,2,... temos:
P1=(Mp) Py

P2 = (M2 Py
P3 = (Mw3 P

A expressao sugerida seria Pk = (M/p)k PO. Supomos que seja vdlida para K=n e
vamos verificar que também vale no caso n + 1. de 2.1(a) vem:

(L + )M )"Po = pPrus + (MW" P

De onde temos que:
Pro = (W)™ Py

Essa equacao é equivalente a
Phe = (P)n+l Po

Utilizando a condicdo de que a soma das probabilidades estacionérias deve ser igual
a 1. Calcularemos Py

ipn =1:>i[%} P=1=) p P=1=P, = !
n=0 n=0

n=0 an

n=0

A soma acima é a da série geométrica de razao p que convergira se e sO se | P |< 1.
Como A e p séo estritamente positivos, essa condi¢éo equivale a 0 < p < 1. Note que nessa
condicao, a taxa média de servico por unidade de tempo () € maior do que a taxa média
com que os fregueses estdo chegando (A). Portanto, independente do quanto crescer, a fila
se esvaziara de tempos em tempos e o processo de Markov sera recorrente positivo com
uma Unica distribuicao de equilibrio. Efetuando a soma da série acima obtemos P, = (1 - p) e
entao,

P.=p"(1-p),n>0,0<p<1
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A partir da distribuicdo estaciondaria, vamos calcular o nimero médio de usuarios na

fila e no sistema. Seja N o nimero total de usuérios no sistema em regime estacionario e L
sua média. Temos:

L=E(N)=XnP, = n(1-p)p" =(1—p)gnp”

n=0 n=0

Este Gltimo somatério pode ser reescrito como

n=0

inp” =p+2p° +3p° +...= p(l+ 2p+...)=pinp”"1
=1

A derivada de p"em relagdo a p é dada por np”_l. Assim, admitindo satisfeitas as

condicdes para inverter os sinais de somatério e derivada, obtemos:

Seja Ny 0 nimero de usuarios na fila e Lq seu valor esperado. Temos,

L, =E(N,)=0P, +i(n—1)Pn :inPn —i P,
n=1 n=1 n=1
Entao,
2 2
yo, A
L =L-(1-P)= _
=Lo0-R) L-p) wlu—2)

Qutras férmulas para o modelo M/M/1

Tempo médio (esperado) que cada unidade permanece no sistema:
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Tempo médio (esperado) que cada unidade permanece na fila:

A
wo=—_—72
touu=2)

Probabilidade de 1 unidade demorar mais de t unidades de tempo no sistema:
P(T >t)=e#trh

Podemos ter ainda as seguintes relagdes entre as medidas béasicas:
Lq =L-p= ﬂWq
L= Lq +p=AW

2.2.1.2. Modelo M|M|S

Neste tipo de modelo, considera-se que as estacdes de servico sdo equivalentes e
prestam servico, individualmente, a mesma taxa média (.

Aqui o fator de utilizagéo é p = —

su
A A A A
/\‘ /\A
°
Su Sp Su Su

Figura 2.4 — Taxas de transi¢do no processo de Markov

Pelo diagrama, mostrado na Figura 2.4, temos:

(3
"= (%ﬂjpl ) (%ﬂz jp‘)
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Podemos escrever da seguinte forma:

ﬂ/s
sy’

Pn = p(n_S) P0

isso implica que:

nlu"

Logo, calcularemos Pq

3P =1= PO{§ ~
n=0

n=0 n!,un

0 que implica em:

Ssen<s

Ssenzs

S!,US n>s

e 7 e

Snu" slut(l

L _ (Sp)s+1 I:)0
q 11— )2
sxsl(1-p)

N osil-p

n=
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As demais férmulas para L, W, W, séo iguais ao modelo M|M|1.

2.2.2. SISTEMAS FINITOS

2.2.2.1. Modelo M|M|1/M
Esta é a situacdo na qual a fila pode acomodar somente um ndmero finito de

usudrios, ou seja, se um usuario chega e a fila esta cheia, ele vai embora sem esperar o
atendimento.

Observe que neste caso a taxa de chegada A ndo precisa ser menor que a taxa de
servico p, pois a fila tem um tamanho fixo (finito).

Neste tipo de modelo aparece uma nova variadvel (M), que é o nimero maximo de
usuarios que podem estar no sistema, sendo M-1 o nimero permitido na fila.

As formulas para este modelo sao:

1-p
T plA#u

P, =

——pli=

M+lp #

_JP"Ppl A= p

" Pop/A=pu
L,=L-(Q1-P,)

A taxa de chegada dos usuérios no sistema € A. No entanto alguns usuérios chegam
e encontram a fila cheia, ou seja, vdo embora. A taxa de chegada efetiva (L¢) da a taxa
média das unidades que realmente permanecem no sistema.

At = ,u(l— P ) = /1(1_ Py )
As demais férmulas ficam como:

ﬂ’ef
M

W W =
= — = — p:
A A

2.2.2.2. Modelo M|M|s/M

Fila Finita (s > 1)
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Nesta secdo vamos redefinir p e p para simplificar a escrita das formulas:

A

i —
10=_ p:
H Su

Temos entao:

P = 1
=1, +1 s i—n—s
n=0 n|'0 S'p n:s+lp
1
—p"Pyp/n<s
n!
"P
P, = P 0 his<n<M
sls"®
Op/n>M

sifi—p)
s-1
L=L,+s=Y (s—n)R,
n=0
s—1
Aot :,u|:S— (S_n)Pn
n=0
L
W, = 4 W = L W = L
A A A

onde s € o numero de esta¢des de atendimento e M é o tamanho da populagéo.

Populacdo Finita

Em muitos problemas préticos, a consideracdo de que a populacdo é de tamanho
infinito leva a resultados distorcidos, visto que, na verdade, a populagdo é pequena para ser
considerada de tamanho infinito. Quando isto ocorre, a presengca de um ou mais usuarios no
sistema tem um forte efeito na distribuicdo das chegadas futuras e, o uso de um modelo com
populacao infinita conduz a resultados errados. Alguns exemplos tipicos sdo: um pequeno
grupo de maquinas que quebram de tempos em tempos necessitando conserto, um pequeno
grupo de mecénicos que vao a determinado balcdo pegar pecas ou ferramentas. Num caso
extremo do primeiro exemplo, se todas as maquinas estdo quebradas, nenhuma chegada
pode ocorrer.
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Isto contrasta com os modelos de populacéo infinita nos quais a taxa de chegada é
independente do nimero de usuarios que ja estdo no sistema. Neste tipo de modelo, a taxa
de chegada A, é a taxa de chegada de cada unidade, ou seja, 1/ é o tempo médio entre
chegadas de cada unidade. No caso das maquinas, por exemplo, seria o tempo médio entre
guebra de cada maquina.

A taxa de chegada efetiva, A, da a taxa média de chegada, considerando-se todos
0S usuarios.

As férmulas para este tipo de modelo sdo bastante complexas e nao serdo
apresentadas aqui.

2.3. MODELO DE ERLANG

Se uma variavel aleatoria t é regida por uma distribuicdo de Erlang, de ordem k, ela
pode ser interpretada como equivalente a soma de k varidveis aleatérias regidas por
distribuicdes exponenciais iguais.

Admitamos que o intervalo entre chegadas sucessivas seja regido por uma
distribuicdo de Erlang de ordem k, definida pela funcéo densidade de probabilidade:

k
f(t)= (kL)t“e*“t , t>0

(k1)

O valor esperado de t é dado por:

e a variancia de t por:

1
Varlt]=—
kA
Para k = 1 tem-se a distribuicio exponencial e o processo de chegada é Poisson. A
medida que k aumenta, a varidncia tende a zero (Var[t]—>0), a dispersao relativa da

distribuicdo diminui, atingindo a situagdo deterministica quando k — . Neste caso, a

distribuicao de Erlang representa exemplos de tempos de chegadas periddicos ou regulares,

isto €, um intervalo constante, de 1/A, entre chegadas. A Figura 2.5 — Distribuigéo de Erlang
mostra 0 comportamento da distribuicdo de Erlang para diferentes k.

Freglientemente, a distribuicdo de Erlang é apresentada pelo simbolo Ey.
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K=20
f(t)

K=6

K=2

K=1

Figura 2.5 — Distribui¢édo de Erlang

Em resumo, se T4, T,, ..., T¢ s80 variaveis aleatérias com distribuicdes exponenciais

idénticas e com valor esperado igual a %ﬂ ,entdo, T =T, + T, + ... + Ty tem distribuicdo de

Erlang com parédmetros k e . Chama-se de “servico completo”, a soma de k subservigos
idénticos, ou seja, um servico de Erlang pode ser decomposto em k subservigos.

Subservigos Exponenciais

Figura 2.6 — Servidor Erlang

2.3.1. SISTEMA M|E|S

No sistema M|M|S os estados correspondem ao nimero de clientes no sistema. No
caso de um sistema M|E,S os estados correspondem ao numero de subservicos a ser
executado e cada cliente “traz” k subservicos.

Através da Figura 2.7 — Diagrama de estados da fila M|Ek|1
pode-se verificar o que foi dito anteriormente; em filas com servidor Erlang, um novo

cliente sé entra no sistema apés o cliente que esta sendo atendido ter passado por todos os
k estagios de servigo.

G GD G

Figura 2.7 — Diagrama de estados da fila M|Ek|1
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O nimero médio de clientes na fila para este tipo de sistema é dado por:
L 1+k p°
2k 1-p

e 0 nimero médio de clientes no sistema é L =AW .

A tempo médio de um cliente na fila é dada por:

L,
W, =—
A
. . . ) 1
e 0 tempo médio de um cliente no sistema é W :Wq +—.
Y7,

O fator de utilizag&o do sistema é dado por: p =

2

v T[>

Verifica-se, mais uma vez, que se k=1, L, =

, que é o resultado do sistema
1-p

M|M|1. Enquanto que se K =0, Lq = ﬁ , que é o resultado do sistema deterministico
—-pP

M|D|1.

2.3.2.  SISTEMA E¢|M|1

Neste tipo de sistema as distribuicbes do tempo entre chegadas e de servigo séo
invertidas em relagdo a se¢éo 2.3.1 - SISTEMA MI|EK|S.

O sistema E|M|S opera da seguinte maneira: dado que um cliente acabou de chegar
no sistema, entdo, uma nova chegada de cliente é imediatamente introduzida. Quando esta
chegada é inserida, ela deve passar através de k estagios exponenciais, cada um com
parametro kA, como mostra a Figura 2.8 — Sistema Ek|M|1

— gf O O— o

1 2 K

Figura 2.8 — Sistema Ex|M|1

Para este tipo de sistema, o diagrama de estados esta mostrado na Figura 2.9 -
Diagrama de estados para o sistema Ek|M|1
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OJOlOADIOIERCHIOM
T~ Sl

[ [0
Figura 2.9 — Diagrama de estados para o sistema Ex|M|1

2.4. REDES DE FILAS MARKOVIANAS

Uma rede de filas, ou sistema de mdltiplos nés, é formada por varias filas
interconectadas entre si com usuarios deslocando-se entre elas para receber servigo. A rede
pode ser aberta ou fechada, dependendo de poder enviar e receber usuarios de fora da rede.
Isto é, em uma rede fechada o numero total de usuérios ndo se altera, havendo apenas uma
permutacdo nas suas posi¢des. Ja nas redes abertas, a presenca total varia pela chegada ou
saida externa de usuarios.

Algumas consideracdes devem ser feitas no estudo de rede de filas. Por exemplo, a
estrutura topoldgica da rede é importante, uma vez que ela descreve as transi¢cdes possiveis
entre os nos. Os caminhos feitos por cada “cliente” também devem ser descritos. A natureza
do fluxo estocastico, em termos do processo estocastico basico que descreve este fluxo, tem
grande significancia. Considere a rede com dois nés, mostrada na Figura 2.10 — Rede de filas
Markovianas com 2 esta¢fes

A
— e s (e )—>

Figura 2.10 — Rede de filas Markovianas com 2 estac8es

Assumindo-se que as chegadas ao sistema obedecem ao processo de Poisson a
uma taxa A, € que o servidor 1 atende com distribuicdo exponencial a uma taxa ;. Entéo, o
né 1 representa um sistema de filas M|M|1. Da mesma forma, o né 2, isoladamente,
representa um sistema de filas M|M|1. A questéo bésica é encontrar a distribuicdo do tempo
entre chegadas no né 2, que sera equivalente a distribuicao do tempo entre partidas do no6 1.
Pode-se dizer que, em média, o valor da taxa de chegada ao n6 2 é:

1 :{ﬂq s A <m
i Hoose Az
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Ou seja, quando A, = 4, significa que o servidor 1 é um limitador e deve-se passar a
analisar apenas as filas seguintes a este servidor.

2.4.1. SISTEMA ABERTO SEM REALIMENTACAO

Uma rede aberta, também denominada rede aberta de Jackson, exemplificada na
Figura 2.11, consiste de um conjunto de J nds, com as seguintes caracteristicas:

a) As chegadas externas a cada estacéo i € J ocorrem de acordo com um processo
de Poisson de parametro %;, independente das outras chegadas e do servi¢co nas estacoes;

b) Para cada n6 i € J, o atendimento é realizado em ordem de chegada, segundo
uma distribuicdo exponencial de paradmetro pi(ni), pi(0) = 0. A dependéncia da taxa ao
namero de usuarios no centro de servico permite, entre outras opgdes, que Varios servidores
em paralelo atendam com a mesma taxa;

¢) Apds o usuéario completar seu servico na estagao i, ele move-se para mais servico

n . I . L
na estacdo j, com probabilidade !, onde i,,j € J. Por outro lado, se o usuario ja completou
sua demanda de servico na rede, ele deixa o sistema apés ser atendido na estagéo i, com

J
fia =1_Zri,k
probabilidade k=1 onde J+1 é um né artificial que representa o exterior da
rede. Todas as transferéncias sdo assumidas serem instantaneas e assim, o tempo gasto no
sistema € proveniente de esperas e atendimentos nas estacgoes.

A A
—e (e % | —

l24

A
—=— Il —

A .
— () -

Figura 2.11 — Sistema aberto sem realimentacéo

I2e

Seja R a matriz quadrada de ordem J+1 formada pelas probabilidades de mudanca
das estagdes (incluindo o né externo) e mais a probabilidade para as entradas externas
através do né i:
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N = : Viele Maa =0.

Dessa forma, R torna-se uma matriz estocastica e, portanto, representando as
transicdes para alguma cadeia de Markov.

Da teoria de Cadeias de Markov, diz-se que um estado i comunica-se com outro
estado j (i — j) quando é possivel, em algum nimero de etapas, partir de i e alcancar j. Isto
€, existe uma seqiiéncia de estagfes ig = i, iy, iy, i3, ..., ik = j, de modo que, para algum indice
k >0, tem-se:

>0

rilil ri1i2 rizia ”.rik—lik rikj

A fim de garantir que todos os centros de servigco possam receber usuarios e que 0s
fregueses que entram tenham probabilidade positiva de sair em algum momento, acrescenta-
se mais duas condi¢8es, além das mencionadas anteriormente:

d) Todos os nés da rede poderdo receber usuarios externos de forma direta ou
indireta. Isto é, Vje JouA;>0o0uexisteumitalque ,;>0ei—j.

e) O usuario servido em i tem probabilidade positiva de sair da rede em uma ou mais
etapas. Ou seja, Vi € Jouri,J+1 > 0 ou existe um j € J tal que rj,J+1 > 0 e i—;j.

Com as condi¢Bes acima, a cadeia de Markov associada & matriz R sera recorrente

J
ndo nula e as equagdes de “trafego™ y,, =4, +Zl’ik}/k ,me J terdo solugéo Unica. Pode-
k=1

se interpretar y,, como a taxa total de entradas ao né m € J, sendo resultado da composigao
das chegadas (externas) com as saidas de estacdes que se movimentam para o centro m.

Seja N o processo estocastico de dimensao J representando, em tempo continuo, o
namero de usuarios em cada estacdo de servico da rede. Este processo é Markoviano com
espaco de estados dado pelo produto cartesiano dos niimeros naturais, {0, 1, ...}*”. Deve-se
notar que as transi¢cdes neste processo sdo de trés tipos: chegadas externas, fim de servigco
com mudanca de n6 (o que acarreta uma chegada interna) e fim de servico com saida da
rede. Se a rede ndo esta vazia, o tempo de espera para uma transicdo € o minimo entre
todos os servicos que estdo sendo realizados e as chegadas externas. Como todos esses
tempos sdo exponenciais independentes, segue que a espera para uma transicdo também
sera exponencial, com parametro dependendo do estado do sistema antes da transicdo. Se a
rede esta vazia, sera necessario esperar pela primeira chegada, que serd o minimo entre os
tempos de chegadas externas e, portanto, com distribuicdo exponencial.
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2.4.2. SISTEMA FECHADO

Nas redes de filas fechadas, o nimero de clientes no sistema é constante, ndo ha
entradas nem saidas externas.

o _
e (e

Figura 2.12 — Rede de filas fechada

Seja M o numero total de clientes na rede, isto é, para qualquer t, € preciso ter
J
Zni =M . Como n&o ha entradas nem saidas, a taxa de chegadas externa 2; é igual a zero
i=1
para todo i € J. A matriz R perde, entdo, a linha e a coluna J + 1. A equacéo de trafego
torna-se assim:

ymzzri,kj/k1 meJ

Pelas hipéteses ja apresentadas no item 2.4.1, que trata de rede de filas aberta, a
matriz R € finita e irredutivel M e a equacgéo acima ter4 solucdo Unica com a imposicdo de
alguma condigéo extra (por exemplo, fixar o valor de um dos y’s ou de sua soma.

2.4.3. SISTEMAS MISTOS OU ABERTOS COM REALIMENTACAO

Considere a rede de filas mostrada na Figura 2.13:

Y Ao A (1-Nx
G

r\

Figura 2.13 — Sistema Misto ou Aberto com Realimentac¢&o

Os clientes saem da estacdo a uma taxa A, retornam a fila com probabilidade r e,
consequentemente, a uma taxa ri e saem do sistema com probabilidade (1-r) e taxa (1-r)A.
No equilibrio, sabe-se que o numero de clientes que entra no sistema é igual ao nimero de
clientes que sai do sistema. Portanto, pode-se determinar a taxa A através da seguinte
equagao:
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y=-rn = =L

r)’

-

ou seja, A= f(;/, r)

Quando a probabilidade de retorno a fila (r) € grande, cada chegada externa é
seguida por uma “rajada” interna de chegada.

2.4.4. TEOREMA BURKE

Uma propriedade interessante da fila M|M|1, que simplifica bastante a combinag&o
destas filas em uma rede, é o fato de que a saida de uma fila M|M|1 com taxa de chegada A
€ um processo de Poisson de taxa A. Ou ainda: “Um processo de Poisson, com parametro A,
de chegada a um servidor exponencial gera um processo de Poisson de saida com a mesma
taxa A.”

Considere a rede de filas da Figura 2.10 — Rede de filas Markovianas com 2 estagées

, seja d(t) a funcdo de distribuicdo de probabilidade (fdp) que descreve o intervalo
entre partidas da fila 1 e seja sua transformada de Laplace denotada por D*(s). Quando um
cliente sai da fila 1, existem duas situa¢des possiveis: um segundo cliente esté disponivel na
fila e pronto para ser atendido ou a fila estd vazia. No primeiro caso, o tempo até que o
proximo cliente saia da fila 1 sera distribuido exatamente como um tempo de servi¢co desta
fila e, neste caso, teremos:

D* (SX filalocupada = B* (S)

Por outro lado, se a fila 1 esta vazia até a partida do primeiro cliente, deve-se esperar
pela soma de dois intervalos, sendo o primeiro o tempo até que o segundo cliente chegue e o
préoximo sendo o tempo de atendimento (ou tempo de servico) do segundo cliente; como
estes dois intervalos sdo independentemente distribuidos, entdo a fdp da soma deve ser a
convolucao das fdp’s de cada intervalo. Certamente, a transformada da soma das fdp’s sera
o produto das transformadas das fdp’s individuais, entao, tem-se:

D7(S) aaria = A (5)B7(5).

onde:

A*(s) — tempo até a primeira chegada
B*(s) — tempo do proximo servico

Sabe-se que
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se a chegada obedece a um processo de Poisson, a distribuicdo do tempo entre chegadas é

: * A :
exponencial com taxa |. Portanto, A (S)=/1—. Da mesma forma, como o servidor &
+S

exponencial com taxa p, entdo, pode-se escrever B*(S): M

,u+S'

Substituindo-se A'(s) e B'(s) na equacéo de D'(s), tem-se:

O e R e el
A

Como p=—,tem-se:
7
D*(S)ZLF{*‘_‘”“](LH
H+S| u Y7, A+S
. A
D A
(S) A+s

Pode-se perceber que as partidas de um sistema M|M|1 em equilibrio sé dependem
das chegadas.

24.4.1. IMPLICACOES DO TEOREMA DE BURKE

Desde que as chegadas nos estados que caminham “para frente” formam um
processo de Poisson, as saidas nos estados que caminham “para tras” também formam um
processo de Poisson.
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l l Chegada

—  Tempo —» S —

| s

— <+—— Tempo —

Figura 2.14 — ImplicacBes do Teorema de Burke

Uma vez que o processo “para tras” é estatisticamente o mesmo que o processo
para frente, o processo de saida é Poisson.

Pelo mesmo argumento, o estado deixado por um cliente é independente das saidas
anteriores.

2.45. FORMA PRODUTO NA REDE ABERTA

Um teorema importante, provado por Jackson, afirma que a distribuicdo estacionéria
do numero de usuédrios presentes no sistema pode ser calculada pelo produto de
distribuicdes estacionarias marginais (referentes a cada centro). O resultado obtido, também
chamado de solucdo na forma produto, indica que o sistema se comporta como se cada
centro de servico i € J fosse uma fila com chegadas e servicos exponenciais com taxas y; e
u,(n;), respectivamente, independente dos demais centros. Assim, no caso de S servidores
idénticos, teriamos o sistema comportando-se como se fosse uma colegao independente de
filas M|M|S.

No entanto é importante observar que nem sempre as chegadas internas forma um
processo de Poisson. Portanto, a forma produto deve ser aplicada com cuidado. A
vantagem da forma produto €, entre outras, a possibilidade de identificacdo r4pida dos
efeitos da mudanca dos paradmetros de uma estacéo sobre o desempenho de toda a rede.

Para utilizagdo como constantes normalizadoras a seguir define-se:

n

Vi

2 O @ O]

onde o termo correspondente an =0 é igual a 1.

Sob a condicdo de bi_l <o ,Vield, o processo N te distribuicio estacionaria

dada por:
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comﬁ:(nl,nz,n3 ..... nJ),ﬁi(ni):[ 0,7 iel epi:ﬁ.

4L (). (n )] ’ Hi

Sendo assim, considere a rede de filas aberta mostrada na Figura 2.15.

ESTADO SISTEMA ESTADO SISTEMA ~ -

— e —
L WO WO
@_.

M|M|1 M|M|1
Figura 2.15 — Formma Produto Rede Aberta

Pela forma produto tem-se:
P[(Kl’ K, )] = Pl[Kl]PZ [Kz]

P[(Kl’ K, )] = ((1_,01 ):OlKl X(l_Pz ),OzK2 )

onde pi:ﬁ<1, i ={1,2}.

Considere ainda a rede de filas aberta sem realimentacdo mostrada na
Figura 2.16.

A
==l

O (s)

A A
= llIII i

e imCe)

Figura 2.16 — Rede aberta sem realimentacgéo

A4

Sejam Nj, Nj, N3, N4 € Ns, 0s estados em cada n6 do sistema (1, 2, 3, 4, 5), entéo a
distribuicdo de probabilidade conjunta pode ser dada pela equacgéo abaixo:
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P[Nl’ N, N3, Ny, Ns]: IDl[Nl]Pz[Nz]Ps[Ns]P4[N4]P5 [Ns]

2.45.1. FORMA PRODUTO NA REDE FECHADA

Seja o processo N com distribuicdo estacionaria dada por:

n

S Vi
ﬂ-(n)_ Pu 1.:1[ [ﬂi (1)ﬂi (2)""ui (ni )] |

—_ J
para N = (nl, n,,ns,..., N, ) Zni =M e by a constante de normalizagio.
i=1

No caso de sistemas fechados, a constante de normalizagdo nédo é fatoravel num
produto de constantes associadas a cada estacdo. Assim, ndo se tem independéncia entre o
ndmero de clientes em cada estagdo para cada t fixado.

2.5. AFILA M|G|1

A fila M|G|1 consiste de um sistema de servidor simples, com chegadas Poisson,
distribuicdo do tempo de servigo arbitraria, denotada por B(x) e funcdo de distribuicdo de
probabilidade do tempo de servico denotada por b(x). A distribuicAo do tempo entre
chegadas é dada por:

A)=1-e™ t20
at)=xr.e™ t20

com a taxa média de chegada de clientes por segundo igual a A, um tempo médio entre
chegadas de 1/A segundos e variancia (c?) igual a 1/A2.

e Histéria passada sumarizada:

N(t) - n°. de fregueses no sistema no instante t
Xo(t) - tempo de servigo ja recebido pelo fregués em servigo no instante t

As definicbes acima séo necessarias uma vez que a distribuicao do tempo de servigo
ndo é necessariamente “sem memoaria”. Neste caso, verifica-se que o processo aleatorio N(t)
ndo é um processo Markoviano. Entretanto, o vetor [N(t), Xq(t)] € um processo de Markov e é
um vetor de estado apropriado para o sistema M|G|1, uma vez que ele sumariza toda a
histéria passada.

N(t) , Xo(t) ] = Sumariza o passado

Cadeia de Markov
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Analisando o sistema nos instantes de partida:
Xot)=0

e Cadeia de Markov embutida nos instantes de partida:

=11 =11 Igualdade entre distribuicdes estacionarias

No modelo M|G|1 vale a igualdade entre as distribuicbes estacionarias em tempo
continuo e as imersas nos instantes de chegadas e partidas.

Distribuigdo do n°. de clientes no sistema
Para obtermos Distribuicdo do tempo de espera

Distribuicdo do tempo ocupado

e Chegadas Poisson:

P[N(t)= k] - Probabilidade de um cliente que chegue no instante t encontre K

clientes no sistema

PIN(t)=k]=PR’(t)

Para sistemas cuja alteracéo de estado se de por acréscimo de +/- 1 cliente:

P (t): Pkd (t) - Isto €, o nimero de clientes encontrado na chegada € igual ao n°.

de clientes deixados por uma saida.
e Probabilidade de Transicdo da Cadeia de Markov:

Sejam:

g, = n°. de clientes deixados no sistema pela partida de C,

V, = n°. de clientes que chegaram durante a execucdo do servico de C, (que tem

duracéo X,)

y
t:n ACn +1
Xn Xn +1
Servidor gn # 0--...,..‘ Anet
Cn Cn +1
Fila ~N ~
Vi

Cn Cn+1
Figura 2.17 — Probabilidade de Transicao da Cadeia de Markov (1)
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I:)ij = P[qn+1 = J|qn = I]
Dado que (,, <, € impossivel,

qn+1 2 qn—l

AP = 0 o o o,
0 0 o o
0 0 0 ¢
0 0 0 O

onde: o, =PV, , =k]
V, depende da duracéo de X, (e ndo de n) em regime estacionério.

P[X, <X]=P[x < X]=B(x)
Plv, =k]=P[V =k]=¢,

PV =k]=¢, :'[Ow P[V =k;x <X < x+dxx :f P[7 = k[X = xp(x)dx
Para chegadas Poisson:

k
P7 = k] =, = f{@e”b(x)}dx

Sejam p = Z)_( e p <1 (condi¢do de ergodicidade)
Equacéo fundamental da M|G|1

Cn
Servidor On :0 3n+ 1
Cn Ch+a On+1=Vins1 |
Fila ‘|* J\. ~ ~
Vi
C, Chsa

Figura 2.18 — Probabilidade de Transi¢cao da Cadeia de Markov (2)
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. a, _l+vn+l se q, >0
A = Vin e q, =0

1 se >0
Aq, = 5 On
se ¢,=0
O,.=0,—Aq,+V,, — Equacéo fundamental da M|G|1

2.5.1. MEDIDAS DE DESEMPENHO

Nesta secédo,serdo apresentadas algumas medidas de desempenho para o modelo
M|G|1. Inicialmente, notamos que as férmulas de Little continuam validas e as utilizaremos
para deduzir alguns resultados.

e Numero médio de clientes no sistema (em regime estacionario):

O valor esperado do numero de usuarios no sistema (L), nos instantes
imediatamente apés uma partida, pode ser calculado conforme demonstrado a seguir.

g=limg, — E[q]=1limE[q, ]

N—o0 n—oo

Usando a equacao fundamental:

Ilm E[qm—l]: Ilm E[qn _Aqn]_'_ Ilm E[Vn+l]

E[d]= E[a]-E[aq]+E[V]

E[V]=E[aq]
EV]=4x,

AKP[G = k]: Aol:)[q :0]+A1P[q :1]+A2P[q = 2]"‘"'

A

>

T
I

E[Aq]: Z P[(~] = k] — Probabilidade sistema ocupado = p
k=1

o0

AX=p=1-p,
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> -
Comprimento médio do sistema: L= E[q]= p+M
21-p)

(at)e™
k!

Sabe-se que para chegadas Poisson: P[N = k]=

Poisson (\) — V(z)= iP[V =k]z*

=0

=

V (zservigo= x)= i "

V (z]servigo= x)= i

V (z[servigo= x)=e -7

Chegada e servico independentes:

V(z)= _EO e >t (x )dx

Da definig&o da transformada de LaPlace:
B™(s)= fe’bxb(x)dz

Entéio:

B*(s)=B"(1-12)

Sabe-se que:

% o= ELV] V@ | —Ewl-Em

d\(/jEZ) _ _,1%[8*(2—/12)] V@) u"(z)="2 3722[5*(/1_’12)]

Para z=1:

V'(1)= 2B (0)=2x2
B*(s) = —x

Processos Estocasticos e Teoria de Filas



COPPE - Universidade Federal do Rio de Janeiro
Programa de Engenharia de Producéo (PEP)

B (s) =X
E[v?]- E[v]= X’

L = n°. médio de clientes no sistema

Ax?
L=E[q]=p+
21-p)
o =X X'
Sabe-se que a variancia do tempo de servigo € P . Entéo:
2ol 4 p? , .
L=p+——— — Foérmula de Pollaczek-Khintchine
2(1-p)
L=p+L,

Ly = n°. médio de clientes na fila
B Aol +p?
o2t-p)

Usando a férmula de Little temos as expressdes para a média do tempo de
permanéncia no sistema (W) e para a media do tempo de permanéncia na fila (W):

wobog L[ Aeiest
A Al 2.(1-p)
w =l 1] Xoy+p
T4 Al 20-p)
Exempilos:
1) M/M/1
2
ka:i _ 2.p
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Outra forma de obtermos a média do tempo de permanéncia no sistema e na fila, W

e W, respectivamente:

Considere a
Figura 2.18, abaixo.

A — >
— i) - o

Figura 2.18 — Modelo M/G/I

L=AW

Lq =AW,

W, =L, X + p-Tx (Tempo de vida residual do cliente no atendimento)

TVR =

I\)|><|
X<~

2
2

Para o caso especifico da Exp (1) : Tyz = H

e Distribuicdo do n°. de clientes no sistema (P,):

lim,_.4,Q,(2) =E[2°]1=Q(2)

o)~ B -72)

S riyrel YOG

Para o caso M|M|1:

b(x) = e

B*(S) = ﬁ

B"(A-Ag)=—*
A—Az2+u

Q(2)=2.Z" Plg=K]
P, =-p)p"

(Eg. Transformada de P.K. para M|G|1)

Processos Estocasticos e Teoria de Filas

77



COPPE - Universidade Federal do Rio de Janeiro
Programa de Engenharia de Producéo (PEP)

e M|G|1 — Distribuicdo do tempo de espera:

B (s).(1- p).s

S*(S)ZA.B*(S)+S—/I
w(s)=— LR
AB (s)+s—-A1
Para M|M|1.:
B"(s)=——
S+u
S(X)=&(u—4)

e Distribuicédo do periodo ocupado:

() = servico ndo terminado no sistema no tempo t, ou

() = tempo necessario para esvaziar o sistema de todos o0s clientes presentes no instante t

Servidor conservativo: sistema permanece ocupado enquanto houver cliente no sistema e os
clientes s6 partem do sistema quando o mesmo estiver completamente servido.

Para sistema conservativo: H(®) é independente da disciplina do servigo.

F(y): distribuicao do periodo ocioso
G(y): distribuicdo do periodo ocupado

MI|G|1 = F(y)=1- e™ (tempo de chegada exponencial)

G*(s) — TC periodo ocupado

G*(s) = B*[s + A= \.G*(s)]
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2.6. Anexo
2.6.1. FUNCAO GERADORA DE MOMENTOS

Nesta secéo sera introduzido um importante conceito matematico que possui muitas
aplicagbes aos modelos probabilisticos. Para um desenvolvimento rigoroso do assunto seria
necessario um conhecimento matematico de nivel bem mais elevado do que se propde nesta
apostila. No entanto, se evitarmos certas dificuldades matematicas que surgem e aceitarmos
que determinadas operacfes sejam validas, poderemos alcancar uma compreensao
suficiente das principais idéias abrangidas, a fim de empregé-las inteligentemente.

Suponhamos que X seja uma varidvel aleatéria, isto €, X € uma fun¢céo do espaco
amostral para 0s humeros reais. Ao calcularmos varias caracteristicas da variavel aleatoria
X, tais como E(X) ou V(X), trabalhamos diretamente com a distribuicdo de probabilidade de
X.

Definigdo. Seja X, uma variavel aleatéria discreta, com distribuicdo de probabilidade

p(xi) = P(X = xi), i = 1,2,3....A fungdo Mx, denominada fun¢do geratriz de momentos de X, é
definida por:

Mx(t) = D e p(x,)

Se X for uma variavel aleatdria continua com fdp f, definiremos a funcdo geratriz de
momentos por:

Mx(t) = [ e™ f (x)dx

Em qualquer dos casos, o discreto ou o continuo, Mx(t) é apenas o valor esperado
de e™. Por isso, podemos combinar as expressdes acima e escrever:

Mx(t) = E(e*).
A seguir, serdo mostrados alguns exemplos de fungfes geratrizes de momentos.

Exemplo | - Suponha que X seja uniformemente distribuida sobre o intervalo [a,b].
Logo, a fgm sera dada por:

b o
Mx(t) = j < dx

= oiy[e” —e"],t#0
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Exemplo Il — Suponha que X seja binomialmente distribuida, com pardmetros n e p.
Neste caso,

n

MXx(t) = kzn(;e‘k[K
) i(:j(pevk(l— i

[pe' + (@ p)]".

A (ltima igualdade decorre de uma aplicagédo direta do teorema binomial

)pk(l— o)

Exemplo Il - Suponha que X tenha uma distribuicdo de Poisson com parametro A.
Por conseguinte,

Mx(t) = > et et =e >
k=0 k=0

t t
— e—lele — e/l(e -1)

> (%)
A terceira igualdade decorre do desenvolvimento de et, em n=0 . Esta foi
empregada com y = Aet

Exemplo IV -. Suponha que X tenha uma distribuicdo exponencial, com parametro o.

Logo,

MXx(t) = jo e¥ae dx = o jo Xy,

Esta integral converge somente se t < a. Por isso, a fgm existe somente para estes
valores de t.

Admitido que essa condi¢&o seja satisfeita temos:

_ x(t-a)|
Mx(t)—ﬁe “ .

= t<a.

a-t!

Visto que a fgm é apenas um valor esperado de X, podemos obter a fgm de uma
funcdo de uma variavel aleatéria sem primeiro obtermos sua distribuicdo de probabilidade.
Por exemplo, se X tiver distribuicdo N(0,1) e desejarmos achar a fgm de Y = X2, podemos
prosseguir sem obtermos a fgm de Y, bastando para isso escrevermos:
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1
My(t) = E(e¥) = E(e%”) = %j._wexp.(txz —)dx = (1—2t) 2

2.6.2. PROPRIEDADES DA FUNGCAO GERADORA DE MOMENTOS

Recordemos o desenvolvimento da fungéo e* em série de Maclaurin:

X 2 3 n
e =1+x+%+%+...+%+....

Sabe-se que esta série converge para todos os valores de x. Por isso,

()"
Tt

2
X =1+tx+ 8 4+

20 +....

Em seguida,
Mx(t) = E(e%) = EQ+tx+ & . + &0 4 )

Para uma soma finita, o valor esperado da soma é igual a soma dos valores
esperados. No entanto, estamos tratando acima com uma série infinita e por isso ndo pode,
de imediato, aplicar tal resultado. Verifica-se, contudo, que sob condi¢bes bastante gerais,
esta operacgédo ainda é valida. Admitido que as condi¢Bes exigidas sejam satisfeitas.

Como t é uma constante, tomando os valores esperados, podemos escrever:

Mx(t) =1+tE(X) + LEXD 4 L TECD |

21 n!

J& que Mx é uma funcéo de variavel real t, podemos tomar a derivada de Mx(t) em
relagdo at, isto €, M(t):

M’ (t) = E(X) +tE(X?) + LEXD 4 CExD 4

2! (n-1)!

e fazendo t = 0, verifica-se que somente o primeiro termo permanece, e teremos:
M"(0) = E(X)

Portanto, a derivada primeira da fgm, calculada para t = 0, fornece o valor esperado
da variavel aleatéria. Se calcularmos a derivada segunda de Mx(t), obteremos:

M™" @) = E(X?) +tE(X®) +.. D EXD o

(n-2)!

e fazendo t = 0, teremos:

M (0) = E(X?).
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Admitido que M(n)(0) exista, e continuando dessa maneira, obtemos o seguinte
teorema:

Teorema 1l
M ™ (0)=E(X").

Isto é, a derivada n-ésima de Mx(t), avaliada para t = 0, fornece E(Xn).

Exemplo V - Suponha que X tenha uma distribuicdo binomial com parémetros n e p.
Consequientemente, Mx(t) = [pet + g]n. Por isso,

MX(t) = j:e“ae*“*dx —a j: X9,

Logo, E(X)=M'(0)=np, o que concorda com nosso resultado anterior. Além

disto, E(X2)=M"(0)=np[(n—1)p+1]. pai, V(X)=M"(0)-[M'(0)]2 = np(Z- p).

Os dois teoremas seguintes serdo de notavel importdncia em nossa aplicagdo da
fgm.

Teorema 2
Suponha que a variavel aleatéria X tenha fgm Mx. Seja Y = aX + B. Entdo, My, a fgm
da variavel Y, sera dada por:

My(t) = e”*Mx(at).

Teorema 3

Sejam X e Y duas variaveis aleatérias com fgm e Mx(t) e My(t), respectivamente. Se
Mx(t) = My(t) para todos os valores de t, entdo X e Y terdo a mesma distribuicdo de
probabilidade.

Propriedade Reprodutiva

Se duas (ou mais) variaveis aleatérias que tenham uma determinada distribuicao
forem adicionadas, a varidvel aleatéria resultante ter& uma distribuicdo do mesmo tipo que
aquelas das parcelas. Esta propriedade € denominada Propriedade Reprodutiva (ou aditiva).

Exemplo VI - Suponha que X e Y sejam variaveis aleatérias independentes, com

2 2
distribuicdes N('ul’al ) e N ('L‘Z’O_Z ) , respectivamente. Fagamos Z=X+Y.

Consequentemente,
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Mz(t)= Mx(t) My (t=exp. (st + o7 13) exp . (u,t + 05 U3)
= exp.[ (14 + )t + (of +03) ]

Isto representa a fgm de uma variavel aleatéria normalmente distribuida, com valor
esperado /4 + (4, e variancia 012 +o-22. Portanto, Z tera uma distribuicdo normal. (Ver

Teorema 3)

Teorema 4
Sejam X,..., X, variaveis aleatorias independentes. Suponha que X; tenha distribuicédo
de Poisson com parametro oo = oy + ...+ a,.

Teorema 5
Suponha que a distribuicdo de X;, ..., Xx sejam variaveis aleatdrias independentes,

_y? 2 2 2
S=X{ A+ X5 et Xy tera distribuicdo de Xy

cada uma com distribuicdo N(0,1). Entéo,
Teorema 6
Seja Z=X; + ...X,, onde X; s&o r variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas, cada uma com distribuicdo exponencial, de mesmo parametro o e r. Entédo, Z
tera uma distribuicdo gama, com parametro a. e r.

Consideracdes Finais

A fgm constitui um poderoso instrumento muito poderoso para estudo de varios
aspectos das distribuicdes de probabilidades. O emprego € muito Util no estudo de somas de
variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas e na obtencdo de vérias
regras aditivas.

2.6.3. TRANSFORMADA Z

Esta secdo tem a finalidade de resumir alguns conceitos de Transformada Z,
necessarios aos estudos de Teoria das filas.

A transformada Z desempenha, para processos discretos, o mesmo papel que a
transformada de Laplace em processos continuos.

A transformada Z de uma seqiiéncia em tempo discreto F[n] é definida por:

F(z)=>F(n)z™ F(z)= ifnzn

n=—w0 n=-o0
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A transformada pode ser unilateral e, desta forma, “transforma-se” em:

F(Z):iF(n)Z‘” F(Z):ifnz"

n=0

Esta transformada se chama unilateral e o primeiro caso é chamada de transformada

Z bilateral.

a)

b)

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1
Encontre a transformada Z, F(Z), para F(n) =3(n)

Solucgéo:
_ 1, se n=0 o
Define-se: 5(n) = , pela definicdo da transformada Z, tem-se:
0, se n=0
F(z)=1x2° =1
Exemplo 2

Seja F(t)= ) (t) e seja F(n) a sequiéncia obtida ao amostrar-se F(t) acadaT

segundos. Encontre F(Z).

Solucgéo:

Neste caso, F(n): 7"y (n) conseqiientemente,

F(Z)= > *"F(n)z ™ FZ)=Y(z*).

n=—o0 n=0

Sabendo que:

n, nl_an2+1

anlak: l1-a

Tem-se

F(Z)=lim (2] (2™

_nzﬁm 1_£—aTZ—1
1 z
F(z)= = .
@) 1-¢27z z—p2T
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Se o periodo de amostra é T=1, entdo: F(Z): =

Assim, pode-se resumir a definicdo de transformada Z da seguinte forma:

Propriedade importante
B unidade
F(z)=> fz" (Z2)<1 {linearidade

n=0 inuariancia (no tempo)
convolugédo

0

logo F(l): Z f,=1 Obs.: funcdo densidade de probabilidade atende a esta condigéo
n=0
X — variavel aleatéria discerta
K
f, = P[x=K] Plx<K]=Y f,
n=0

logo F(Z)=E(X*)= K°momento de X
>z %,
K
logo F(1)=>) f, =1
K
FO)=> Kz => Kf =X
K

FOQ)=FO) =Y K(K-1)z®2f, =3 (K2 -K)f, =S K2 f, -3 K f =X2-X
K K K K
Na Tabela 2.3 encontram-se as transformadas Z das principais sequéncias discretas.

Tabela 2.3 — Transformada Z principais seqiiéncias discretas

X[n]comnz20 X[Z] Raio de Convergéncia |Z| >R
3[n] 1 0
0
& [n — m] zm
z 1
Uln —_—
[n] -1
N z 1
(z-1f
n2 z(z+1) 1
(z-1y
a" z |a|
Z—a
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na" az EY
(z-a)
ZZ
(n+1)a" - lal
COSQDH Z(Z—COSQU?’.!) 1

Z¢ —22Cos Qo+l

SenQyn Z Sen()n 1
Z' —2ZCosn+1

E_(MT =z E,_QT
Z _ E—Q‘T

A Transformada Z inversa

Para que a transformada Z seja util, é aconselhavel estar familiarizado com os
métodos para encontrar a transformada Z inversa.

A notacdo para a transformada Z inversa sera Z ™. A transformada Z inversa de X[Z]
da como resultado a correspondente sequiéncia X[n].

Existem quatro métodos para obtermos a transformada inversa:

= Método da Divisdo Direta;
= Método Computacional;
= Método de expansdo em fracdes parciais;

= Método da Integral de inversao.

O método da divisdo direta provém do fato de que se X[Z] est4 expandida em uma
série de poténcias de 2, isto &, se

X[ z]- ;x[n]z”‘*

entdo, X[n] é o coeficiente de (Z'k y), por conseguinte, os valores de X[n] podem ser
encontrados por inspe¢do paran=0, 1, 2,...

c) Exemplo 3
Ache X[n] paran=0, 1, 2, 3, 4, quando:
10245
X|z]=

(z-1)z-02)

Solucéo:

Dividindo o numerador pelo denominador obtém-se:
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X[2]=10Z ' +17272 +18,4Z° +18,68Z * +---

Ao comparar esta expansao X[Z] em uma série infinita:

Y X[z

n=0
obtém-se: X[0]=0, X[1]=10, X[2]=17, X[3]=18,4, X[4]=18,68.

Na maioria dos casos, ndo é tao simples identificar o término geral, mediante a
observacédo de alguns valores da seqiiéncia.

O método mais utilizado € a decomposi¢cdo em fracdes parciais de X[Z]. Em vista da
unicidade da transformada Z, pode-se utilizar a tabela de similaridades de transformadas
para identificar as seqiiéncias correspondentes.

d) Exemplo 4
Encontre a transformada inversa de:

3
X[ ]: 22+ 2

(z-27(z-1)

através do método de expansédo em fracdes parciais.

Solucgéo:
Expandindo em fra¢gBes parciais, tem-se que:

4 3 1

(z-2Y +(2—1)_(2—2)

Usando una tabela de transformadas, tem-se: X[n]=9n2"*-2"+3 paran =0, 1, 2,...

X|z]=
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1)

2)

3)

4)

EXERCICIOS PROPOSTOS DE TEORIA DAS FILAS

Considere a rede de filas aberta com um Unico né, como mostrada abaixo.

Chegadas y E—
R T @——>partidas
externas T -
p

O né Unico é uma fila M/M/1 com taxa de servico u. Um fregués retorna ao né com
probabilidade p depois de completar seu servico. A disciplina da fila € PEPS (primeiro a
chegar primeiro a ser servido). Pergunta-se:

(&) Quanto vale y = taxa total de chegada ao n6 1?

(b) Qual € o intervalo permitido para variacdo de p para que 0 sistema permaneca
estavel?

No bar de um aeroporto, uma pessoa pode escolher entre tomar um café servido no
balcdo, ou entdo usar uma maquina automatica. No balcdo s6 podem ser atendidos, em
média, 180 pessoa por hora, enquanto a maquina pode atender exatamente 4 pessoas
por minuto. A cada hora, 270 pessoas, em média, procuram o bar para tomar café; a
probabilidade de uma pessoa preferir o balcdo é de 0,6. Qual a demora média de uma
pessoa que procura o bar, desde que entra até ser servida de café?

Uma frota de traineiras consome gelo para conservar o peixe durante o tempo passado
no mar. O gelo vem em camionetas que transportam 1 tonelada cada (50 barras) e que,
no dia da entrega, chegam a razao de 5 por hora, em média. O pessoal encarregado da
descarga tira 1 barra a cada 12 segundos em média. O gelo custa $20 a tonelada e, no
verdo, a perda devida ao derretimento é de cerca de 1 quilo por minuto e por tonelada de
gelo. Qual o custo esperado do gelo que chega a ser embarcado?

Seja a rede de filas abaixo, onde todos os sistemas de filas sdo M/M/1. Determine:

a. Qual o gargalo do sistema?
b. Qual a maxima taxa de chegadas externas admissivel?

c. Qual o numero esperado de clientes em todo o sistema para uma taxa de chegadas
externas igual a 75% da taxa calculada em (b)?

d. Suponha que a taxa calculada em (b) tenha sido ultrapassada, qual o novo gargalo do
sistema?

e. Se os sistemas de filas fossem M/G/1, o que mudaria nas respostas anteriores (a) até
(d)?

Dados: u = i, = 15 clientes/hora, g = 20 clientes/hora, u, = 25 clientes/hora.
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5)

Seja a rede de filas markovianas esquematizada abaixo.
ﬂd_» @7
p :1 ﬂ’l -]
1 2 > H
Y —
- [ 1) Ps=

2
/02:5

Alw

Se A1 = 10 clientes/hora, 4,= 20 clientes/hora, g, = 20 clientes/hora, , = 30 clientes/hora, u,

= 40 clientes/hora.

6)

7

8)

a. Determine o gargalo do sistema (isto &, a pior fila).
b. Qual a probabilidade de todo o sistema estar ocioso?

c. Qual a probabilidade de existir uma Unica pessoa no sistema?

Em um laboratério de computacdo grafica da universidade existem 4 estacbes de
trabalho, cada uma delas com um tempo entre falhas exponencialmente distribuido com
média de 40 dias. O laboratério tem um contrato com o fornecedor, que permite que até
duas das estac¢des sejam reparadas simultaneamente, quando da ocorréncia de defeitos.
O tempo de reparo de cada estacdo pode ser considerado exponencialmente distribuido
com duracdo média de 10 dias. Desenvolva um modelo de filas para representar o
problema e obtenha:

a. o diagrama de transicdo de estados.
b. as equaces de equilibrio e de recorréncia.
c. o nimero médio de estagbes em operacao normal.

d. a percentagem do tempo em que todas as estacfes estdo paradas.

Estdo sendo feitos planos para a abertura de um posto de lavagem de carros pequeno, e
tem que ser decidido quanto espaco para carros a espera. E estimado que os clientes
chegariam aleatoriamente (i.e. segundo um processo de chegadas Poisson), com uma
taxa média de um a cada 4 minutos, a menos que a area de carros a espera esteja
lotada, em cujo caso o cliente levaria seu carro a outro lugar. O tempo que pode ser
atribuido a lavagem de um carro tem uma distribuicdo exponencial com uma média de 3
minutos. Compare a fracdo de clientes potenciais que seria perdida por causa de espaco
de espera inadequado se (a) zero, (b) dois ou (c) quatro espacos (n&o incluindo o carro
gue esta sendo lavado) fossem previstos. (Obs.: Desenvolva a partir do diagrama de
transicdo de estados as expressdes necessarias para a solugcao do problema.)

Uma empresa de 6nibus envia seus 6nibus para manutenc¢éo de rotina a cada 25.000 Km.
A garagem fica aberta 24 horas por dia é atendida por um Unico funcionario o qual é
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9)

capaz de revisar um 6nibus de cada vez. O tempo que ele gasta é exponencialmente
distribuido, com uma média de 4 horas. Os 6nibus chegam a garagem segundo um
processo de Poisson, a uma taxa média de 12 por dia. Os motoristas, entretanto, séo
instruidos a ndo entrar na garagem se |4 ja existirem quatro ou mais 6nibus, mas retornar
ao despachante para nova autorizacao. Determine:

a. o valor esperado de tempo que um énibus aguarda na garagem,;

b. a perda esperada de dinheiro por dia pela companhia devido a capacidade limitada da
garagem, se o custo de enviar um 6nibus a ela e té-lo de volta sem revisar é $80.

Suponha que todos os proprietarios de carros completem seus tanques quando o nivel
atinge exatamente a metade. Normalmente, uma média de 7,5 clientes por hora se dirigia
a um posto de gasolina com uma Unica bomba. O tempo médio de atendimento é de 4
minutos. Com a greve dos caminhoneiros, ocorrida a pouco tempo, um certo panico se
instalou. Para modelar este fenbmeno suponha que 0s proprietarios passaram a
completar o tanque quando o nivel esta em 3/4 do tanque. Como cada proprietario esta
colocando menos gasolina no tanque, durante uma visita ao posto, assuma que o tempo
médio de servico tenha caido para 3 1/2 minutos. Como o péanico afeta L e W?

10) Mecénicos que trabalham no Centro Automotivo Classe A devem retirar as ferramentas

e pecas que necessitam de uma ferramentaria. Uma média de 10 mecéanicos por hora
chegam procurando por pecas. Atualmente a ferramentaria possui um ferramenteiro, que
recebe $6,00 por hora e que leva em média 5 minutos para atender a cada pedido. E
estimado que cada mecéanico produz $10,00 de servicos por hora, cada hora que o
mecéanico gasta na ferramentaria custa a oficina $10,00. A oficina esta analisando a
possibilidade de contratar um ajudante de ferramenteiro (a $4,00 por hora). Se este
ajudante for contratado o ferramenteiro tera possibilidade de atender a uma requisicdo em
4 minutos, em média. Assuma que 0s tempos entre chegadas e de servico sao
exponenciais. Deve o0 ajudante ser contratado?

11) Modele, usando teoria de filas, um sistema em que o servigo , tomar sol na praia.

Considere que as chegadas a praia seguem um processo Poisson de taxa 4, e que o
tempo que cada pessoa passa na praia , aleatério, podendo ser aproximado por uma
distribuicdo exponencial com média 1/u.

a. Desenhe o diagrama de transicdo de estados

b. Obtenha as equacdes de recorréncia
0 Xn

c. Calcule Pn ( sugestdo Z— =e”).
n=0 n!

d. Obtenha: L, Lg, W, Wq

12) Andlises anteriores indicam que a chegada de clientes em uma dada agéncia dos

correios segue uma distribuicdo exponencial com média de 30 chegadas por hora. Vocé
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esta fazendo um levantamento na agéncia e na presente hora, ja decorridos 15 min., ja
chegaram 10 clientes. Quantos clientes vocé espera que ainda cheguem na presente
hora? Justifique.

13) A ocupacdo média de uma lanchonete de "fast-food" é de 50 pessoas. Sabe-se que
chegam a lanchonete 100 pessoas/hora e que em média uma pessoa demora 20' para
fazer sua refeicao.

a. Quanto tempo demora um cliente dentro da lanchonete?

b. Qual a percentagem deste tempo é gasta na fila?

14) Um ndmero indeterminado de duplas de alpinistas se dirige a uma montanha com o
intuito de escala-la. Na base do lance inicia da escalada hd um platd onde sé cabem dois
alpinistas e o caminho até este platd é estreito e ingreme. Um dos guias do grupo esta na
entrada deste caminho, orientando a subida para o platé. De la ele ndo pode ver nem
ouvir o que se passa em cima; mas baseado na experiéncia, procura evitar que mais de
uma dupla esteja esperando na base do lance, dada a falta de espaco. Ele sabe que o
lance consome, em média 12 minutos de cada dupla; se ela deseja que o platd fique sem
superlotacdo em 84% dos casos, quantos alpinistas ele deve encaminhar em média, por
hora, para 14?

15) Um reator nuclear é usado para a producdo de radiois6topos de uso medicinal. Um
deles de meia vida particularmente curta, tem uma demanda de 3 doses por semana, em
média; se uma dose for guardada por mais de 2 semanas em média, ela se tornara fraca
demais para ser usada.

a. Qual sera a producgédo anual esperada, nestas circunstancias?

b. Qual sera o valor esperado do niumero de unidades em estoque?

16) Uma agéncia de caderneta de poupanca tem k guichés, cada um dos quais pode
atender, em média, a 180 pessoas por hora. Em um certo dia, a demanda média pelos
servigos da agéncia é de 440 pessoas por hora. Os guichés estdo dispostos em uma
linha perpendicular & entrada; isto faz com que muitas pessoas entrem na primeira fila
gue encontram; sem procurar verificar se existe ou ndo outra fila menor. Estima-se que a
probabilidade de uma pessoa entrar na fila i € de (2/k).((k+1-i)/(k+1)). Suponha que k = 4
e responda:

(a) qual o tempo médio gasto por uma pessoa que entrou na primeira fila?
(b) qual a fragéo do tempo desocupado do caixa da fila 4 ?

17) A e B sdo duas maquinas de operacdo manual em uma linha de producédo; as pecas
processadas por A saem dela a razdo de 10 por hora em média e sdo processadas em
seguida por B a razdo de 12 por hora em média. Dado o espaco entre A e B, havera
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congestionamento da linha sempre que existam mais de 2 pecas a espera do
processamento. Qual a fracdo esperada do tempo de funcionamento da linha, relativa a
ocorréncia de congestionamento ?

18) A saida de um tdnel € uma pista com 2 faixas de transito, em méo Unica; 100 metros
mais adiante ha um sinal luminoso que abre o transito a cada 20 segundos, deixando
passar de cada vez 10 carros. Em um dado momento, os carros estdo saindo do tlnel a
razdo de 24 por minuto em média. Sabendo-se que cada carro ocupa 10 metros de sua
faixa de transito, pergunta-se:

(a) Qual o tamanho médio do trecho de pista ocupado pelos carros?

(b) O sinal enguicou e a CET colocou, provisoriamente, um agente de transito que abre o
transito em média a cada 20 segundos. Qual a probabilidade que a fila invada o tanel?

19) Uma famosa vidente, acostumada a prever o futuro de politicos, tem sua agenda cheia
de entrevistas marcadas a razado de uma por hora (dia de 8 horas). Ela dedica, em média,
45 minutos a cada cliente e, para suavizar a espera da clientela, manda servir café com
bolinhos na sala de espera. Uma pequena questdo alimentar: se cada pessoa toma uma
xicara de café (100 ml) a cada meia hora, quantos litros de café deveréo ser preparados
em média, por dia?

20) Um mecénico de manutencdo de maquinas de copia eletrostética trabalha por contrato
para a Prefeitura. Ele pode consertar, em média, 3 maquinas por dia e o contrato por ele
assinado prevé que todo chamado seja atendido no mesmo dia com 90% de certeza.
Qual a capacidade mensal do servigco, com este padréo de atendimento?

21) Uma loja de autopecas tem estacionamento com espaco para 10 carros. Os carros
chegam segundo um processo Poisson a uma média de 10 por hora. Sabe-se também
gue o tempo que eles permanecem estacionados tem distribuicdo exponencial com média
de 10 min. Determine:

a. O numero médio de vagas ociosas no estacionamento?
b. A probabilidade de um carro que chegue ndo encontre lugar para estacionar?

k Xn )
Sugestao: Para valores de k grandes use ZF =e".
n=0 'l

22) Considere um sistema com um Unico atendente tendo uma distribuicdo de chegadas
Poisson com A = 10 c/h. Atualmente o atendente trabalha de acordo com uma distribuicéo
exponencial com um tempo médio de servigo de 5 min. A geréncia tem a sua disposicao
um curso de treinamento que tera como resultado uma melhora (decréscimo) na variancia
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do tempo de servico, porém com um leve aumento da média. Apds a execucao do curso
estima-se que o tempo médio de servico aumentara para 5,5 min., porém o desvio padrao
decrescera de 5 para 4 min. Deve a geréncia mandar o atendente fazer este curso?

23) K-sucata recebe uma média de 15 pedidos por dia de um certo modelo antigo de carro,
do qual ela pode atender a 20 pedidos por dia. Entretanto se menos que 3 carros forem
alugados, a companhia perde dinheiro da seguinte forma: se somente 2 carros séo
alugados a perda é de $220/dia, se somente 1 carro for alugado a perda é de $260/dia e
se nenhum carro for alugado a perda é de $290/dia. As perdas s&o, naturalmente,
compensadas pelos ganhos quando 3 ou mais carros sdo alugados. Considerando
apenas as perdas, qual sera o valor esperado do prejuizo por dia? Assuma chegadas e
servigco Poisson e que ndo existe limitagcdo de tamanho nem desisténcias da fila.
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3. MOVIMENTO BROWNIANO

3.1. PASSEIO ALEATORIO DISCRETO - DISCRETE TIME, DISCRETE STATE,

RANDOM WALK

O "proximo passo" de um bébado pode ser modelado como sendo aleatério e
dependente somente de onde esta o pé de apoio para aquele passo (que nada mais € do
gue onde parou o passo anterior). Supondo claro que o chdo é plano, ndo existem
obstrugbes no entorno, que o cara vai estar em pé ao final do passo, que ndo existe nenhum

bar por perto, entre outros.

Chamemos de X, a posicao inicial do pé de apoio. E X; a posi¢édo do pé de apoio no

instante t.

Algumas suposi¢fes para tornar nosso modelo mais amigavel:

" Todos os passos sdo do mesmo tamanho (=1 pdb - passo de bébado);

] Ele estda em um corredor apertado e s6é pode ir pra frente ou pra tras (caso

bidimensional);

. A probabilidade dele ir pra frente ou pra tras é 1/2 - ele estd em um chéo plano e

o corredor nao tem fim;

] Cada passo ¢é independe dos outros.

Com isso, temos que:

Xi = X1 +& onde & € uma varidvel aleatéria com a seguinte distribui¢do discreta:

P(g=1)=P{g=-1}=1/2 ¥%=1,2,..

Se X, =0,
-
-

yeo—L 1 t) paravalor impar de t

Entdéo X, =
‘ { s —2,0,2, ..., t) para valor par det

t
t

Como so existem duas opgdes, a distribuicdo de X; € binominal.

O Grafico 3.1 abaixo ilustra os possiveis estados do sistema.
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Gréfico 3.1 — Possiveis Estados do Sistema

n para frente
Depois det passos...
t—n para tras

Posicao dobebum sera

(t-n)-1)+n(+1)— 2n-t
t n t-n t t t
pix,=2n—t1=| - |[2] (L] =" ][] <[} |2
nj\2)\2 n)\2 n
Como o X; varia com t, este processo é ndo estacionario.

Nestecaso, seno tempot =0, X, =0. Entao,
E(X,)=0 vt >0

No tempot (com p =1/2), em qualquer tempo

E(X;)=X, VT >t

3.2. PASSEIO ALEATORIO COM DESVIO - DISCRETE RANDOM WALK WITH
DEVIATION
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Agora vamos imaginar o caso em que o corredor tem uma inclinacdo. Ou seja, é
mais facil (mais provavel) que ele va a uma direcao do que outra e assumindo que o bébado
em questdo consegue se equilibrar nesse corredor inclinado.

Sem perder a generalidade, imagine que a probabilidade do passo ser para frente é
igual a p e que a probabilidade do passo ser para tras é igual a q (=1-p). Como ja vimos,

t
P[X; =2n—1] =[nJ p"g""

Neste caso, se p > g, no tempo t=0, E[X{]>0, e é crescente com t! Ou seja, a medida
gue o tempo passa espera-se que 0 bébado esteja descendo a ladeira. Examinando a
expressédo 2n-t, ela; e zero quando 2n=t. Ou seja, podemos entendé-la como sendo a chance
de que metade dos passos seja pra frente e metade pra trads. Fica facil de ver isso
examinando um caso extremo como que essa probabilidade se comporta. Para um caso em
que p=0,99 e g=0,01 vejam a chance de se andar mais para um lado que para o outro pela
expressdo acima.

3.3. PASSEIO ALEATORIO COM TAMANHO DO PASSO VARIAVEL - DISCRETE
TIME CONTINUOS SPACE RANDOM WALK

Reduzindo um pouco nossas suposi¢cdes, suponha que ndo suporemos mais a
suposicdo de que os passos sdo do mesmo tamanho. Pra vocé que viajou, s6 dissemos que
ndo tem mais aquela coisa dos passos serem do mesmo tamanho. Agora a distribuicdo do
tamanho do passo é normalmente distribuida com média O e desvio padréo o.

& — N (0, 0'2)
Processo Auto-regressivo a média (Processos de Reversao a média)
Podemos escrever ainda de forma mais genérica a posi¢édo do bébado como sendo:

X, =0+p X, +71,

0, p — constantecom -1 <p <1

7, —> passonormalmente distribuidos com média zeroe desvio o. Tomando o valor esperado
dessa expressao temos :

E[X,]=E[6 +p X, + 7]
E[Xt] = E[§] +p0 E[Xt—l] + E[Tt]
E[X,]-pE[X]=06
Limite quando t — oo

o L
E[X]= i, (Processo Estacionéario)

4

Antes de vocé pensar que nada mais faz sentido porque achamos uma expressao

gue nao depende de t e ainda chamamos de processo estacionario tendo dito anteriormente
gue isso ndo aconteceria, observe que a expressao anterior era um caso particular desse
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caso onde 0 & era zero e 0 p era um. Nesse caso, a expressao do regime estacionario da
0/0. Continua ndo existindo regime permanente para o personagem em questao.

Note se tratar de um Processo Aleatério de Tempo Continuo com as seguintes
propriedades:

(A) Propriedade de Markov (falta de meméria) - valor futuro s6 depende do estado atual;
(B) Se realiza a incrementos Independentes - a distribuicdo de probabilidades de uma
mudanca no processo em um dado intervalo de tempo é independente de qualquer outro

intervalo (sem superposicao de tempo);

(C) A probabilidade de uma transicdo em um intervalo finito de tempo é normalmente
distribuida com uma varidncia que aumenta linearmente com o intervalo de tempo.

Essas propriedades sdo algumas caracteristicas de um processo de Wiener. O
Processo de Wiener lembra bastante o bébado no corredor que vimos até agora.

3.4. PROCESSO DE WIENER

Seja Z (t) um processo de Wiener e AZ a mudanca em Z (transi¢do) correspondente
a um intervalo de tempo At. A relagdo entre AZ e At é dada por (definicao):

AZ:gt\/Kt

onde & — é uma v.a. normalmente distribuida com média zero e desvio padrdo 1.
Sendo que a variavel aleatéria g, ndo tem correlagéo serial no tempo, isto é:

cov(g.&)=0 Vi£s

Podemos dizer que AZ é uma variavel aleatéria com distribuicdo normal de média
zero e variancia igual a At. Assim os valores de AZ para diferentes intervalos de tempo sdo
independentes. Como conseqiiéncia, Z(t) € um processo de Markov (Propriedade 1) com

incrementos independentes (Propriedade 2).

Analisando uma transi¢do num intervalo de tempo T constituido de n subintervalos At, isto &,
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AZ=Z(s+T)-2(s)= %1 & /A, com g independente
AZ =% & \JA,

n n
logo % =% (0% .At) = ALZ1=Atn=T
i=

a

AZ é normalmente distribuida com média zero e variancia n.At = T.

Isto é, a variancia de uma transicdo no processo de Wiener cresce linearmente com
o horizonte de tempo. Isso quer dizer que, quanto mais pra frente se olha o processo maior a
incerteza do mesmo (Propriedade 3).

O processo de Wiener é ndo estacionario. No longo prazo sua variancia tende a ser
infinito. Agora vamos analisar no curtissimo prazo, ou seja, a representacao diferencial do
processo de Wiener.

Lim
At—>0

degi\/a

E[dz]=0
o4z = E[(dZ —0)?]= E[(dZ)?] = dt
Logo o processo de Wiener ndo tem derivada em relagdo ao tempo. Isso reflete sua

natureza imprevisivel. A derivada € um indicador de para onde vai uma fung¢éo. A resposta
no caso de um processo de Wiener é "ndo tenho a menor idéia".

Az _ g
At JAt A0 At

3.5. GENERALIZACAO - PROCESSO DE WIENER COM DESVIO

dx — Normalmente distribuida com

dx=adt+oc dZ

dx — variacdo do processox(de Weiner com desvio)
dZ — variagdo do processo de Weiner normal

a — pardmetro do desvio (constante)

o — parametrode variancia (constante)
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E[dX] = E[adt + o dZ]
E[dX] = a dt

o4 = E[(dx—E[dX])’]

o, =E[(adt+o dZ —adt)?]
oy =E[(o dZ)°]

adxz = E[c’a *dt]

2= q 2t

de

Considerando o resultado obtido vemos que o valor esperado desse processo é
linear com a variagdo do tempo mas possui uma incerteza (variancia) que varia com a raiz
guadrada dessa variacdo de tempo.

Exempilo:

Considere o pre¢co de uma commodity moderada para um Processo de Wiener em 50 anos e
intervalo de tempo de 1 més com os seguintes parametros:

a=0,2/ano
o =1/ano
dx=0,2$+1,05”/ﬂ
12 12
1 1
X, =X, , =—dt+——g¢ /dt
t t-1 60 \/E t
1 1
X, =X, +—+—=—=¢
t t-1 60 \/E t

Onde g~ N (0,1)

Podemos simular esse processo em planilhas eletrénicas onde o préximo elemento é
0 primeiro somado de uma constante e um fator perturbador dado pelo ;.

3.6. REPRESENTACAO DO MOVIMENTO BROWNIANO POR PASSEIO
ALEATORIO

Seja, x um Processo de Markov com incrementos independentes. Ou seja, a
probabilidade de um valor futuro de x depende somente de onde o0 processo esta agora e a
probabilidade de subir ou descer em cada periodo € independente do que acontece nos
periodos prévios. Considere seu incremento como uma variavel aleatéria Ax que assume 0s
valores + ou - Ah com probabilidades p e q, respectivamente. Considere sua posi¢éo inicial
sendo Xo. O gréfico 3.2, abaixo, ilustra as realizacbes possiveis associadas as suas
probabilidades em 3 tempos.
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Xo+3Ah - o
Xo+24h ~nZ
D
,/ \
Xo+4h » P \ » 3P7q
Xo < /2.05.
Xo-h T~ q] \isp X
2—/
Xo-24h q
Xo-34h q3
t=0 t=1 t=2 t=3

Gréfico 3.2 — Possiveis Estados do Sistema

E(AX)= p.Ah+q(-Ah)=(p-q)aAh

E(ax?]= p(an) +a(-an) = (p+q) (ah) = (an)

&% (Ax) = E{ax— E[AxTF | = E[(ax)? |- 2axE[ax]+ E[(ax)? | = E[(ax)? |- E[axP
o’ (&x)=Ah? ~[(p-@g)ah] ={1-[p-g]*}ah? = 4pgah?

Consideremos agora que vamos dividir o tempo em n pequenos passos de tamanho At.

t dividido emn passos

Atzlout:n.At
n

X, — X, temdistribui¢do binominal (para passosindependentes)
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Considerando n passos:

Ah
E(X,=X,)=nE(ax)=n(p-a)an=t(p—q) =
2
o-Z(Xt—Xo):n.az(Ax)znqu(Ah)Z:4pqt(Aht
2
Usando, Ah=ovJ/At = (Ah) =o?At = (AAht =0’
(04 o
E(AX)=aAt=(p—qlAh = (p-)=zan="Jat

p+g=1
p=%(l+%\/ﬂ]; 2(1——\/—j

Para n passos,t finito, At — 0, n — infinito
Distribui¢do binominal — nomal

com média t .Ah A—h =t.d (Ah)
o’ At oAt

=1

= ta
2
com variancia 4.pq.t% =0t

Conclusoes:

1. Podemos dizer o Movimento Browniano € o limite do passeio aleat6rio quando o intervalo
de tempo e tamanho do passo tendem a zero. Se mantida a relagéo:

Ah = oJAt

2. A relacéo descrita na formula acima é a Unica que faz com que a variancia de (Xt — X0)
depende de t e ndo do nimero de passos.

3. Arelagéo entre dx e dt ndo é direta, dx depende de Vdt.

4. Transicfes em x em um periodo finito de tempo sdo normalmente distribuidas porque
guando n°. passos cresce a distribuicdo binominal tende para a normal.

5. Quando At —» 0, a distancia total percorrida em um ndmero finito de passos tende a
infinito.
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5. LISTA DE EXERCICIOS RESOLVIDOS DE PROCESSOS ESTOCASTICOS

01) Uma floresta é constituida de dois tipos de arvores: aquelas com até 3 metros e as
maiores do que 3 metros. A cada ano 40% das arvores com até 3m morrem, 10% sao
vendidas por $20 cada, 30% permanecem com até 3 metros e 20% crescem para acima
de 3m. Das arvores maiores do que 3m a cada ano séo vendidas 50% por $50 cada,
20% por $30 cada e 30% permanecem na floresta.

a) Qual a probabilidade de que uma arvore, com menos de 3m, morra antes de ser
vendida?

b) Se uma arvore (com menos de 3m) é plantada, qual é o seu valor esperado de
venda?

M, V20, V30 e V50 sdo estados absorventes.

3 +3 M V20 V30 V50
3] 03 02:04 01 O 0 |
+3 0 03: 0 0 02 05

P= M 01 70 "o o
v20ol o0 o io0o 1 0 o0
V30| o0 o0 {0 O 1 0
V50| 0 0 : 0 0 o0 1

L [1428 0,408 0571 0142 0,082 0,204
E=(1-Q)" = ., A=ER=

0 1428 0 0 0,285 0,714

c) Probabilidade de que uma arvore, com menos de 3m, morra antes de ser vendida:
a_3w=0,571=57%

d) Valor esperado de venda, se uma arvore com menos de 3m é plantada:
Vesp = 20%0,142 + 30*0,082 + 50*0,204 = $15,50
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02) Com a chegada da civilizacdo, os indios da Aldeia Taipan resolveram instituir um
sistema de previdéncia social, para 0 que contaram com a ajuda de um consultor,
Mestre em Engenharia de Producéo. A primeira etapa do estudo do consultor consistiu
em classificar os indios em trés grupos: criancas, trabalhadores e aposentados. Logo
em seguida, utilizando a excelente memoaria dos indios, ele inferiu os seguintes dados:
durante um periodo de um ano, 959/1000 de todas as criangas permanecem criangas,
40/1000 se tornam adultos trabalhadores e 1/1000 delas morrem; além disto, ainda
durante um dado ano, 960/1000 de todos os adultos trabalhadores permanecem
adultos trabalhadores, 30/1000 se aposentam e 10/1000 falecem. A taxa de mortalidade
dos aposentados é de 50/1000 a cada ano. O nUumero de nascimentos é de 1000
criangas por ano.

a) Supondo que a populagcdo da Aldeia esta em regime permanente determine a sua
populacdo, bem como sua estrutura etéria (nos trés grupos mencionados).

b) Cada aposentado recebe uma pensdo de $ 5.000 por ano. O fundo de penséo €
custeado pelos pagamentos dos adultos trabalhadores. Com quanto cada adulto
trabalhador deve contribuir, por ano, para o fundo de penséo?

Como a populacéo da Aldeia estd em regime permanente, o nimero de nascimentos é igual
ao numero de mortes, isto esté representado pela transicdo M —C.

Usando a Lei da Conservagcdo de Fluxo e o fato de que o nimero de mortes é igual ao
ndmero de nascimentos, temos o sistema:

0,04C = (0,03+0,0)T

0,03T = 0,05AP

0,05AP +0,01T +0,001C = 1M
1M = (0,04 +0,001)C

M = 1000

Logo:
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a) Populacéo da Aldeia e sua estrutura etaria:

Criancas: C =24.390 + 1000 = 25390 (1000 nascimentos por ano)
Trabalhadores: T =24.390

Aposentados: AP =14.634

Populacéo total: 64.414 indios

b) Valor a pagar aos aposentados: 14.634 * 5.000
Entdo cada trabalhador deve contribuir com: 14.634 *5.000 = $ 3000/ ano
24.390

03) No jogo de Craps, nés jogamos um par de dados de seis faces. No primeiro
lancamento, se tirarmos 7 ou 11 nds ganhamos imediatamente. Se tirarmos 2, 3 ou 12
perdemos imediatamente. Se o resultado do primeiro lancamento for 4, 5, 6, 8, 9, 10
nés continuamos a lancar os dados até obtermos um 7, quando perdemos, ou até

obtermos o mesmo resultado que o primeiro langamento, quando ganhamos. Use 0s
seus conhecimentos de Cadeias de Markov para determinar nossa probabilidade de

vitoria.

1 C Perde :>1
- .

U p

Do estado inicial (antes do primeiro lance de dados) o jogador pode ganhar de primeira se
tirar 7 (6/36) ou 11(2/36), com 2/9 de probabilidade. Pode ainda perder de primeira se tirar 2
(1/36); 3 (2/36) ou 12 (1/36), com 1/9 de probabilidade. Podera ainda continuar jogando, caso
nao ganhe e nem perca, com probabilidade:

1-1/9-2/9=2/3

Os estados P (Perde) e G (Ganha) sdo absorventes.
Do estado C (Continua) perdera se obtiver um 7 (1/6). Logo pcp = 1/6.

Célculo de p:

a) Seja p(P) a probabilidade de perder o jogo
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21 2 1 2 .1
+=— =+ =p =t +=p =+
36 36 37 6

O

p(P) =

Assim p(P) :%4—%_%[14_ P+t p“ +]:é+%[%}
—-P

Outra maneira de chegar a este resultado seria construir P

0 23 29 19
_|0 P 56-p Y6 C(1—OViR =
P=ly o 1 o A=(l Q).R_{

0 O 0 1

1 -2/3]7 [ 29 19
0 1—p} '{5/6—p 1/6}

Assim
A_‘1 2/30-p)1[ 2/9 19
"o 1/a-p) | |5/6-p 16
[2 5-6p 1 1
—+ —+
A_|9 9-p) 9 9(-p)
| 5-6p 1

. 6(-p) 6(1-p)

12
b) Calculode p(P)= Z p(P |1).p(i) (do Teorema da Probabilidade Total)
i=2

A probabilidade de perder € a soma dos produtos da probabilidade de perder, dado que tirou
i no primeiro lancamento, pela probabilidade de tirar i no primeiro langcamento.

p(P[2)p(2)=1.1/36

p(P | 3)p(3) =1.2/36

p(P | 4)p(4) = {p(7) + [1-p(7)-p(4)] p(7) +...+ [1-p(7)-p(4)]" p(7)+...}p(4)
= [p(Mp@)]/ [p(7) + p(6)] = 2/36 = p(P | 10)p(10)

Analogamente:

P(P [5)p(3) = [p(Mp(5)]/ [ p(7) + p(5)] = 24/360 = p(P | 9)p(9)
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P(P | 6)p(6) = [p(7)p(B)] / [ p(7) + p(6)] = 30/396 = p(P | 8)p(8)
p(P | 7)p(7) =0

p(P|11)p(11)=0

p(P | 12)p(12) = 1/36

Logo p(P)=0,507 = p(G)=0,493

Mas: p(P) = % + 1 . Portanto, p = 0,7194

9-p)

0 2/3 29 19
0 07194 01139 1/6

P=lo 0 1 0
0 o 0o 1
1 2376
E=(1-0)"= ’
(1-Q) & a%J
0,493 0507
A=ER-=
0,406 0,594

Probabilidade de vitéria: g = 0.493
Probabilidade de derrota: np = 0.507

Probabilidade de Ganhar dado que no primeiro langamento tirou 6:

2 n
36 \36/36 \36/) 36 36) 36 36 11 11

Outra forma de pensar o problema é estender o estado “continua” em seis estados
transientes, representados pelas pontua¢gBes obtidas na primeira jogada que implicam em
continuacdo do jogo, a saber: 4, 5, 6, 8, 9 e 10. As probabilidades de transi¢cdo se encontram
na matriz abaixo. Por simplicidade, dispensamo-nos de esbocar o D.T.E. correspondente.
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| 4 5 6 89 10 G P
I 0 3/36 4/36 5/36 5/36 4/36 3/36 8/36 ]
4 4/36
5/ 0 273 0 0 0 0 0 3/36
6 6/36
P= 8| 0 0 26/36 0 0 0 0 4/36
9 6/36
10| O 0 0 25/36 0 0 0 5/36
G 6/36
Pl O 0 0 0 25/36 0 0 5/36
6/36
0 0 0 0 0 26/36 0 4/36
6/36
0 0 0 0 0 0 27/36 3/36
6/36
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
[0 3/36  4/36 5/36 5/36 4/36 3/36 |
0 27/36 0 0 0 0 0
0 0 26/36 0 0 0 0
Q=] 0 0 0 25/36 0 0 0
0 0 0 0 25/36 0 0
0 0 0 0 0 26/36 0
0 0 0 0 0 0 27/36
1 -3/36  -4/36 -5/36 -5/36 -4/36 -3/36
0 9/36 0 0 0 0 0
0 0 10/36 0 0 0 0
I-Q = 0 0 0 11/36 0 0 0
0 0 0 0 1136 O 0
0 0 0 0 0 10/36 0
0 0 0 0 0 0 9/36
1 1/3 2/5 5/11 5/11 2/5 1/3 |
0 4 0 0 0 0 0
0 0 185 0 0 0 0
(-Q)*= 0 0 0 36/11 0 0 0
0 0 0 0 36/11 0 0
0 0 0 0 0 18/5 0
0 0 0 0 0 0 4

O tempo médio de jogo serd 3,376; obtido por 1 + 1/3 + 2/5 + 5/11 + 5/11 + 2/5 + 1/3.
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G P

| 37/72 |

4| 13 2/3

5| 2/5 35

A= (-Q*'.R=| 5/11 6/11
6| 5/11 6/11
8| 2,5 35
9| 13 23

Probabilidade de vitéria: ng = a .= 35/72 = 0.49

Probabilidade de derrota: np =a p = 37/72 =0.51

Probabilidade de Ganhar dado que no primeiro langamento tirou 6: P(G|6) = ags = 5/11

04) A Gazeta da Producdo tem as seguintes informacdes a respeito de seus
assinantes: Durante o primeiro ano 20% dos assinantes cancelam suas assinaturas.
Daqueles que completaram o 1° ano, 10% cancelam sua assinatura no 2° ano.

Daqueles que assinam por mais de 2 anos 4% irdo cancela-los durante algum dos
proximos anos. Em média qual a duragdo de uma assinatura da Gazeta da Produ¢ao?

/0,8—\ -lano lano +lano Cancela
-lano 0 0,8 0 0,2
(O

P = lano 0 0 0,9 0,1
2 01 09 +lano 0 0 0,96 0,04
' Cancela 0 0 0 1
S_(Fom
1 0,04
1 -08 071" [1 08 18

E=(1-Q)*={0 1 -09| =0 1 225
0 0 004 0 0 25

d; — duracdo média do regime transiente (assinatura) dado estado inicial i
d, =198 anos
d, =g = d, =235 anos
T d, =25 anos

Duragdo média de uma assinatura: 19,8 anos
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05) O tempo em Pedra Azul pode ser descrito, como dependente do tempo nos dois
ultimos dias, pelo seguinte mecanismo: (i) se os Ultimos dois dias foram ensolarados
entdo existe 95% de chance de amanha também ser ensolarado; (ii) se ontem esteve
chuvoso e hoje ensolarado entdo com 70% de chance amanha seré ensolarado; (iii) se
ontem estava ensolarado e hoje esta chuvoso entdo amanhé sera um dia chuvoso com
60% de chance; (iv) se os dois UGltimos dias foram chuvosos entdo amanha sera um dia
chuvoso com 80% de chance.

E possivel modelar o tempo em Pedra Azul como uma cadeia de Markov? Explique
porque e construa o diagrama de transicdo de estados.

Sim, é possivel modelar como uma cadeia de Markov se o estado trouxer a informacéo dos 2
Ultimos dias, assim toda informacao que preciso para o proximo estado estd contida no
estado anterior.

hoje

@ amanha
0,05 0,60 Vr

EE. CE. EC. CC.
E.E. 0,95 0 005 O
C@ 040 0.30 @ P = CE. 0,7 0 03 O
0,95 0,80 E.C. 0 0,4 0 06
0,20 c.C 0 0,2 0 08

@ L hoje
ontem

06) Suponha que no mercado existem apenas duas marcas de cerveja Mharba e Artica.
Dado que a ultima compra de uma pessoa foi uma de Mharba, existe 90% de chance de
gue sua proxima compra seja de Mharba. Dado que a ultima compra de uma pessoa foi
de Artica existe uma probabilidade de 80% de que sua proxima compra seja de Artica.

a) Represente o problema por uma cadeia de Markov, apresentando a matriz de
probabilidades de transicéo e o diagrama de transicdo de estados.

b) Dado que uma pessoa acabou de comprar Mharba quanto tempo sera necessario
para que outra compra de Mharba seja realizada ? E de Atica? Como vocé interpreta o
tempo neste caso?

¢) Suponha ainda que cada consumidor fagca uma compra de cerveja por semana (1
ano = 52 semanas), e que existam 100 milhdes de consumidores de cerveja. Uma
unidade de cerveja é vendida por $2 e custa a cervejaria $1. Por $500 milhdes por ano
uma firma de propaganda garante diminuir de 10% para 5% a fragdo dos clientes de
Mharba que mudam para Artica depois de uma compra. Deve a cervejaria Mharba
contratar a empresa de propaganda?
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a)
O,l M A
o P= M [ 0,9 0,1]
o CEL_ 0w e
'\_/
0,2

) {0,1 7y =02 7, - {ﬂA=1/3

7Ty =1 7Ty =2/3
Dado que uma pessoa acabou de comprar Mharba, o tempo necessario para realizar:

e outra compra de Mharba: tempo médio de 1° retorno = myy = ?
e uma compra de Atica: tempo médio de 12 passagem = My = ?

1 3
My = — :—:1,5
Ty 2
Mya = 1+ Puvm - Mya = Mpa = 1+ 0,9 . Mya = Mypa = 10

O tempo é interpretado como o nimero de compras de cerveja realizadas.
¢) Quantidade de cerveja comprada por ano: N = 52 * 100 milhdes = 5,2 bilhdes
e Sem contratar a empresa de propaganda:

Quantidade de Mharba comprada por ano: Ny, = N * tyy = 3,47 bilhdes
Lucro obtido: Ly, = Ny * ($2-$1) = $ 3,47 bilhdes

e Contratando a empresa de propaganda:

A matriz de probabilidades de transi¢cdo se altera para:

MoOA
P= M [ 0,95 0,05] {0,05 =02 7, {;;'A ~1/5

Al 02 08 g+, =1 7y =4/5

Quantidade de Mharba comprada por ano: NM' =N* TE'M = 4,16 bilhdes
Lucro obtido: Ly = Ny * ($2-$1) - $500 milhdes = $ 3,66 bilhdes

Como Ly > Ly, entdo vale a pena contratar a empresa de propaganda.
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07) Uma companhia com um vdo as 7h45 da manha entre Rio e Brasilia ndo quer que o
vOo se atrase dois dias seguidos na mesma escala. Se o v6o sai atrasado um dia, a
companhia faz um esforgco especial no dia seguinte para que o voo saia no horario, e
obtém sucesso em 90% das vezes. Se o vOo ndo saiu atrasado no dia anterior, a
companhia ndo toma providéncias e o véo sai como escalado em 60% das vezes. Que
percentual de vezes o vb6o sai atrasado? Qual o tempo médio entre dois v6os no
horério?

0,9
—

S AL

04

09 7, =04 7, 7T =4/13
—
TC a1 +7Z'H =1 Ty 29/13

Percentual das vezes que o v6o sai atrasado: nar = 4/13 = 30,8%
Tempo médio entre dois v60s no horério € tempo médio de 1° retorno:
Mpyy = 1/7'[H =13/9 = 1,44 dias

08) A Abaco sistemas de computagdo registra a cada semana uma demanda
equiprovavel de 1 ou 2 de seu modelo A500. Todos os pedidos devem ser atendidos
do estoque existente. Duas politicas de estoque estdo sendo consideradas:

Politica I: Se 0 estoque é de 2 ou menos unidades, coloca-se um pedido de forma que
0 estoque inicial na proxima semana seja de 4 unidades.

Politica Il: Se o estoque é de 1 ou menos unidades, coloca-se um pedido de forma que
0 estoque inicial na préoxima semana seja de 3 unidades.

Os seguintes custos s&o observados na Abaco:

e Custo de comprar um computador: $4.000

e Custo de manter o computador em estoque $100/semana.computador,

e Custo de efetuar um pedido $500 (além do custo de $4.000 por computador).

Qual politica tem o menor custo semanal esperado?

Modelo —» Estoque
Transicdo —»  Mudancga de semana
Estado — n° de pecas em estaque no fim de semana, antes de repor o estoque

PD=1)=P(D=2)=05

Politica I: Estoque méaximo ao fim da semana: 3
Estoque minimo ao fim da semana: 1
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D=1
D=2 D=1
@/\A@;T_\A 1 2 3
p=2  (2)
1 0O 05 05
D=2 P=2 0O 05 05
3] 05 05 O

TransicOes da parte superior implicam em pedidos.

7, =05 7,
=1/6
7,=05 7, +05 7,+05 , =1
= m, =12
7,=05 7,+05 7, 7, =13
3

AT,y =1

Custo de manutencéo do estoque: $100 * n°® médio de computadores em estoque =

$100~(1.7z1+2-7r2+3-7r3)=$100(1%+2%+3%) =

$216,67
Os pedidos s6 séo feitos quando tem as transi¢cdes de estado:
152, 153, 252, 23

m1, : tempo esperado para o estoque sair de 1 e ir para 2.
1/my, : frequiéncia relativa dado que o estoque estava em 1 e passou para 2

My, =1+ Py My, + Py oMy, =1+05-my, m, =2
My =1+ Py -Myg + Ppy - My =1+0,5-m,, - m, =2
Mys =1+ Pyy - Mg + Pyy - Myz =140,5-My, my; =2
M3y =14 Pgy - My, + Paz My, =1+0,5-my, m;, =2

Moy = 1/7'[2 =2

1 . .
(—+— . frequiéncia relativa dado que o estoque esta no estadol, esse € 0 niumero

le m13

médio de vezes que o estoque sera reabastecido, estando inicialmente no estado 1.
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Custo de efetuar pedido: $500 * n°® médio de pedidos =
$5OO i.}.i 7T, + i.}.i -, =$500 (l—i—lj'ﬂl—i_(i—i_lj.ﬂz
My My, My My 2 2 2 2
= $500.(m;+7,) = $ 333,33

Custo médio do pedido: $4000 * n°® médio de computadores comprados por semana =

$4000-(3- 7, +2- 7, +o-7z3)=$4ooo.(3%+2%+o) = $6000

Custo total esperado: $216,67 + $333,33 + $6000 = $6550

Politica Il: Estoque méaximo ao fim da semana: 2
Estoque minimo ao fim da semana: 0

D=1

my, =2
7y =1/6 My, = 2
Como o DTE é idéntico ao da politica | = T = 1/2 e 02
m, =2
7, =1/3
m,, =2

Custo de manutencédo do estoque: $100 * n°® médio de computadores em estoque =

$100-(O‘7r0+1-72'l+2-7[2)=$100-(0~%+1-%+2%j = $116,67

Os pedidos s6 séo feitos quando tem as transi¢cfes de estado:
0—1, 02, 11, 152

mq = 1/7'[1 =2
Custo de efetuar pedido: $500 * n°® médio de pedidos =

$500 L_FL .72-0+ i_Fi - 7Ty :$500 (14_}).”04_[14_1).7&
Mor Mo, my, My 2 2 2 2

= $500.(mo+m;) = $ 333,33
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Custo médio do pedido: $4000 * n°® médio de computadores comprados por semana =

$4000- (3 7, +2-7rl+0-7r2)=$4000-[3%+2-%+0j = $6000

Custo total esperado: $116,67 + $333,33 + $6000 = $6450

Logo Politica tem o0 menor custo semanal esperado, devido ao menor custo de manutengéo
de estoque.

09) O programa de treinamento de supervisores de producdo de uma determinada
companhia consiste de duas fases. A fase 1 a qual envolve 3 semanas de aula tedrica,
€ seguida da fase 2 a qual envolve 3 semanas de aprendizagem pratica. Pelas
experiéncias anteriores, a companhia espera que somente 60% dos candidatos da fase
tedrica passem para a fase pratica, com os 40% restantes sendo desligados do
programa de treinamento. Dos que fazem a parte préatica, 70% s&o graduados como
supervisores, 10% enviados para repeti-la e 20% dispensados.

a) Desenhe o diagrama de transi¢do de estados.

b) Quantos supervisores pode a companhia esperar formar de seu programa normal
de treinamento, se existem 45 pessoas na fase tedrica e 21 na fase pratica?

1
iii 1 2 D S
1/ o 06:04 O

l = 0 E

A=(1-Q)* .R=|* 06 “fo4 07 [1 23704 07 [815 7/15
=U-Q {o 0,9} '{0,2 0,7}{0 10/9“0,2 0,7}{2/9 7/9}
7 7 112

Ne dod i :45.a.+21-a,, =45- —+21- —=— =37
esperado de supervisores Ay 25 T 3= 3

Dlspensado

10) No instante 0, eu tenho $1. Nos instantes 1, 2, 3, ... eu jogo um jogo no qual eu
aposto $1. A cada lance tenho uma probabilidade p de ganhar $1 e probabilidade gq=
1 - p de perder $1 Meu objetivo € aumentar meu capital para $4, e tdo logo eu o
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consiga eu saio do

jogo, assim como se eu ficar sem nenhum dinheiro.

a) Construa a matriz de probabilidades de transicdo e o diagrama de transicdo de
estados para a cadeia de Markov que modela o jogo.

b) Apdés 2 jogadas qual a probabilidade que eu tenha $2 ? E $3?

c) Porque nao é razoavel para este jogo falar em probabilidades de regime
permanente?

p p p
dolotolclios
1 ~ S
q q q
12340 1 2 3 40
1/ o0 p 0i0 q | 1] pg 0 p?i0 q |
P=2 qO0pi0oO P°=2| 0 2pq 0 ip° ¢
3 0 gOipoO 3] ¢ 0 pgip O
4/ 0 0 0]1 0 4 0 0 01 O
0| 00001 0] 0 0 0i0 1

Ap6s 2 jogadas, probabilidade de ter $2: p;,? = 0
$3: pys? = p?

As probabilidades de regime permanente descrevem as chances nédo nulas do processo
estar em cada estado ao longo do tempo. Como o processo em gquestdo apresenta dois
estados absorventes, segue que as chances do processo estar num estado transiente
tender&o a zero ao longo do tempo, enquanto as chances de estar num dos estados
absorventes tenderdo a 1.

11) O livro de didéatico "PO - A Solugdo" vende 1 milhdo de exemplares a cada ano.
Alguns dos leitores conservam o livro enquanto outros vendem o livro de volta para a
livraria. Suponha que 90% de todos os estudantes que compram um novo livro o
vendam de volta, que 80% dos estudantes que compram o livro com um ano de uso o
vendam de volta e que 60% dos estudantes que compram um livio com dois anos de
uso o vendam de volta. Os livros com 4 ou mais anos de uso ja estao muito usados e
n&o sdo mais negociados.

a) Em regime permanente, quantos novos exemplares do livro pode a editora esperar
vender do livro?
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b) Suponha que o lucro da livraria com cada tipo de livro seja de $6 por um livro novo,
$3 por um livro com 1 ano de uso, $2 por um livro com 2 anos de uso e de $1 por livro
com 3 anos de uso. Qual o lucro esperado por livro vendido?

Estado: idade do livro vendido, pela editora, no comeco do estagio

Estagio: ano letivo

Transi¢gdo: mudanca de ano

Q@/\@ oo
\/

1
0 1 2 3
o[ 0109 0 ©
=1/ 02 0 08 0
2| 04 0 0 06
3 1 0 0 O
7y =01 7,+02 7, +04 7, +7x, 7, =0,3277
7, =09 7, =
7, =0,2949
7, =08 7, = = 0,2359
2_ 1
7z3:O,6 T, =
7y =01415
7Z'O+7[1+7Z'2+7Z'3:1

a) n°esperado de exemplares novos a ser vendido:
proporcéo de livros novos no mercado * qtde livros vendido/ano =
70 * 1.000.000 = 327,7 mil exemplares

b) Lucro esperado por livro vendido: 6*ny + 3*nt; + 2%, + 1*n3 = $3,46

12) Trés bolas sédo divididas entre 2 caixas. Durante cada periodo uma bola é
escolhida aleatoriamente e trocada para a outra caixa.

a) Calcule a fragdo do tempo que uma caixa ira conter 0, 1, 2 ou 3 bolas.
b) Se a caixa 1 ndo contém bolas, em média quanto tempo sera decorrido até que ela

contenhal, 2 e trés bolas ?

O processo: uma bola é escolhida aleatoriamente e entéo é trocada de caixa.
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Ex: Estado: caixa 1 contém uma bola.
Se a bola escolhida estiver na caixa 1, ela sera trocada de caixa e a caixa 1 passara a ter 0
bolas com probabilidade 1/3 (que € a probilidade de escolher essa bola).
Se a bola escolhida estiver na caixa 2 ela ir4 para a caixa 1 que passara a ter 2 bolas com
probabilidade 2/3 (que é a probabilidade de escolher a bola da caixa 2: 1/3 + 1/3).

. : 1/3 2/3 1
Estado: n° bolas na caixa 1 P U

1 2/3 1/3

Transicdo: trocar uma bola de caixa
Estéagio: 1 periodo

o 1 2 3 7w, =13 =, 0125
o o 1 0o o 7, =7, 2/3 7 o =%
P=1| 13 0 23 0 L i 7 =0,375
B 7wy, =2/3 7 +7, =
2| 0 23 0 13 13 7, =0,375
3 o 0 1 o 7 =Y3 7, 7, =0125
To+m +m,+my=1

a) Fracéo do tempo que a caixa 1 ir4 conter 0, 1, 2 ou 3 bolas € dado por ng, nt1, 12, 7.

b) Dado que a caixa 1 ndo contém bolas, em média, o tempo decorrido até que ela contenha
1, 2 e 3 bolas € dado por mg;, My, € Meg respectivamente.

Moy =1+ Py - My + Pog * Myy + Poo - My, =1 my, =1
My, =1+ Pog Mgy + Poy - My, + Pog - My, =1+my, my, =3
Moz =1+ Pog - Myg + Poy - Myg+ Pop - Myy =14+My, my; =10
My, =1+ Pyg Mgy + Py - My, + Prg - My, :1+1/3'm02 m, =2
My =1+ Pig Moz + Pry My + Ppy My =141/3-mg, M =9
My =1+ Py - Moy + Poy - Myg + Ppy - My =1+2/3-my, My =7

13) Classifique os diversos estados das cadeias de Markov a seguir, dadas por sua
matriz de transi¢cdo. Calcule as probabilidades estacionarias.

07 03 O
aP=|0 08 02
04 03 03 () (J Q

Todos os estados sao recorrentes.
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m, =077, +0,4r, m, =0,228
7y =0,27, + 0,37, = 7, =0,6
oA, vy, =1 7y, =01714

1/6 1/3 1/2 C\‘ K)
b) P=|1/6 1/3 1/2 @C@
1/6 1/3 1/2 \ /

Todos os estados sao recorrentes.
7=[1/6 1/3 1/2]

Subcadeia absorvente
3/8 com estados recorrentes

1/4 C .....................
1/4 3/8 3/8 @

c)P=| 0 0 1
0 1 0

Estado 1 é transiente.

Q)

{1/4 3/4
P:

0 J A=(1-Q)*-R=[3/4]"-[3/4]=[1]

Matriz de transicéo da subcadeia absorvente:
01 T, =T 7, =112

P — — 2 3 2
10 T, +my =1 7wy, =1/2

Dado que o estado 1 foi absorvido, existe probabilidade de 0,5 de estar no estado 2 ou 3.
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1/2 0 1/2 /)
da HEN RS ORENO
2/5 0 3/5
Os estados 1 e 3 sdo recorrentes. \

Estado 2 ndo é absorvente e
Nem recorrente.

Para os estados 1 e 3:

{1/2 1/2} {711 =1/27, +2/5x, {72'1 =4/9

2/5 3/5 |

7, =519

Siibcadeia absorvente
.~“com estados recorrentes

03 07 0 O

0 02 03 05
01 02 04 03

Estados 3 e 4 sao transientes.

P=/04 03 03

GSD 03 05 02
0,2

03 0o 0 1
A—(—Q)yt.Ro| 07 05 " [02] [099
03 0,7 7, =037, +0,67, m, =0,461
Para os estados 1 e 2: P=
06 04 T+, =1 7, =0,538
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2/3 0 0 1/3 C@ GS)
0 1/5 4/5 O
0 1/4 3/4 O
1/8 O 0 7/8

Estados recorrentes 2,3 e 1,4 C@ : D

f)P=

Para os estados 1 e 4:
~ {2/3 1/3} {;;1 =2/3x, +1/8x, {7[1 =3/11

1/8 7/8 mom, =1 7, =8/11

Para os estados 2 e 3:
_{1/5 4/5} {72’2 =1/57, +1/4rn, {72’2 =5/21

1/4 3/4 T, +my =1 m, =16/21

14) Dois jogadores jogam uma moeda honesta. Se der cara o jogador | paga R$1 ao
jogador Il, se der coroa € o jogador Il que paga R$1 ao jogador |. Considere que a
guantidade total de dinheiro em jogo (isto é a soma das quantias possuidas pelos dois
jogadores) é de R$5. Modele o0 jogo como uma cadeia de Markov. Dado que o jogador |
comegou o0 jogo com R$3, calcule o tempo esperado do jogo e a probabilidade de que
cada um dos jogadores venca o jogo (isto € alcance R$5).

COH O @ 0 O O
1 ~ "~
1/2 1/2 1/2 1/2
1 2 3 4

1] 16 1,2 08 04
2| 12 24 16 08
E=(-Q)"'=3| 08 16 24 1,22
4| 04 08 1,2 16
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1 2 3 4 5 0
0 12 0 0:i0 12 |
12 0 12 0:0

0
0 12 0 12,0 0
0 0 12 012 0

o o~ WDN P

d; : duracao do regime transiente, dado que saiu do estado i

Duragdo média do jogo, dado que jogador | comegou com $3:

d; = 3 e5=0,8+1,6+2,4+1,2 = 6 langcamentos de moeda

5 0

1| 0,2 0,8

2| 04 06
A=ER=3| 06 04
4, 0,8 0,2

Probabilidade do jogador | ganhar: azs = 0,6
Probabilidade do jogador Il ganhar = probabilidade do jogador | perder: azg = 0,4

15) Quatro meninos (A, B, C e D) brincam de lancar disco. Se o menino A recebe o
disco langa-o para B, C ou D com iguais probabilidades; se C recebe o disco langa-o
para A ou D com iguais probabilidades; se B ou D recebem o disco, ficam com o
mesmo. Modele o problema como uma cadeia de Markov. Desenhe também o
diagrama de transi¢c&o de estados.

a) Se o disco estd com C qual a probabilidade de D ficar com o disco?

b) Se A estd com o disco qual a probabilidade do disco terminar com B ?
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1/3
/\A

1/3
1/2> 1/3

\/V

1/2

4, 6/5 2/5||1/3 1/3 2/5 3/5
A=(1-Q)*-R= - -
3/5 6/5 0 1/2 1/5 4/5

Probabilidade do disco ficar com D dado que estava com C: acp = 4/5
Probabilidade do disco ficar com B dado que estava com A: axg = 2/5

SRS

16) Considere um jogador que a cada lance de um jogo tem uma probabilidade p de
ganhar uma unidade e probabilidade g=1 - p de perder uma unidade. Assumindo que
sucessivos lances sdo independentes qual € a probabilidade que come¢ando com i
unidades a fortuna do jogador alcance n antes de chegar a 0?

p p p p p p p p

Se i=0 - Pyg=0
Se i=n »-P,=1
P; = a;, = probabilidade do processo ser absorvido em n dado que comecou em i

P = p:l— F’i,i—l’ i :1,2,...,n_l.

iitl

p/v@ ............ Pis1 P=pP,+0qP,, i=12..n-1
= 4
q\‘ PP +aP, = pP,; +aP_,

............. -
@ I:)iJrl_F)i :ﬂp(Pi_Pil’) i:1’2!"'1n_1
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Entdo para:

Somando as linhas acima, para i variando de 1 a (i-1), temos:

-3 ()]

1-(a/p) > se 9.1
p_J1-(a/p) p
iP, se d-1.
p

Somando as linhas acima, para i variando de 1 a (n-1), temos:

e[ (3]

ComoP,=1

1-@/p) ¢ .
p_J1-(a/p) ?
1

1

- se p:_

n
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Logo
1-@/p) o 5.l
p = 1-(a/p) 2
l se p=£
n 2

A probabilidade de ganhar o jogo, dado que comecou com i unidades, é dada por P; quando

n — oo
qI
1-|— se > —
R (p] P72
n— oo 1
0 se psa.

17) Uma loja de maquinas fotograficas estoca um modelo de maquina fotografica
particular que pode ser encomendado semanalmente. Sejam D,, D, ..., D;,... variaveis
aleatdrias que representam a demanda pelas maquinas durante a semanai. Seja X,
0 estoque existente de maquinas, e X; o nimero de maquina disponiveis ao final da
semanai. Sdbado a noite aloja faz uma encomenda que seri entregue em tempo para
a abertura da loja na 2% feira. A politica de encomendas da loja € (s,S)=(1,3); ou seja, se
no Sabado a noite a quantidade de maquinas em estoque for menor que s=1
(nenhuma maquina em estoque), entdo a loja encomendara (até) S=3 maquinas; caso
contrario nenhuma maquina sera encomendada. E suposto que haja perdas de vendas
guando a demanda exceder o estoque disponivel. As variaveis aleatérias podem ser
avaliadas iterativamente pela expressao:

_ [max{(3-D,,,).0},seX, <1
7 max{(X, - D,,,)0}seX, >1

Considerando que a demanda tem uma distribui¢cdo de Poisson com média 1, a matriz
de transicdo de uma etapa é dada por:

0.080 0.184 0.368 0.368

0.632 0.368 0 0
P = 0.264 0.368 0.368 0

0.080 0.184 0.368 0.368

a) Descreva como a matriz de transi¢cdes pode ter sido obtida.

b) Se o processo iniciou com um estoque de 3 maquinas qual o tempo esperado para
que o estoque se esgote ?

c) Qual a probabilidade de encontrar o estoque com 0, 1, 2, 3 e 4 maquinas ?
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d) Qual o tempo médio entre duas encomendas?

a) A matriz foi obtida usando a tabela da distribuicdo de Poisson. Onde P(D;=0) = P(Dy1=1)
=0,368, P(D.1=2) = 0,184 e P(D;=3) = 0,0613

Ex:

Se X= 0, o estoque é reposto e fica com 3 maquinas.

Logo, a probabilidade de que Xy1=3 (Dw1=0) ou X1=2 ( Dw1=1) é de 0,368. A probabilidade
de que X1=1 (D +1=2) é de 0,184. Se D «,>3, entdo X +;=0; nesse caso, a probabilidade é de

1-0,368-0,368-0,184 = 0,08.

b) Tempo esperado para que o estoque se esgote, dado que iniciou com 3 maquinas: mz

May =14 PyyMyg + PgyMyg + PagMyg My, =35
m,, =1+ P21Myg + PpMyg + PosMag = m,, = 2,5
My =14 pyyMyy + PyMyg + PraMsg my, =16

c¢) Probabilidade de encontrar o estoque com 0, 1, 2 e 3 maquinas é dada pelo vetor ©

7,=008 7,+0,632 7, +0,264 7,+0,08 7, 7, =0,2857
7, =0368 7,+0,368 7, +0,368 rx, . 7, =0,2848
7, =0,368 7,+0,368 =, 7, =0,2632
Ty +m +m,+my=1 7, =0,1663

A probabilidade de encontrar 4 maquinas no estoque é O.

d) Tempo médio entre duas encomendas:
tempo médio de retorno para o estado 0 = myg = 1/n5= 3,5 semanas

18) Um naturalista esta observando o comportamento de um sapo em um pequeno
lago, no qual h& 4 ninféias (plantas aquaticas). O sapo circula entre estas 4 plantas
pulando de uma para outra, as quais sdo numeradas arbitrariamente de 1 a 4. A
probabilidade do sapo pular de uma planta para outra é inversamente proporcional a
distancia entre elas (isto é, o sapo prefere pular para uma planta mais perto do que
para uma mais longe). As distancias entre as plantas sé&o:

2 3 4
1 6/5 |2 3/2
6/7 |1/2
3 3/4

a) Defina a matriz de transicédo
b) Calcule as probabilidades de regime permanente
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c) Interprete estas probabilidades em termos do comportamento do sapo.
d) Explique, do ponto de vista do sapo, o que significam as hipdteses de Markov e de

estacionariedade.

a) Tabela com o inverso das distancias:

1 2 3 4
1 |0 5/6 |1/2 |2/3
2 |56 |0 76 |2
3 (12 |7/6 |0 4/3
4 2/3 |2 4/3 |0

A soma das linhas da matriz de transi¢cdo deve ser igual a 1, portanto:

1+Z+ﬂ K;=1 = ng1
2 6 3 3

(§+E+EJK1:1 = Kl:1
6 2 3 2

[§+Z+2JK2=1 = K2=1
6 6 4

(E+2+E
3 3

jKA -1 = K4=%

Multiplicando cada linha da tabela acima pelas constantes encontradas, obtém-se a matriz de

transicao:

0 5/12 1/4 1/3
5/24 0 7/24 1/2
|16 7/18 0 419
16 1/2 1/3 0

n, =524 7n,+1/6 7,+1/6 =,
n,=5/12 7, +7/18 7n,+1/2 =,
wy, =14 m, +7124 n,+1/3 =,

b)

mA, v+, =1

7, =01538
, =0,3077
7, =0,2308
7, =0,3077

c) As probabilidades de regime permanente indicam a fracdo de tempo que o sapo passa em

cada planta.

d) As hipoteses de Markov, do ponto de vista do sapo, significam que ele nao tem memoria.
Por exemplo, ele ndo sabe se determinado lugar tem mosca ou ndo, ou ainda, se

determinada planta afunda ou ndo; as chances de ir para a proxima planta sé dependem da
planta onde ele esta. A propriedade de estacionariedade indica que o sapo ndo aprende ao
longo do tempo. O préximo salto é aleatdrio.
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19) Se-segura Companhia de Seguras classifica seus clientes de acordo com seu
histérico de acidentes (do cliente). Um cliente que nao tenha tido nenhum acidente
nos ultimos dois anos tem uma anualidade de $100. Clientes que tenham tido
acidentes em ambos os anos tem uma anualidade de $400. Clientes que tenham tido
acidente em somente um dos Gltimos dois anos tem uma anualidade de $300. Um
cliente que tenha tido um acidente no ultimo ano tem 10% de chance de ter um
acidente no ano corrente. Se o cliente nao tiver tido nenhum acidente no dltimo ano
ele tem 3% de chance de ter um acidente no ano corrente. Paraum dado ano, qual é a
anualidade média paga por um cliente da Se-segura?

Estado: (X,Y) — X=1:teve acidente no ano 1
Y=1: teve acidente no ano 2

00 01 10 00 0,03/\:),1

00| 097 003 0 O

P = 01 0 0 0,9 0,1
10| 0,97 0,03 O 0 ( 0 0,03 0,9
11/ 0 0 09 01 0.97 0,1
0,97\‘/0’9

oo =0,977y, + 0,977, oo = 0,9387
7y, =0,037,, + 0,037, - 7o, = 0,0290
7o =0,907,, +097, 7, =0,0290
oo+ Moy + 7+, =1 7, =0,0032

Anualidade média: $100 mg + $400 75 + $300 (mo; + ma0) = $112,58

20) DOFOGO é uma companhia produtora de fogdes, famosos pela sua qualidade. A
companhia tem uma politica de 2 anos de garantia, onde ela garante a substituicao de
gualquer fogdo que falhe durante este periodo. A companhia esta planejando fazer
uma campanha promocional onde pretende estender a garantia para trés anos. Como
forma deavaliar o impacto desta nova politica foram coletados os seguintes dados: 3%
dos fogbes novos falham durante o primeiro ano de operacéo; 5% dos fog6es com
mais de um ano de uso falham durante o segundo ano de operagcdo; 7% dos fogdes
com mais de dois anos de uso falham durante o terceiro ano de operacdo. Observe
gue um fogao substituido néo é coberto pela garantia.

a) Use cadeias de Markov para predizer quantos fogdes deverdo ser repostos com a
nova politica.
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b) Supondo que o custo de repor um fogdo seja de $100 e que a DOFOGO venda
10.000 fogdes por ano, qual o impacto monetario da mudanca de politica de garantia?

Politica de garantia de 3 anos:

0,97 0,95
0 1 2 3 F /—\
0 097 0 i 0 003 ] @ m
0O 0 09 0 0,05
E 0,93

0 0 0109 007 0,03 0,05

00 0! 1 0 0,07

0 o0 0 : 0 1 @ @D
L ' _ 1 C/ 1

1 097 09275 0 0,03 0,8626 01434
A=(1-Q)*-R=|0 1 095 || 0 005|=|08835 01165
0 O 1 0,93 0,07 093 0,07

)
1
M Ww N - O

a) n° de fogdes que deverao ser substituidos: agr = 14,34%

Politica de garantia de 2 anos:

0,97 0,95
— A
N CNORON]
o[ 0o 097! 0 003
PEL 0 0005 0% 0,03 0,05
2 0 0 i1 0
F| o

00 1 1(:@

5 1 097 0 0,03 0,9215 0,0785
A=(1-Q)*-R= - =
0 1 0,95 0,05 0,95 0,05

n° de fogdes que deverdo ser substituidos: agr = 7,85%
Custo com as reposicdes para:

politica de 3 anos de garantia: 10.000 * $100 * 0,1434 = $143.400
politica de 2 anos de garantia: 10.000 * $100 * 0,0785 = $78.500

b) Impacto monetario da mudanca de politica: $143.400 - $78.500 = $64.900

Processos Estocasticos e Teoria de Filas 130



COPPE - Universidade Federal do Rio de Janeiro

Programa de Engenharia de Producéo (PEP)

21) O proprietario de uma barbearia de uma s6 cadeira esta pensando em expandi-la
devido ao fato de haver muita gente em espera. As observacdes indicam que durante
o periodo de tempo requerido para cortar o cabelo de uma pessoa, podem haver 0, 1 2
e 3 novas chegadas com probabilidade 0,3; 0,4; 0,2; 0,1; respectivamente. A cadatem
capacidade fixa de 6 pessoas, incluindo aquela que estiver cortando o cabelo.

a) Desenhe o diagrama de transigdo de estado e determine a matriz de probabilidade

de transicao.

b) Determine a probabilidade que a casa esteja lotada.
c) Dado que a casa esta lotada quanto tempo demora até que ela esteja completamente

vazia?

a)

0,2
0,2 ¢

0,1

\QZ/@|\Q2/

Estado: n° de pessoas na barbearia no inicio do corte de cabelo
Estagio: periodo de corte do cabelo

Transi¢do: proximo corte

0 1 2
o] 03 04 02
1 0,3 04 0,2
P= 2 0 03 04
3 0 0 0,3
4 0 0 0
5 0 0 0
6 0 0 0
b)
Ty = O,3(7rO + 72'1)
7, =0,4(m, +m,)+ 0,37,

3
0,1
0,1
0,2
0,4
0,3

0

0

7, =0,2(m, +,)+ 0,47, + 0,37,

4

0,1
0,2
0,4
0,3
0

o O u;m

0,1
0,2
0,4
0,3

7y =01(z, +,)+ 0,27, + 0,47, + 0,37,
7, =01r, +0,27,+ 0,47, + 0,37,
e =017, +0,27, + 0,47, + 0,37,

Mo+, + 7, v+, +7g +7g =1

o O O o

0,1
0,3
0,7

=

7, =0,0307
7, =0,0716
7, =01023
7y =01364
7, =01704
s =0,2159
e =0,2727

Q.

0,3 0,4 0,4 0,4 0,4 0,4 0,7

ONOHONO,

0,1

<035

Q
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Probabilidade da casa estar lotada: ng = 27,27%

c)
Mgy =1+ PeiMyg + PsaMyo + PesMao + PeaMag + PesMso + PesMeo Mg, = 94,07
Mgy =1+ PgyMyg + PsMyg + PssMyg + PssMyg + PssMsg + PssMeg mg, = 90,74
Myo =1+ PyiMig + PyoMy + PagMag + PasMyg + PasMsg + PagMeg m,, = 84,07
M3y =1+ PyiMyg + PgMyg + PagMyg + PgsMyg + PasMsg + PasMeg My, = 72,96
Mye =1+ PoiMyg + PrMyg + PosMyg + PoysMyg + PosMsg + PogMeo m,, = 56,29
My =1+ PyuMyg + PiMyg + PisMyg + PraMyg + PisMsg + PigMeg m,, = 32,59

Tempo médio para que a casa passe de lotada a vazia: mgy= 94,07 (cortes de cabelo)

22) Suponha que vocé conduziu uma série de testes sobre um procedimento de

treinamento e verificou que a seguinte matriz de probabilidades descreve o conjunto
de respostas “corretas e incorretas”

(j+1)-ésimo teste
Correto Incorreto
j-ésimo Correto 0,95 0,05
teste Incorreto 0,01 0,99

a) Que proporcdo de respostas corretas se pode esperar de um estagiario
“absolutamente treinado”?

b) Que proporcao de respostas corretas se pode esperar de um estagiario ap6és quatro
repeticées do procedimento, caso a resposta inicial seja igualmente possivel de ser
correta ou incorreta?

¢) Qual a probabilidade de que se obtenha, pela primeira vez, uma resposta correta,
exatamente quatro tentativas ap0s uma resposta incorreta?

d) Qual o nUmero médio de tentativas para que se obtenha uma resposta correta apés
ter obtido uma resposta incorreta?

0,01

~

\_/
0,05

a)

[0,95 0,05} {zc = 0,957 +0,01r, {;zc =1/6

0,01 0,99 Mo+ =1 7, =516

Proporcao esperada de respostas corretas de um estagiario
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“absolutamente treinado”: nc= 1/6 = 16,67%
b)

. —,_, [0903 009770903 0,097 08173 01827

P*=P2pP?= : =

0,0194 0,9806 | | 0,0194 0,9806 0,0365 0,9634

0,8173 01827

® — p@ . p® _ 05 05|
P P [ ] 0,0365 0,9634

} =[0,4269 0,5731]

Proporcao de respostas corretas apés 4 repeticoes: pc(4) =42,69%

c)
3
f,C(4) = p|c(4) _z flc(k)-pcc(‘lik)
k=1
flc(l) = plc(l) =0,01
fic ) = Pic ) Fic Pcc =0,0194-0,01. 0,95 =0,0099
fIC ©) = pIC R fIC pcc2 + f|c2 pcc )= 010282 - (0’01 ' 0’903+ 0'0099 ' 0'85) - 0’009765
fIC(4) = pIC(4) - fIC : pcc3 + f|c2 pcc2 + flcs- pcc )
=0,0365 - (0,01 0,858 + 0,0099 .0,903 + 0,009765 . 0,95) = 0,009703 = 0,97%

Probabilidade de se obter uma resposta correta exatamente 4 tentativas apds uma resposta
incorreta: f|c(4) =0,97%

d) m¢ =1+ p,.mc =1+0,99.m = m,. =100

n° médio de tentativas para que se obtenha uma resposta correta apos ter obtido uma
resposta incorreta: mc = 100 tentativas

23) Um jogador joga um “jogo limpo” no qual as chances sédo 2 contra 1. Em outras
palavras ele tem 1/3 de probabilidade de ganhar e 2/3 de perder. Se ganhar, ganhara
$2. Se perder, perdera $1. Suponha que os recursos totais do jogador e do seu
oponente sejam $N. Se o capital de qualquer um dos jogadores cair abaixo do ponto
em que eles pudessem pagar caso perdessem 0 jogo seguinte o jogo termina.

a) Desenhe o diagrama de transicdo de estados e determine a matriz de transicéao.
b) Suponha que os dois jogadores concordem em que se o capital de qualquer dos
dois cair para $1, eles fardo o préximo jogo com chances iguais — ganhardo ou
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perderdo $1, com igual probabilidade. Desenhe o diagrama de transi¢cdo de estados e
determine a matriz de transicdo para este caso.

c) No caso descrito na letra (b) suponha que o jogador 1 tem $3 e o jogador 2 tem $2,
gual a probabilidade do jogador 1 ganhar o jogo ?

d) Quantas jogadas durara o jogo?

a) 1

2/3 2/3 2/3
‘/_\ ‘/_\

1
2 2 2 2
13 13 3 1M/3 113

Jogador 1 ganha $2 com probabilidade 1/3
perde $1 com probabilidade 2/3

1 2 3 4 N-3 N-2 N-1 F 0

1l o 0 13 © 0 0 0 0o 23 |
2| 23 0 0 1/3 0 0 0 0 0
3 0 2i3 0 0 0 0 0 0 0
4 0 0 253 0O 0 0 0 0 0

P= ol

N-3 0 0 0 0 0 0 13 © 0
N-2 0 0 0 0 23 0 0 13 0
N-1 0 0 0 0 0 253 0 13 0
F 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Processos Estocasticos e Teoria de Filas 134



COPPE - Universidade Federal do Rio de Janeiro
Programa de Engenharia de Producéo (PEP)

1 2 3 4 N-3 N-2 N-1 N 0
1/ o 12 0 o 0O 0 o0 0 12 |
2 2/3 0 0 1/3 0 0 0 0 0
3 0 2/3 0 0 0 0 0 0 0
4 0 0 2/3 0 0 0 0 0 0
P = P
N-3 0 0 0 0 0 0 1/3 0 0
N-2 0 0 0 0 2/3 0 0 1/3 0
N-1 0 0 0 0 0 1/2 0 1/2 0
N 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
©) 1 1
1/2 2/3 2/3 1/2 (j
ONORORORONO
U2 v ~ 12y
1/3 1/3
1 2 3 4 5 0
1[ 0 12 0 00 1/2 | 1 2 3 4
2] 23 0 0 13:0 O 1 16 09 015 03
P=3 0 23 0 O 51/3 0 E=(-Q'= 2 12 1.8 03 06
4 0 0 12 0:12 O 3 08 12 12 04
5/ 0 0 0 0:1 0 4 04 06 06 12
0f 0 0 0 0:0 1
5 0
1 02 08 Probabilidade do jogador 1 ganhar, dado que comecou
A=E.R = 2 04 06 com $3: azp = 60%
3 06 04
4, 08 0,2
d) d3 = duracdo média do jogo (regime transiente) dado estado inicial 3
d;=%;e3=08+12+12+0,4=3,6jogadas
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24) Perfura-se um pocgo e, a medida que a perfuragcdo avanga, uma série de perfis sdo
realizados. Suponha que o poc¢o possa ser classificado em quatro estados, rotulados
como se segue: Em curso; Com desvio ligeiro, Com desvio acentuado, Abandonado
(por estar tdo fora de curso, que ndo se consegue mais atingir o alvo). Suponha ainda
gue X, represente o estado do sistema apds a n-ésima correcdo de curso e que o
comportamento do poc¢o possa ser modelado por uma cadeia de Markov, com a
seguinte matriz de probabilidade de transicéo:

P= 12 14 1/4 0
0 12 1/4 1/4

a) Se 0 po¢o comecou com um desvio ligeiro, qual a probabilidade de que ele
eventualmente entre em curso?

b) Se o po¢o tem chances iguais de comecar com desvio ligeiro e acentuado, qual a
probabilidade de que ele eventualmente entre em curso?

¢) Qual o numero médio de perfis se podera obter deste po¢o?

D.L. D.A E.C. Ab.

E=(-Q*= D.L.| 1,7143 0,5714 A=ER= D.L.| 0,857 0,143
D.A| 1,1428 1,7143 D.A| 0,571 0,429

a) Dado que no inicio o pogo tinha um desvio ligeiro, a probabilidade de ele entrar em curso
(ser absorvido por E.C.) é: ap_gc = 0,857
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b) Probabilidade de o poco entrar em curso, dado que tem chances iguais de comecar com
desvio ligeiro ou acentuado: 0,5 x 0,857 + 0,5 x 0,571 = 0,4285 + 0,2855 = 0,714

¢) d; = duracdo média do regime transiente da estado inicial i = n°® médio de perfis dado
estado inicial i

dp. =1,7143 + 0,5714 = 2,2857 perfis
dpa =1,1428 +1,7143 = 2,8571 perfis

Como probabilidade de comegar com um desvio ligeiro ou acentuado é igual, o nimero
médio de perfis é: (2,2857 + 2,8571) / 2 = 2,57 perfis.

25) Na teoria de anélise de crédito, determinados autores verificaram que a estimativa
dos valores considerados como devedores duvidosos costuma seguir dois passos
basicos descritos a seguir: Classificam-se as contas por idade, que refletem o estado
em que a conta se encontra: um més de atraso, dois meses de atraso, etc.... .

Estima-se uma expectativa de perda para cada estado, geralmente com base na
politica da empresa, situacdo econdmica-financeira do cliente e outros fatores
relevantes para a analise do crédito. O segundo tépico merece uma andlise mais
detalhada, sendo que atualmente diversos métodos, principalmente na é&rea de
econometria, estdo sendo desenvolvidos. Entretanto, é possivel desenvolver um
método para estimar a probabilidade de devedores duvidosos, com base nas Cadeias
de Markov, através do atraso e da inadimpléncia existente para uma determinada
carteira de crédito de uma instituicdo financeira. Se em uma determinada data fizermos
um levantamento de uma carteira de crédito, poderemos facilmente verificar os

seguintes estados das contas em carteira:

Ao = valores a serem recebidos que ainda ndo venceram, ou seja, estdo em dia ou com
0 (zero) meses de atraso;
A; = valores a serem recebidos que estdo com 1 més de atraso;

A, =valores a serem recebidos que estdo com n meses de atraso;

Essa disposicdo corresponde a uma classificacdo da idade das contas a receber,
sendo o estado A, a conta que esta em dia, A; aconta com um més de atraso, e assim
por diante. A, € a situacdo dos considerados incobréveis. Na pratica o niumero de
idades das contas pode variar de instituicdo para instituicdo ou por categorias de
crédito, tais como crédito imobiliario, leasing, financiamentos diretos ao consumidor e
gualquer outro tipo de operacdo de crédito. Se considerarmos um levantamento de
contas a receber provenientes do periodo i para o periodo seguinte i + 1, que
denominaremos de j , a conta podera ser classificada com relacdo a esses dois
indices, o periodo anterior e o periodo em que se encontra no momento atual. De
forma geral, teremos Aj igual ao levantamento da categoria k no tempo i + 1, o qual €
proveniente da categoria j no tempo i. Para considerarmos todas as possiveis
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categorias devemos acrescentar mais uma categoria aquelas descritas anteriormente.
Trata-se da categoria correspondente aos titulos classificados como pagos, que seréo
descritos como“Pag”. Valores classificados em qualquer categoria no periodo i podem
mover-se para a categoria dos titulos pagos ou para qualquer outra categoriade O an
no periodo i + 1. Iremos adotar os procedimentos recomendados pelo Banco Central do
Brasil, através da resolucéo 2.682, que determina que os créditos vencidos ha mais de

60 (sessenta) dias, sem garantias, sejam transferidos para as contas de Créditos em
Liquidacéo.

Em 1° de margo foi levantada uma amostra de 1050 contas, e em 31 de mar¢o foi
verificado o comportamento dessas contas:

De 01/03 a 31/03 | Integ. Pg | Em dia | Atraso -1 més | Atraso — 2 meses | Perda | Total
Emitidas até 28/02 150 100 150 0 0 400
Emitidas até 31/01 120 90 90 150 0 450
Emitidas até 31/12 30 40 40 60 30 200

A primeira linha significa que, das faturas emitidas no més de fevereiro, num total de
400, 150 foram pagas, 100 ainda ndo venceram e 150 venceram e ndo foram pagas,
contando o atraso de um més. A segunda linha mostra que, de 450 faturas emitidas no
més de janeiro, 120 foram pagas, 90 ainda ndo venceram, 90 apresentam atraso de um
més e 150 com atraso de dois meses. Finalmente, a Ultima linha mostra que, de 200
faturas emitidas no més de dezembro, além da seqiiéncia de pagamentos e atrasos, 30

correspondem a perda, ou seja, atraso superior a 2 meses.

Seja uma carteira de crédito total de R$ 1.000.000,00, conforme mostramos a seguir:

Situacgédo da Carteira Valor (R$)

Contas em dia 800.000
Contas com atraso de 1 més 120.000
Contas com atraso de 2 meses 80.000
Valor da carteira 1.000.000

Calcule o valor esperado que sera pago.

Ajustando as quantidades para vetores de probabilidades; considerando as faturas pagas
(Pag) e perdas (A,) como estados absorventes; e, transpondo a coluna de faturas pagas,
podemos gerar a seguinte matriz de transicado:

Ao A A, A, Pag
Ao[ 100/400 150/400 O | O  150/400 |
P =A;| 90/450 90/450 150/450; O  120/450
Az| 40/200  40/200  60/200 :30/200 30/200
A o o o 1 o
Pag 0 0 o i 0 1
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Ao A A A,  Pag
Al 025 0375 0 : 0 0375
P=A| 02 02 033 0 0267
Al 02 02 03 {015 0,15

A, 0 0 0 1 0
Pag 0 0 0 0 1
Ao AL A, Ao A Ao
Aol 0,75 -0,375 0 * Ao| 1,687 0,897 0,427
E:(I-Q)'lz A -0,2 08 -0,333 = A;| 0,706 1,795 0,855
Al -0,2 -0,2 0,7 A,| 0,684 0,769 1,795
A, Pag

Ao| 0,064 0,936
A=ER= A;| 0,128 0,872
A,| 0,269 0,731

Valor esperado a ser pago: aag,pag 800.000 + @a; pag 120.000 + apz pag 80.000 = $911.920
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6. LISTA DE EXERCICIOS RESOLVIDOS DE TEORIA DAS FILAS

1) Considere arede de filas aberta com um Gnico nd, como mostrada abaixo.

Chegadas y —
R AT @———>partidas
externas T -
p

O no Unico é uma fila M/M/1 com taxa de servigo 4 Um fregués retorna ao n6 com
probabilidade p depois de completar seu servi¢co. A disciplina dafila é PEPS
(primeiro a chegar primeiro a ser servido). Pergunta-se:

(c) Quanto vale y=taxatotal de chegada ao n6 1?

(d) Qual é o intervalo permitido para variacdo de p para que o sistema permaneca
estavel?

1° iteragdo y

2 y+rp
3° yryp+yp’
n° yryprypi+yp’ . +yp™
n—-ow
a)
71 > ﬂ’] > Q /11 (]-'p)ﬂ’l>

L=y + P4
71
= -1
z I-p
b)
Condigdo 0<PR <1l = Osﬁ<1
H
o< <1 = o0<licip
ﬂ1(1_p) H
O£p<1—ﬁ
H
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2) No bar de um aeroporto, uma pessoa pode escolher entre tomar um café servido no
balcado, ou entdo usar uma maquina automatica. No balcdo sé podem ser atendidos,
em média, 180 pessoa por hora, enquanto a maquina pode atender exatamente 4
pessoas por minuto. A cada hora, 270 pessoas, em média, procuram o bar para
tomar café; a probabilidade de uma pessoa preferir o balcdo é de 0,6. Qual a
demora média de uma pessoa que procura o bar, desde que entra até ser servida de
café?

162 pey @ =180 com/h Pe = M/M/1 = W
210c/h |~ —— M/M/L

0,4 Mag. u=240com/h Pu= M/D/1 = Wy
W =0,6 Wg+ 0,4 Wy

/D/1

1 1
u—A 180-162

Balcéo : W, = 0,0555h = 3 minutos 20 segundos

Méquina:Lq—>L—>W M/D/l:p:%:OAS
2 2
L=-—F - 045 = 0,184 pessoas

T 20-p) 2(1-0,45)

L= Lq + i =0184+0,45=0,634
y7;

W, = % = 0,00587 horas = 21 segundos

W =0,6*0,0555+0,4*0,00587 =0,0357 horas
W = 2 minutos 8 segundos

3) Uma frota de traineiras consome gelo para conservar o peixe durante o tempo
passado no mar. O gelo vem em camionetas que transportam 1 tonelada cada (50
barras) e que, no dia da entrega, chegam a razdo de 5 por hora, em média. O
pessoal encarregado da descargatira 1 barra a cada 12 segundos em média. O gelo
custa $20 a tonelada e, no veréo, a perda devida ao derretimento é de cerca de 1
guilo por minuto e por tonelada de gelo. Qual o custo esperado do gelo que chega a
ser embarcado?

A .5 camionete / hora
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Modelo: chegada em grupo —-M/Sg /1

Ki =12 segundos / hora = u =6 camionete (comprar com M/D/1)
7]
2 2
L K pt 5l (5/6)° 51 L5, 5
“ 2K (1-p) 100 (1-5/6) 24 24 6 24
W:% — W:A(hora)/perda:ﬁ*m*w(h)*mz710u.m
5 120 min. h 1.000Kg
R$ 20,74 ton.

4) Seja arede de filas abaixo, onde todos os sistemas de filas sdo M/M/1. Determine:

a. Qual o gargalo do sistema?

b. Qual a maximataxa de chegadas externas admissivel?

c. Qual o nimero esperado de clientes em todo o sistema para uma taxa de
chegadas externas igual a 75% da taxa calculada em (b)?

d. Suponha que a taxa calculada em (b) tenha sido ultrapassada, qual o novo

gargalo do sistema?

e. Se os sistemas de filas fossem M/G/1, o que mudaria nas respostas anteriores

(a) até (d)?

Dados: s = i = 15 clientes/hora, i = 20 clientes/hora, x4, = 25 clientes/hora.

_ A A _
P 21 30 Ps
_ A A _
P> 20 30 Pa
= E
o
253

A
20
30
20

a) Logo o gargalo do sistema é a fila 3

b) 1 =20 clientes/hora

p/ A <30
p/ A >30
p/ A <20

p/ A >20

() —
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15 _

c) A =15clientes/hora = p, =p, = 0 p;=075 p,=06
L= filaste2 L=l =229 | =%P_3 | _9%6_45
1-p 05 0,25 0,4

Logo no sistema todo havera 1+1+3+1,5 = 6,5 clientes

d) As filas 1 e 2 pois a taxa de chegada na fila 4 ficara sempre limitada pela taxa zs.

e) Respostas A, B, e D transparecem inalteradas.
Né&o é possivel calcular o n°. total de clientes na rede com as formulas conhecidas pois o teorema de
Burke néo é mais valido.

5) Seja arede de filas markovianas esquematizada abaixo.

ﬂ1—> @7
,01:1 AT
2 — M3
Y ~
_ He ’ P3 =

2

P2:§

Se 1, =10 clientes/hora, 4,= 20 clientes/hora, 4 = 20 clientes/hora, y, = 30 clientes/hora,

Nlw

u,=40 clientes/hora.
a. Determine o gargalo do sistema (isto €, a pior fila).
b. Qual a probabilidade de todo o sistema estar ocioso?

c. Qual a probabilidade de existir uma Unica pessoa no sistema?

111

b) Po:Pol-Poz-Posz(1_,01)(1_/92)(1_/03):5'5 2—4%

Q)P =P'P/P’+P/P’P’+P;P P’ = 1 (i)t 118y 1.1, 1 gy
342 3'3)4 23\44) 48 36 32

a) Fila 3

6) Em um laboratério de computacao grafica da universidade existem 4 estacdes de
trabalho, cada uma delas com um tempo entre falhas exponencialmente distribuido
com média de 40 (50) dias. O laboratério tem um contrato com o fornecedor, que
permite que até duas das estagdes sejam reparadas simultaneamente, quando da
ocorréncia de defeitos. O tempo de reparo de cada estacdo pode ser considerado
exponencialmente distribuido com duracdo média de 10 dias. Desenvolva um
modelo de filas pararepresentar o problema e obtenha:

a. o diagrama de transicdo de estados.

b. as equacdes de equilibrio e de recorréncia.
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c. 0 nimero médio de estacBes em operacdo normal.

d. apercentagem do tempo em que todas as estacfes estao paradas.

a) 4 .py=pp,
AA Py +2up, =P +34 Py
/—\A /‘\A /N
CLEL TG avamimean
24P, +21u P, =21 Ps+A Py
b)
41
P, =—D
1
34 Y A a0 1
P, = Zpl 6— P p_;_I_Z
10
21 2
p3_ﬂ P, = 6? 0
A A
P4 _Z Ps = 3? Po
1
Py = > 3 7 =0,4032
1+4p+6p°+6p° +3p
)
- < 4p+12p* +18p° +12p"
L=>np,=4pp,+12p%p, +18p°p, +12p"p, =
; Py =4p o 120" P +18p o +1207 R0 =
L=18360  resposta=4-18360=2,16maquina
d)
p, =3p"p, =0,79%
7) Estdo sendo feitos planos para a abertura de um posto de lavagem de carros

pequeno, e tem que ser decidido quanto espaco para carros a espera. E estimado

gue os clientes chegariam aleatoriamente (i.e. segundo um processo de
Poisson), com uma taxa média de um a cada 4 minutos, a menos que

chegadas
a area de

carros a espera esteja lotada, em cujo caso o cliente levaria seu carro a outro lugar.
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O tempo que pode ser atribuido a lavagem de um carro tem uma distribuicao
exponencial com uma média de 3 minutos. Compare a fracéo de clientes potenciais
gue seria perdida por causa de espaco de espera inadequado se (a) zero, (b) dois
ou (c) quatro espagos (ndo incluindo o carro que estd sendo lavado) fossem
previstos. (Obs.: Desenvolva a partir do diagrama de transicdo de estados as
expressdes necessarias para a solucdo do problema.)

% =4 > A =% 3 P, Sistema 0/1

_> 2 P; Sistema0, 1, 2, 3
1 1[ P~ 4 e Ps SistemaOo, ..., 5
T O

@@@@@

Cliente perdido = clientes que chegam quando o sistema esta cheio.

APe=up, = pozgpl P, +p, =1 :>[1+§]P1:1

1
P = A _ 4 _
A+ u

%- % = ; ie (42, 86% dos clientes potenciais desistem)

W

1
4
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A
b) O Apy,=up, P=— "1
U
A A2
1 Apy+up,=up+ip P=—p=—5 0
TR

A A8
2 APy tup,=pup+Aap PR=—p=—50
H )7

3 Ap,=pp,s R (1+p+p"+p°)=1 = p,=0,3657

P, 1+3+g+2—7 =1 P, = 27 . 0,3657
4 16 64 64

P, =0,1543 = ie 15,43% séo perdidos

5 -1
) P=p.p, n=0..,5 p0={2p"} =o,3o41jps=%.o,3041

P, =0,0722 ie 7,22% séo perdidos

8) Uma empresa de 6nibus envia seus Onibus para manutencdo de rotina a cada
25.000 Km. A garagem fica aberta 24 horas por dia é atendida por um Unico
funcionario o qual é capaz de revisar um 6nibus de cada vez. O tempo que ele
gasta € exponencialmente distribuido, com uma média de 4 horas. Os Onibus
chegam a garagem segundo um processo de Poisson, a uma taxa média de 12 por
dia. Os motoristas, entretanto, sdo instruidos a ndo entrar na garagem se la ja
existirem quatro ou mais Onibus, mas retornar ao despachante para nova
autorizagcdo. Determine:

a. o valor esperado de tempo que um 6nibus aguarda na garagem,;

b. a perda esperada de dinheiro por dia pela companhia devido a capacidade
limitada da garagem, se o custo de enviar um Onibus a ela e té-lo de volta sem
revisar € $80.

@ @m@m@m@mG)
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F)n =pn'p0
By (L+ p+ o+ p°+ p*) =1

P (1+2+4+8+16)=1 = p, _ 1

31
1.2 4. 8. 1
Po=gp  Pimgy  Pemg Pemg Pamgyg

l:4 horas = =6 Onibus /dia
y2]
A =12 6nibus/dia

d L=Ynp, 02241%2,p%,38,,10_ 2+8+12+64_B6
31 31 731 3131 31 31
:E - ﬁ:O,ZB dias = 5,55 horas
1 3112
onibus 16

b) Perda=A4 . p,-custo=12

dia

1 80 =495,48 / dia

9) Suponha que todos os proprietarios de carros completem seus tanques quando o
nivel atinge exatamente a metade. Normalmente, uma média de 7,5 clientes por hora
se dirigia a um posto de gasolina com uma Unica bomba. O tempo médio de
atendimento é de 4 minutos. Com a greve dos caminhoneiros, ocorrida a pouco
tempo, um certo pénico se instalou. Para modelar este fendmeno suponha que os
proprietarios passaram a completar o tanque quando o nivel esta em 3/4 do tanque.
Como cada proprietario esta colocando menos gasolina no tanque, durante uma
visita ao posto, assuma que o tempo médio de servigo tenha caido para 3 1/2

minutos. Como o panico afetal e W?
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A =1,5 cl/h
L 4min. - g =15clh
U
L =1
W, =7,89min.
1
A, =15cl/h 7,5cl/h — 2 tanque

15cl/h « %tanque

L _35min - u=17,15clh

H,
L =5 carros
W =20 min.

10) Mecanicos que trabalham no Centro Automotivo Classe A devem retirar as
ferramentas e pecas que necessitam de uma ferramentaria. Uma média de 10
mecanicos por hora chegam procurando por pec¢as. Atualmente a ferramentaria
possui um ferramenteiro, que recebe $6,00 por hora e que leva em média 5 minutos
para atender a cada pedido. E estimado que cada mecanica produz $10,00 de
servi¢os por hora, cada hora que o mecénico gasta na ferramentaria custa a oficina
$10,00. A oficina esta analisando a possibilidade de contratar um ajudante de
ferramenteiro (a $4,00 por hora). Se este ajudante for contratado o ferramenteiro
ter4 possibilidade de atender a uma requisicdo em 4 minutos, em média. Assuma
gue os tempos entre chegadas e de servigco sdo exponenciais. Deve o0 ajudante ser
contratado?
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A =10 mec./hora
4, =12 ped./hora
4, =15 ped./hora

FO, = $iozw (msc j +$6,00/h ($/h)

FO, =$104 W, +$10,00 ($/h)

10
P 15

AW, =L =" =22=5
' Ll 1_,01 3
12
10

_y __ P _15_

/IWZ_LZ_—l_pZ 5 2
15

FO,=10.2+6=$56/h
FO, =10.2+10=$30/h

11) Modele, usando teoria de filas, um sistema em que o servigo , tomar sol na praia.
Considere que as chegadas a praia seguem um processo Poisson de taxa 4, e que o
tempo que cada pessoa passa na praia , aleatério, podendo ser aproximado por
uma distribuicdo exponencial com média 1/u.

a. Desenhe o diagrama de transicdo de estados

b. Obtenha as equacdes de recorréncia

n

X
c. Calcule P, (sugestdo Zﬁzex ).
n=0 -

d. Obtenha: L, Lq, W, W,

7 A
. @m@m@m =™
g7
M/Méé Serwdoréé multlplos

Onde:

n —nudmero de pessoas na praia

A - Taxa média de chegada

nu - Taxa média de pessoas na praia

, A
0) Apy = Hp; =>p1=;po
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M
() Ap; =2up, = P, BT TR

A
(2) Ap, =3up; =P, :apzzmpo

A A"

(n) xpn-l = nupn =P, =—Pu= 1N Po
nu n:pu

el A

an =1 —=p

n=0 ,Ll

pt P P
p0(1+p+5+§+...+ﬁ+...)=1

e} Xn
Como Y —=e*
n=0 n!

1 -
Logo p,e” =1..p, :e—p.'. p,=¢€"

n na—p

e
Dy = ———Po Py =2

n>0
nip n!

o © n,—p
o L=Snp, = 2°
n=1

n=1 n!

12) Analises anteriores indicam que a chegada de clientes em uma dada agéncia dos
correios segue uma distribuicdo exponencial com média de 30 chegadas por hora.
Vocé esta fazendo um levantamento na agéncia e na presente hora, ja decorridos 15

min., ja chegaram 10 clientes. Quantos clientes vocé espera que ainda cheguem na
presente hora? Justifique.

A\ =30 chegadas / hora

t =15 minutos = % =0,25 — 10clientes

E(X) = % = % h =2 minutos — tempoentre chegadas

A= 30'% = 22,5 chegadas — processode Poisson
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13) A ocupacdo média de uma lanchonete de "fast-food" é de 50 pessoas. Sabe-se
gue chegam a lanchonete 100 pessoas/hora e que em média uma pessoa demora
20" para fazer sua refeigéo.

a. Quanto tempo demora um cliente dentro da lanchonete?

b. Qual a percentagem deste tempo é gasta na fila?

A =100 pessoas/ hora
pu =1pessoa/ 20 min =3 pessoas/ hora

L =50 pessoas

W="?

Q) L=AW .'.W=£:ﬂ=l:0,5horas:30minutos

A 100 2

b)W, =7

W:Wqul.'.WuI =W—£.'.Wq:1—1=l:10minutos
0 Y7, 2 3 6

30min - 100%

10min - X

x =33,3%

14) Um numero indeterminado de duplas de alpinistas se dirige a uma montanha com
o intuito de escald-la. Na base do lance inicia da escalada ha um platé onde s6
cabem dois alpinistas e o caminho até este platé é estreito e ingreme. Um dos
guias do grupo esta na entrada deste caminho, orientando a subida para o plato.
De la ele ndo pode ver nem ouvir 0 que se passa em cima; mas baseado na
experiéncia, procura evitar que mais de uma dupla esteja esperando na base do
lance, dada a falta de espaco. Ele sabe que o lance consome, em média 12
minutos de cada dupla; se ela deseja que o platd figue sem superlotacdo em 84%
dos casos, quantos alpinistas ele deve encaminhar em média, por hora, para 14?

1
=—— =5duplas/ hora
H 12 min P

pO +pl =0’84
(1-p)+(1-p)p=0,84=1-p*=0,84=p*>=0,16 = p=0,40
rA=?

p= r S A=0,4-5..A=2duplas/ hora .. 4alpinistas/ hora

n

15) Um reator nuclear é usado para a producéo de radiois6topos de uso medicinal.
Um deles de meia vida particularmente curta, tem uma demanda de 3 doses por
semana, em média; se uma dose for guardada por mais de 2 semanas em média,
ela se tornara fraca demais para ser usada.
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c. Qual serd aproducdo anual esperada, nestas circunstancias?

d. Qual sera o valor esperado do nimero de unidades em estoque?

u =3doses / semana
a)W = 2 semanas

= ~2(3-0)=1.. k:gz 2,5doses / semana

A=7?

1

pn-A
b)L,="?
L, =AW,
Wo_ P _ 253 _5
T ud-p) 3(1_E) 3

3

p:_

L, =AW, = 2,5-§ =4,17doses
3

16) Uma agéncia de caderneta de poupanca tem k guichés, cada um dos quais pode
atender, em média, a 180 pessoas por hora. Em um certo dia, a demanda média
pelos servigcos da agéncia € de 440 pessoas por hora. Os guichés estdo dispostos
em uma linha perpendicular a entrada; isto faz com que muitas pessoas entrem na
primeira fila que encontram; sem procurar verificar se existe ou néo outra fila
menor. Estima-se que a probabilidade de uma pessoa entrar nafilai é de (2/k).((k+1-

i)/(k+1)). Suponha que k =4 e responda:

(a) qual o tempo médio gasto por uma pessoa que entrou na primeira fila?
(b) qual a fracdo do tempo desocupado do caixa dafila4 ?
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u =180 pessoas/ hora
A =440 pessoas/ hora
_ 2 (k+1-1)

p, = ondek =4
kK (k+1)
_2(5-1)
a5
aW =?
2

by =hp, =440- =176

11
w-2, 180-176

W, = = 0,25 hora =15 minutos

b) ociosidade =1-p, :1-ﬂ =0,756 = 75,6%
180
1
A =Ap, =440~E=44
A, 44
Ps=—"=5n
u 180

17) A e B sdo duas maquinas de operacdo manual em uma linha de producao; as
pecas processadas por A saem dela a razdo de 10 por hora em média e sao
processadas em seguida por B a razdo de 12 por hora em média. Dado o espaco
entre A e B, haverd congestionamento da linha sempre que existam mais de 2
pecas a espera do processamento. Qual a fracdo esperada do tempo de
funcionamento dalinha, relativa a ocorréncia de congestionamento ?

W:L:Ehora
2

TR
Congestionamento =1- (p, + P, + P, + P;) =

4
=1-(-p+p-p*+p'=p'+p°' - p = p =(g} =0,4822

1h -100%
X -48,22%
X =48,22%

18) A saida de um tanel é uma pista com 2 faixas de transito, em méao Unica; 100
metros mais adiante ha um sinal luminoso que abre o transito a cada 20 segundos,
deixando passar de cada vez 10 carros. Em um dado momento, os carros estdo
saindo do tunel a razdo de 24 por minuto em média. Sabendo-se que cada carro
ocupa 10 metros de sua faixa de transito, pergunta-se:
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a. Qual o tamanho médio do trecho de pista ocupado pelos carros?

b. O sinal enguicou e a CET colocou, provisoriamente, um agente de
transito que abre o transito em média a cada 20 segundos. Qual a
probabilidade que a filainvada o tinel?

p =10 carros / 20 segundos =30 carros / min
A =24 carros / minuto

aL="
L=AW
A 24

L= = =4 carros (20m) 1carro =10m
u-A 30-24

b)N.°de carros na pista= 20
A 45
pP= ; ~ 50
1-pyy =1-[(1- p)p*]=1-[0.2) (0.8)"]= 0,997

19) Uma famosa vidente, acostumada a prever (???) o futuro de politicos, tem sua
agenda cheia de entrevistas marcadas a razao de uma por hora (dia de 8 horas).
Ela dedica, em média, 45 minutos a cada cliente e, para suavizar a espera da
clientela, manda servir café com bolinhos na sala de espera. Uma pequena questao
alimentar: se cada pessoa toma uma xicara de café (100 ml) a cada meia hora,
guantos litros de café deverado ser preparados em média, por dia?

A =1pessoa/ hora
p=1pessoa/ 45 minutos = 60/45 pessoas/ hora
1pessoa-100ml / meia hora

P= % = 4%0
__ P _ %0
* op(l-p) 6015
45 60

L, =AW, =2,25pessoas
0,2 litros-1h
x litros -2,25h
x = 0,45 litros (consumo individual)
Consumo total=0,45-2,25=1,0125 litros

= 2,25 tempomédio de espera de uma pessoana fila

20) Um mecéanico de manutencao de maquinas de cépia eletrostatica trabalha por
contrato para a Prefeitura. Ele pode consertar, em média, 3 maquinas por dia e 0
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contrato por ele assinado prevé que todo chamado seja atendido no mesmo dia
com 90% de certeza. Qual a capacidade mensal do servico, com este padréo de
atendimento?

u =3 maquinas / dia

p= * =0,9= % = A =2,7maquinas/dia
n

p=0,9

L,=?

L=L,+L,=L,=0,9maq-23dias uteis = 20,7 ~ 21 mag/més
A 2,7 2,7

L=AW. L=—=—"—=—""—=9maquinas
u-A 3-2,7 03

WL M 2709
! T W(1-p) 30,1

=8,1maquinas

21) Uma loja de autopecas tem estacionamento com espaco para 10 carros. Os
carros chegam segundo um processo Poisson a uma média de 10 por hora. Sabe-
se também que o tempo que eles permanecem estacionados tem distribuic&o
exponencial com média de 10 min. Determine:

c. Onumero médio de vagas ociosas no estacionamento?

d. A probabilidade de um carro que chegue néo encontre lugar para
estacionar?

n

Sugestédo: Para valores de k grandes use ZF =e”.
n=0 -

A =10 carros / hora
= 10carro / 10 minutos = 6 carros / hora

.@@mmm
'\/ h
M 3u
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A
(0) Apy =1p; =P, =;po

A %
(1) Ap, =2pp, =P, :Zpl =ﬁpo
}\' 3
(2) Ap, =3up; =P, :ipzzmpo
)\’ 7\’” n
() APy = NHP, = Py = Py = ——Pp = Py =P, N=0,1.2,...,10
nu nip n!

_P ,_P
Pn = n! pO_n!ep

a) vagas ociosas= total de vagas disponiveis — vagas utilizadas (L,) =10 -1,66 = 8,33

Y7, 6

_ (1,66)"°

= =8,32510°
b) Pro 101e"%

22) Considere um sistema com um Unico atendente tendo uma distribuicdo de
chegadas Poisson com A =10 c/h. Atualmente o atendente trabalha de acordo com
uma distribuicdo exponencial com um tempo médio de servico de 5 min. A geréncia
tem a sua disposicdo um curso de treinamento que tera como resultado uma
melhora (decréscimo) na variancia do tempo de servigo, porém com um leve
aumento da média. ApGs a execucdo do curso estima-se que o tempo médio de
servico aumentard para 5,5 min, porém o desvio padrao decrescerd de 5 para 4 min.
Deve a geréncia mandar o atendente fazer este curso?
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M/M/1

A=10 c¢/h

iy =1c/5 minutos = 12 ¢ / hora

1. =1c/5,5minutos

Objetivo:reducdo do tempo de espera no sistema (W)

Logo a geréncia ndo deve mandar o atendente fazer o curso.

23) K-sucata recebe uma média de 15 pedidos por dia de um certo modelo antigo de
carro, do qual ela pode atender a 20 pedidos por dia. Entretanto se menos que 3
carros forem alugados, a companhia perde dinheiro da seguinte forma: se somente
2 carros sdo alugados a perda é de $220/dia, se somente 1 carro for alugado a
perda é de $260/dia e se nenhum carro for alugado a perda é de $290/dia. As perdas
sdo, naturalmente, compensadas pelos ganhos quando 3 ou mais carros sao
alugados. Considerando apenas as perdas, qual sera o valor esperado do prejuizo
por dia? Assuma chegadas e servico Poisson e que ndo existe limitagcdo de

tamanho nem desisténcias da fila.

M/M/1
A=15 pedidos / dia
u=20 pedidos / dia

p= L] =0,75

n 20
n.%alugados  perda
2 > $220/dia
1 - $260/ dia
0 - $290/dia

E(prejuizo)=290p,+260p, +220p, =
=290(1-p)+260(1-p)p+220(1-p)p°=
=(290.0,25)+(260.0,25.0,75)+(220.0,25.0,5625)=$152,2/dia
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7.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Lista de Exercicios Complementares
7.1. Processos Estocasticos

Considere um processo ergédico {X,, X, Xj,...}, no qual pi(j") =P(X,=j| X, =i)e

n

= lim pi(j”). Dé pelo menos trés interpretacfes distintas para os valores ;.
nN—o

Explique o que é um processo estocastico
a. Estacionario, e
b. Markoviano.

Quatro cidades sdo ligadas por uma sistema viario esquematizado na figura abaixo. Existe no
sistema um conjunto de N carros. Cada manhd um carro que chega na cidade na noite anterior é
carregado e despachado, sua rota é escolhida com igual probabilidade entre todas as rotas que
deixem a cidade, independentemente do que acontece com os demais carros. Encontre a propor¢do
aproximada de carros que estardo em cada cidade em cada noite. Qual o tempo médio que um carro
demorard a retornar a cada cidade visitada ?

4

3 1
Idem com 5 cidades. 2

4
2 1 5
3

Um modelo unidimensional de uma part.__.__ se movendo em uma caixa com paredes elasticas
consiste dos seguintes estados: ( -N, -N+1, ...., -1,0,1,2,....., N). Se a particula ndo esta em um dos

nos extremos entdo ela se move para a esquerda ou direita com probabilidade %. Se ela esta em um
dos estados extremos entdo ela se move com probabilidade 1 para o estado anterior. Encontre as
probabilidades estacionarias de distribuicéo.

Uma maquina pode estar em dois estados: funcionando ou quebrada. Quando funciona d4 um
lucro de 480 por periodo e, quando estd quebrada, as despesas sdo de 160 por periodo.
Considerando a situagdo de regime permanente:

Funcionando Quebrada
Funcionando 0,8 0,2
Quebrada 0,6 04

a. Calcule o ganho médio por periodo.
b. Verifique se um plano de manutencdo preventiva que custa 50 por periodo, alterando pff para
0,9 e pqq para 0,3 vale a pena.
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7) De forma simplificada, classificamos as familias de certa regido em relacdo ao seu padrdo de vida,
como "alto", "médio" ou "baixo". Hoje, 2% das familias tém padréo alto e 14% tém padréo baixo.
Suponha que as probabilidades das familias mudarem de padrédo, num periodo de cinco anos, sdo as

seguintes:
alto para médio: 15%  alto para baixo: 5% médio para alto: 3%

médio para baixo: 5%  baixo para médio: 4% baixo para alto: 1%
a. Estime a proporcgdo de familias que tera padréo alto daqui a dez anos. [5,9%]
b. Que proporcao das familias tera padrdo de vida alto, médio e baixo, a longo prazo? [alto 8,7%;
médio 41,3%; baixo 50,0%]
c. Daqui a quanto tempo, em média, uma familia de padréo baixo alcancara um padréo alto? [300
anos]

8) Em certo pais, no qual se realizam elei¢cGes de quatro em quatro anos, ha trés partidos: da Esquerda
(1), do Centro (2) e da Direita (3). Suponha que ha apenas um partido vencedor em cada eleicéo,
que a probabilidade do partido j ganhar uma eleicdo apds uma vitéria do partido i na eleicdo anterior
estd na linha i e na coluna j da tabela a seguir e que esta probabilidade mantém-se constante ao
longo do tempo.

1 2 3
1,06 0202
2/104]105]0,1
3101)02) 0,7

a. Qual é a fracdo do tempo durante a qual cada partido governa, em média? [PE 37,1%; PC
28,6%; PD 34,3%)]

b. Quanto tempo decorre, em média, desde uma vitéria do Partido da Esquerda até que o Partido
da Direita ganhe duas elei¢des (ndo necessariamente consecutivas)? [35 anos]

9) Suponha que em uma linha de montagem final para carros haja o seguinte conjunto de regras
(1) Dois conversiveis ndo podem jamais se seguir na linha porque a quantidade de trabalho
desequilibraria a linha.
(2) Uma perua deve ser seguida de um sedam para equilibrar a linha.
(3) Um sedam tanto pode ser seguido por uma perua como por um conversivel, mas ndo por um
outro sedam. Somente estes trés modelos sdo produzidos na linha.

Monte uma matriz de transicdo possivel para estas regras inserindo as letras a, b, ¢, d, ...., etc, para

os valores ndo definidos numericamente pelas regras acima.

a. A cadeia é irredutivel ?

b. Qual a probabilidade de que apds um conversivel o préximo ocorra na linha, com um espaco de
diferenga (separado por outro veiculo) ? Use as letras a, b, ¢, d, .... se necessérias.

c. Se P é uma matriz de transicdo de um passo, que interpretacdo daria no (ij)-ésimo elemento de
Pn para n grande ?

d. Suponha que se firmou um contrato para entregar 10.000 carros ao final de um més. Destes
10.000 aproximadamente 50% tinham que ser sedam, 10% tinham de ser peruas e 40%
conversiveis. Determine alguma regra de programacdo de probabilidades que assegure esta
producdo e que ainda corresponda as implicacGes 1, 2 e 3 deste problema.

10)Um industrial tem uma maquina que, quando operacional no inicio do dia, tem uma probabilidade
de 0,1 de quebrar alguma hora durante o dia. Quando isto acontece, o reparo € feito no dia seguinte
e esta completo no fim do dia.
a. Formule a evolucdo do estado da maquina como uma cadeia de Markov, identificando os
estados possiveis no fim do dia e construindo a matriz de probabilidades de transicéo.
b. Calcule o tempo esperado que a maquina ird funcionar até que aconteca uma quebra, dado que
ela acabou de sofrer um reparo.
c. Suponha agora que a maquina ja esteja operando a 20 dias, sem quebra, desde que o ultimo
reparo foi feito. Qual o tempo esperado que a maquina ird operar até que aconteca uma
quebra ? Compare com o resultado da letra (b). Explique.

Processos Estocasticos e Teoria de Filas 159



COPPE - Universidade Federal do Rio de Janeiro
Programa de Engenharia de Producéo (PEP)

Suponha agora que o industrial mantenha uma maquina de reserva, a qual é usada somente quando
a maquina principal esta sendo reparada. Durante o dia de reparo a maquina reserva tem uma
probabilidade de 0,1 de quebrar, neste caso ela sera reparada no dia seguinte. Denote o estado do
sistema por (x,y) onde x e y assumem os valores 0 e 1 dependendo se a maquina principal x, ou
secundaria y, estdo operacional no fim do dia.

d. Construa a matriz de probabilidades de transi¢do

e. Encontre o tempo de recorréncia esperado para o estado (1,0).

11)Um equipamento € utilizado rotineiramente para realizar uma determinada operacdo, que dura uma

semana. Ao final de cada operacdo, o equipamento é inspecionado e em 10% dos casos 0 desgaste

verificado € de tal ordem que o equipamento precisa ser retirado definitivamente da produgéo. Nos

demais casos, 0 equipamento entra em manutencdo e fica totalmente recuperado em uma semana,

ao custo de 5 mil reais, voltando em seguida a ser utilizado na operacdo, nas mesmas condicdes

anteriores. Quando um equipamento é retirado definitivamente de producdo é imediatamente

substituido por um novo. Como s6 ha espaco para o funcionamento ou manutengdo de um

equipamento de cada vez, a producdo é interrompida quando o equipamento esta em manutencao.

Cada equipamento custa 100 mil reais. Considere o tempo da inspecdo incluido no tempo de

operacao.

a. Defina um processo estocastico que represente o problema, esboce o diagrama de transicGes,
escreva a matriz das probabilidades de transigéo e classifique o processo e os seus estados.

b. Quantas operagdes, em média, serdo realizadas por um equipamento, até ele ser retirado
definitivamente da producéo?

c. Quantas semanas dura um equipamento, em média (incluindo os periodos dedicados a
manutencgéo)?

d. Quantos equipamentos serdo consumidos (retirados da producéo) por ano (52 semanas), em
média?

e. Quantas operagdes e quantas manutencBes, em média, serdo realizadas por ano?

A geréncia estuda uma forma de aumentar a quantidade anual de operacfes realizadas de forma
lucrativa. A alternativa considerada consiste em realizar duas opera¢Ges antes de submeter o
equipamento a manutencdo (em vez de fazer a manutencdo ap6s uma operacdo apenas). Como
antes, em 10% dos casos 0 equipamento ficard irrecuperavel ao final da primeira operagdo. A
geréncia avalia que a probabilidade de perder o equipamento ao final da segunda operacédo
aumentara em relagdo a primeira e serd igual a 20%, devido aos defeitos ndo consertados e ao
desgaste acumulado na primeira operacao.

f. Calcule, para esta alternativa, os valores correspondentes aos itens (b), (c), (d) e (e) acima.

g. Suponha que cada operagdo contribui com um acréscimo de 20 mil reais para o lucro da
companhia, j& descontados 0s seus custos diretos (exceto a compra do equipamento e o custo da
manutencdo, j& informados acima). Na sua opinido, a alternativa em estudo deve ser adotada?
Por que?

12) O trénsito em determinada via urbana é observado e classificado, conforme a intensidade, em leve,
moderado ou pesado. Ap6s muitas observagdes, verifica-se que o transito (1) nunca passa
diretamente de leve para pesado ou vice-versa; (2) quando esta leve permanece leve no minuto
seguinte 50% das vezes; (3) se esta pesado assim permanece no minuto seguinte com 40% de
probabilidade; (4) se esta moderado entdo a probabilidade de permanecer moderado no minuto
seguinte depende da intensidade no minuto anterior: 20% se estava leve, 50% se estava moderado e
30% se estava pesado, e (5) quando estd moderado passa a pesado no minuto seguinte com
probabilidades iguais a 60% se estava pesado no minuto anterior, 20% se estava moderado e 60% se
estava leve.

a. Defina um processo estocastico que represente o problema, eshoce o diagrama de transicGes,
escreva a matriz das probabilidades de transi¢do e classifique o processo e 0s seus estados.

b. A longo prazo, em que proporcdes do tempo o transito ficara leve, moderado e pesado?

c. Em quantos minutos, em média, o transito leve se torna pesado?

13)Considere um problema de PL com cinco solugdes basicas vidveis e uma Unica solucdo Otima.
Assuma que 0 método simplex comece da pior solucdo bésica viavel e em cada pivoteamento exista
igual probabilidade de mover para qualquer solucdo basica viavel melhor. Em média quantos
pivoteamentos serdo necessarios para encontrar a solucéo 6tima do PL ?
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14) Um jogador joga um “jogo limpo” no qual as chances sdo 2 contra 1. Em outras palavras ele tem
1/3 de probabilidade de ganhar e 2/3 de perder. Se ganhar, ganhard $2. Se perder, perdera $1.
Suponha que os recursos totais do jogador e do seu oponente sejam $N. Se o capital de qualquer
um dos jogadores cair abaixo do ponto em que eles pudessem pagar caso perdessem o jogo seguinte
0 jogo termina.

a. Desenhe o diagrama de transicdo de estados e determine a matriz de transicéo.

b. Suponha que os dois jogadores concordem em que se o capital de qualquer dos dois cair para
$1, eles fardo o préximo jogo com chances iguais — ganhardo ou perderdo $1, com igual
probabilidade. Desenhe o diagrama de transicdo de estados e determine a matriz de transicao
para este caso.

c. No caso descrito na letra (b) suponha que o jogador 1 tem $3 e o jogador 2 tem $2, qual a
probabilidade do jogador 1 ganhar o jogo ?

d. Quantas jogadas durard o jogo ?

15)Considere o jogo de dados que segue. O jogador langa um dado de seis faces. Se o resultado for 5
ou 6 no primeiro lancamento, ele ganha imediatamente. Se o resultado for 1, perde imediatamente.
Em qualquer outro caso, o jogador continua a lancar o dado até obter 5 ou 6, quando perde, ou até
obter o0 mesmo resultado do primeiro langamento, quando ganha. O dado ndo é equilibrado e as
probabilidades dos resultados 1, 2, 3, 4, 5 e 6 sdo, respectivamente,10%, 15%, 20%, 20% E 20%.

a. Defina um processo estocastico que represente o problema, esboce o diagrama de transicGes,
escreva a matriz das probabilidades de transi¢éo e classifique o processo e 0s seus estados.

b. Calcule a probabilidade do jogador, ao final, ganhar o jogo.

c. Quantas vezes, em média, o dado sera langado até o jogo terminar?

16) Um curso comple-se de trés fases. Em cada uma delas, o aluno pode ser reprovado
definitivamente no curso, com probabilidade igual a 6%, obrigado a repetir a fase, com
probabilidade igual a 30%, ou passar para a fase seguinte. Na terceira fase, "passar para a fase
seguinte" representa a aprovagdo final no curso. Cada fase dura um més.Qual a probabilidade de um
aluno que passou para a segunda fase concluir o curso com aprovacdo? [83,6%]

a. Quanto tempo, em média, um aluno fica no curso? [3,9 meses]
b. Qual é a propor¢éo de alunos matriculados no inicio do curso que séo reprovados? [23,6%]

17) Um centro de tratamento médico, de forma extremamente simplificada, pode ser modelado por
uma cadeia de Markov de quatro estados, conforme demonstra a tabela abaixo.

T. medicamentos T. cir(rgico Curado Morto
T. medicamentos 0,3 0,3 0,3 0,1
T. cirlrgico 0,1 0,1 0,6 0,2
Curado 0 0 1 0
Morto 0 0 0 1

a. Para um paciente inicialmente em tratamento medicamentoso, calcule as probabilidades dele
ficar curado, e de vir a falecer.

b. Repita para o caso do paciente que inicialmente recebeu o tratamento cirdrgico.

c. Um paciente possui as seguintes utilidades subjetivas, em funcdo de seu sofrimento:
u(continuar doente) = -1; u(estar curado) = 10, u(estar morto) = -30. Qual a melhor
alternativa para iniciar o tratamento ?

18)A fase final da fabricacdo de certa peca de vidro compde-se de duas ou trés operacdes, conforme a
qualidade da peca resultante seja B ou A, respectivamente. Das pecas submetidas a operacdo 1, 10%
sofrem defeitos irrecuperaveis e sdo perdidas, 20% precisam ser reprocessadas € as restantes passam
para a operacdo 2. Das pecas submetidas a operagdo 2, 4% precisam retornar ao inicio do processo,
isto €, passar de novo pelas operacBes 1 e 2, 60% estdo em condi¢cBes de serem submetidas a
operacdo 3 e as restantes sdo consideradas prontas, com qualidade B, sendo vendidas ao prego
unitario de $9. Das pegas submetidas & operacdo 3, 9% sdo perdidas definitivamente e as restantes,
com qualidade A, vendem-se a $16 cada uma. Cada operacdo leva um dia para ser executada. Os
custos unitarios médios das operacfes 1, 2 e 3 sdo respectivamente iguais a $2, $1 e $3. Todos os
dias entram 70 pecas na fase final de fabricacdo. O custo de fabricagdo unitario médio acumulado
até a fase final, exclusive, é igual a $3.

a. Quantas pecas por dia, em média, alcancam as qualidades A e B e quantas sdo perdidas? [A
34,7; B 22,8; perdidas 12,5]
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b. Qual é o lucro bruto médio diario resultante da fabricacdo e venda das pecas? [$191,30]
c. Quanto tempo, em média, demora para produzir-se uma peca com qualidade A? [3,3 dias]
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

7.2. Lista de Exercicios de Teoria de Filas

Marque V ou F se considerar a afirmativa respectivamente verdadeira ou falsa.

a. () A primeira premissa para a existéncia de um sistema de filas é que a capacidade de servigo
deve ser em média maior do que a demanda pelo servico, muito embora ela possa ser
instantaneamente menor.

b. () Em um sistema com restri¢cbes de tamanho da fila a condicdo de estabilidade do sistema de
filas é que o fator de utilizacdo seja menor que 1.

c. () Um processo exponencial de chegadas pode ser caracterizado por um nimero elevado de
tempos entre chegadas pequenos e raros 0s tempos entre chegadas grandes.

d. ( ) O modelo de filas que representa um supermercado com 5 caixas, onde 0 processo de
chegadas é Poisson e servico exponencial € denominado M/M/5.

e. () Aafirmativa "o tempo ocioso do sistema é igual a um menos o fator de utilizagdo" é valida
para qualquer sistema de filas.

f. () Emum processo Nascimento e Morte para qualquer estado do sisteman (n=0,1,2,...), a taxa
média (numero de ocorréncias esperadas por unidade de tempo) a qual os incidentes de entrada
ocorrem tem que ser igual a taxa média a qual os incidentes de saida ocorrem.

g. ( ) A primeira premissa para a existéncia de um sistema de filas é que a capacidade de servi¢o
deve ser em média menor do que a demanda pelo servico, muito embora ela possa ser
instantaneamente maior.

h. () Um processo exponencial de chegadas pode ser caracterizado por um nimero elevado de
tempos entre chegadas pequenos e raros 0s tempos entre chegadas grandes.

i. () O modelo de filas que representa um supermercado com 5 caixas, onde o processo de
chegadas é Poisson e servi¢o exponencial é denominado M/M/1 .

j- () Emum sistema com restri¢des de tamanho da fila a condicéo de estabilidade do sistema de
filas é que o fator de utilizacdo seja menor que 1.

k. () A afirmativa "o tempo ocioso do sistema é igual a um menos o fator de utilizacdo" é valida
para qualquer sistema de filas de servidor Gnico.

I. () Ataxa de saida de um sistema de filas em equilibrio € igual a taxa de entrada somente se o
servidor for exponencial.

m. ( ) Um servidor Erlang é equivalente a um conjunto de servidores exponenciais em série.

Mostre que, com respeito ao tamanho médio no sistema séo verdadeiras as seguintes afirmacdes:
a. A fila M/M/1 é sempre melhor que a fila M/M/2 se ambas tem 0 mesmo p.

b. O sistema M/M/2 é sempre melhor que o sistema com duas filas M/M/1 independentes, cada
uma recebendo metade das chegadas, desde que os dois sistemas tenham a mesma taxa de
servico por servidor.

Discuta sistemas de filas onde o servico seja ficar estacionado. Analise os casos onde a populacéo
e a fila sejam infinitas e finitas e onde o servidor possa ser considerado infinito.

Deduza (explique) intuitivamente a expresséo de Little (L = AW)

Esboce num gréfico abaixo a familia de curvas Py = F(S,p) para um sistema de filas M/M/S.
Justifique sua resposta.

Explique as dificuldades para se resolver um sistema de rede de filas, explicitando as hipoteses
adotadas para supera-las.
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7) Considere um sistema de fila com um Unico atendente com a distribuicdo de chegadas Poisson com
taxa média de chegada A conhecida. Suponha que a distribuicdo do tempo de servico é
desconhecida porém com taxa média de servigo p conhecida.

a. Compare o tempo médio de espera na fila se a distribuicdo dos tempos de servico fosse: i)
exponencial, ii) constante, iii) Erlang com quantidade de variacdo (isto é, o desvio padréo)
metade entre os casos constante e exponencial.

b. Qual é o efeito no tempo médio de espera na fila e no comprimento médio da fila se ambos A e
p sdo dobrados e a escala da distribuicdo do tempo de servico é modificada
correspondentemente.

8) De ha alguns anos para ca, as agéncias bancarias adotaram o sistema de fila Unica para o
atendimento dos caixas, em substituicdo ao antigo sistema, onde cada caixa tinha sua fila. Quais
foram as conseqiiéncias desta mudanca para os clientes ? Para simplificar, considere que as
chegadas de clientes podem ser descritas por um processo de Poisson com taxa constante e que 0s
caixas atendem num tempo com distribuicdo exponencial, todos com a mesma média. llustre sua
explicagdo com exemplos numéricos.

9) Seja a fila M/M/1/0 - fila com overflow, mostrada na figura abaixo. Seja N(tf) o ndmero de
fregueses no instante t. Modele a fila como um processo estocéstico: construa o diagrama de
transicdo de estados, escreva o gerador infinitesimal, obtenha a distribui¢do estacionaria. Obtenha o
empo medio entre overflows.

A

IO

overflow

— 4

10) Desenhe o diagrama de transigéo de estados para a rede fechada de filas abaixo com 2 clientes.

) ) )

11) Quais as condi¢Bes para que um sistema de filas permaneca estavel? Analise as situacdes em que
o sistema é infinito e finito.

12) Seja um sistema de filas de servidor Unico com processo Poisson de chegadas com taxa média A, e
com taxa média de servico u. Analise 0 que acontece com o tempo médio de um cliente na fila e
no sistema, bem como o nimero médio de clientes na fila e no sistema, quando vocé varia a
distribuicdo do tempo de servico.

Sugestdo: A partir do modelo M/G/1 analise os modelos M/D/1 e M/M/1.

13) Clientes chegam a uma Unica fila segundo diferentes processos Poisson com taxas A;, A, A3, Ay
Qual a taxa combinada de chegada? Qual a distribuicdo de probabilidades do tempo entre
chegadas?

M
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A
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-
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14) Clientes chegam a um posto de gasolina, com 5 bombas, de 5 em 5 minutos, mas se o nimero de
clientes no posto for superior a 10 20% deles desiste. O tempo de atendimento em cada bomba € de
12' se houver apenas um cliente na bomba, 9' se houverem 2 clientes e 6' se houverem mais de 2
clientes. Determine:

a. ataxa média de chegada,
b. otempo médio de atendimento em cada bomba e

c. o fator de utilizacdo.

15) Considere um modelo de filas com uma estacéo de servigo a qual as unidades chegam em média a
uma razdo de 30 por hora. O mecanismo de atendimento serve a cada unidade em exatamente 1,5
minutos. Suponha que o mecanismo tenha sido substituido por outro com uma distribuicdo
exponencial de tempo de servico. Qual deve ser o tempo médio de servico; neste caso:

a. para garantir o mesmo tempo médio de permanéncia do usuario no sistema ?

b. para garantir o mesmo nimero médio de unidades no sistema ?

16) Um escritdrio de advocacia tem 3 s6cios, que recebem os clientes na ordem em que estes chegam.
A demanda media pelo escritério é de 20 pessoas por dia (de 8 horas) e cada cliente ocupa, em
média, 40 minutos do advogado que o atendeu.

a. Quantas horas por semana pode um advogado utilizar no atendimento de clientes ?

b. Quanto tempo, em média, gasta um cliente ao se dirigir ao escritorio ?

17) Um servigo de lavagem instantanea de carros utiliza uma maquina de escovas rotativas que lava
um carro a cada 5 minutos, em média. Num determinado dia, a demanda pelo servigo é de 10
carros por hora. Além da lavagem ha uma Gnica bomba de gasolina no posto. A area de espera
para lavagem é suficiente para 33 carros; se ha 4 carros ou mais a espera, 0 congestionamento que
resulta faz cair em 20% a taxa de atendimento da bomba, que é originalmente de 20 carros/hora. A
cada hora 15 carros, em média procuram o posto para abastecimento.

a. Qual a probabilidade de que o servigo de lavagem prejudique o de abastecimento ?

b. Qual o nimero médio de carros a espera do abastecimento, com e sem congestionamento na
lavagem ?

c. Vocé vai abastecer seu carro e lava-lo depois. Quanto tempo espera gastar com isto ?

18) Na construcdo de um palacio romano, sob Tibério César, um grande nimero de escravos trabalhava
nas escavagBes necessarias a construcdo dos alicerces. A terra era levada em cestos, de mdo em
mao, do local da escavacdo até uma estrada que passava ao lado, onde os cestos eram descarregados
em carrogas. No momento que nos interessa, o trabalho de escavacdo estava concentrado na parte
mais préxima da estrada, sendo necessarios apenas 5 escravos para fazer o trabalho de passagem de
cestos. O enchiimento destes se fazia a razdo de 126 por hora,, em média; cada escravo da fila
levava, em média, 4 segundos para receber um cesto e passa-lo adiante ou despeja-lo na carroca.
Enguanto um escravo passava um cesto, 0s outos descansavam (i. é, ndo havia dois cestos sendo
passados simultaneamente). Cada carroca podia carregar o contedo de 30 cestos; as carrogas
chegavam ao local da obra a razdo de 4 por hora, em média.

a. Qual o nUmero médio de cestos a espera de serem carregados ?

b. Qual o nimero médio de carrogas vazias a espera de serem enchidas ?

c. Suponha que a escavagdo, ao progredir, se afaste da estrada; quantos escravos podem ser
colocados a mais na fila de carregamento, sem fazer com que os cestos tenham de esperar
indefinidamente ?

d. Neste Gltimo caso, quais seriam as respostas aos itens (a) e (b) ?
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19) Em um hospital a triagem dos pacientes é feita por 4 médicos, que atendem com hora marcada e
sem escolha ( o paciente é atendido pelo primeiro médico disponivel). Os pacientes chegam a razdo
de 60 por dia (de 8 horas). Cada médico atende, em média, a 2 pacientes por hora. A probabilidade
de indicacdo de cirurgia para um paciente é de 0,15; ha 3 salas de operacdo no hospital e cada
equipe médica (que usa uma sala) pode operar até 4 pacientes por dia em média. Determinar:

a. o tempo total dispendido por um paciente na triagem;
b. a probabilidade de que nenhuma sala de operacgéo esteja funcionando;

c. o numero médio de pacientes a espera de cirurgia.

20) Num restaurante pode se escolher entre dois tipos de servico: buffet, ou pedido nas mesas. Em
um certo dia, entre 11:30 e 13:00, o regime pode ser considerado estacionario e se dispde de cozido
no servico de buffet, e de omelete no servico de pedido nas mesas. O cozido é distribuido em trés
bandejas, com uma Unica atendente, (tempo médio de 8 segundos por bandeja); o usuario deve se
dirigir a ela. Para a omelete, o usuario se dirige a mesa e faz o pedido (o0 tempo médio de preparo
de uma omelete é de 3 minutos). A cozinha pode processar a0 mesmo tempo até 3 omeletes.
Outros dados: venda de tickets, média de 3 pessoas por minuto; chegada de clientes, média de 170
pessoas por hora; probabilidade de um usuario preferir omelete: 0,3. Determinar:

a. numero medio de pessoas a espera para entrar no restaurante;

b. nimero médio de pessoas a espera de omeletes;

c. numero médio de pessoas a espera do atendimento no servico de buffet;

d. otempo médio gasto em esperas e atendimentos por uma pessoa que almoga omelete;

e. 0 tempo médio gasto em esperas e atendimentos por uma pessoa que almoga cozido; a
probabilidade de ndo haver, num dado momento, ninguém esperando omelete.

21) Voce e seus colegas de turma receberam para resolver um problema de filas que exige a consulta a
dois graficos de um livro que s existe na biblioteca. Ha dois exemplares iguais do livro e a
consulta a cada grafico exige, em média, 7,5 minutos de cada aluno. Um livro somente é usado por
um aluno quando ndo esta em uso por outro. O trabalho é individual e a cada hora chegam, em
média, 6 alunos da turma. Quanto tempo um deles podera esperar gastar na biblioteca ?

22) Uma tecelagem tem 250 teares e as estatisticas mostram que, em média, 1% deles apresentam
algum defeito ao longo de um dia de trabalho. Ha trés mecanicos de manutencéo, cada um podendo
consertar, em média, dois teares por dia, por um salario de $ 10/ h. O dia de trabalho tem 8 horas.
Cada hora parada de um tear representa uma perda de $ 50. A manutencdo pede mais dois
mecanicos. Vocé é o gerente da fabrica, vai atendé-la, vai contratar apenas mais um mecanico, ou
vai deixar as coisas como estéo ?

23) Uma sauna para executivos oferece a clientela um servico de lavagem a seco para ternos e de
lavagem de roupa branca, para que um cliente deixe sua roupa ao chegar e a receba pronta ao sair.
E importante que os clientes ndo tenham que esperar, por serem pessoas ocupadas e por isto a
geréncia deseja que o tempo médio gasto com um servigo de lavagem ndo ultrapasse o tempo médio
de permanéncia na sauna, que é de 20 minutos. A capacidade da sauna é de 10 clientes. Ha trés
maquinas de limpeza a seco e 2 lavadeiras especializadas em roupa branca. Em ambos 0s servicos,
a roupa de cada cliente é processada em separado. Uma maquina processa um terno em 10 minutos
e uma lavadeira gasta, em média, 10 minutos para lavar e outros 10 para passar a ferro a roupa de
um cliente. Dos clientes 30% usam a lavagem a seco e 20% lavam roupa branca, ndo sendo
habitual que um deles use os dois servicos no mesmo dia.

a. A geréncia gostaria que os clientes ndo tivessem de esperar para entrar na sauna. Quantos
clientes poderdo chegar em média, por hora, se a probabilidade de espera deve ser menor que
5% ?
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b. Suponha que chegam 25 clientes por hora. Sera entdo possivel dizer que os servicos de lavagem
a seco e de roupa branca funcionam a contento ? Qual a situacdo da sauna, neste caso, em
termos de fila de espera ?

24) Uma dona de casa tem, no congelador de sua casa de praia, 5 quilos de camardo para o almoco de
domingo. Na sexta feira, 0 gas engarrafado acabou e a noite caiu uma forte chuva que, além de
bloquear o acesso de veiculos a area proxima, provocou falta de luz. A companhia de eletricidade
esta, neste periodo, recebendo em média 3 pedidos por hora para reparos na rede elétrica. Ela
dispde de 5 equipes de reparo, uma equipe levando em média 90 minutos para chegar ao local do
defeito e efetuar o reparo. O congelador leva 6 horas para descongelar. Apds este tempo, 0
camardo terd de ser preparado, a fim de que ndo se estrague. Sem acesso para 0 caminhado de gas e
ndo havendo fogdo a lenha disponivel, pergunta-se se a dona da casa em questdo podera esperar ou
nao conseguir usar o camardo para o seu almogo.

25) As pessoas que atenderam a um andncio de emprego colocado por uma empresa passam por uma
entrevistadora com a qual é necessario marcar hora; nessa base, 6 pessoas por hora sdo agendadas e
cada entrevista leva, em média, 8 minutos. As pessoas passam entdo ao servico médico da empresa,
onde um médico as submete a trés exames, cada um com duracdo média de 5 minutos. Ha dois
médicos fazendo este atendimento.

a. Quanto tempo, em média, uma pessoa demorara para iniciar uma entrevista ?

b. Quantas pessoas, em média, estardo no departamento médico em um dado momento ?

26) Em uma agéncia bancéaria ha dois guichés para atender apenas a retiradas. Os clientes que as
desejam chegam a razdo e 25 por hora em média e se dirigem ao guiché 1, cujo caixa, conhecido
por sua rapidez, leva em média 1,5 minutos para atender a um cliente. Se um cliente encontrar este
guiché ocupado e o guiché 2 desocupado, entdo ele se dirigira para este Gltimo, cujo caixa consegue
atender apenas a 20 clientes por hora em média. Qual a fragdo do tempo ocioso de cada um dos
caixas ?

27) Uma linha automética de embalagem de medicamentos enche e fecha 60 frascos de determinado
remédio por minuto. Os frascos passam entdo por uma mesa na qual sdo colocados em caixas,
manualmente, por 3 embaladoras capazes de embalar, cada uma, em média 22 frascos por minuto.
Em média quantos frascos estardo sobre a mesa a espera de serem embalados ?

28) No trailer "O Lanche" situado defronte ao bloco M do CCS trabalham duas mogas. Maria no caixa
e Beatriz no atendimento aos pedidos. Quando existe apenas um cliente esperando por um pedido
ele é atendido por Beatriz, com um tempo de servicgo esperado de 1,5 minuto. Quando existe mais
de um cliente aguardando por pedido, Maria "da uma méao" para Beatriz e 0 tempo para processar
um pedido cai para 1 minuto. Em ambos os casos a distribui¢cdo do tempo de servico é exponencial.

a. Desenhe o diagrama de transicdo de estados para este sistema de filas.
b. Qual é a distribui¢do de probabilidade do estado de equilibrio do nimero de clientes no sistema?

c. Como vocé obteria L, Ly, W, W, ?

29) Um pequeno hotel possui 2 cofres para guarda de valores dos héspedes, em regime de
exclusividade (ou seja, ndo se quadram valores de dois hospedes em um mesmo cofre). Em média
3 pessoas por semana procuram o gerente para solicitar o uso de um cofre.

Um levantamento feito por uma companhia de seguro mostrou que os dois cofres ficam vazios
durante 10% do tempo. De posse deste dado vocé, que , o gerente, teria condigdes de dizer por
quanto tempo em média, os valores de um hospede ficam guardados?

Qual seria 0 nimero de cofres necessario para mantendo o mesmo tempo de ocupacao dos cofres
atender ao dobro da demanda por cofres, garantindo que o tempo desocupado de cada cofre ndo
ultrapasse 20% do tempo?

30) Em uma agéncia de banco, 3 funcionérios ocupam 3 caixas destinados apenas a retiradas; cada um
pode atender, em média a 60 pessoas por hora. Os clientes que demandam essas caixas chegam a
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média de 150 por hora e entram, com igual probabilidade, em qualquer das filas que se formam
diante delas. ( O sistema se encontra em equilibrio estacionario).

O gerente da agéncia resolveu adotar, para essas caixas, o sistema de fila Gnica.
a. Qual a probabilidade de uma dada caixa estar ociosa, no sistema antigo ?

b. Idem no novo sistema ?

c. Qual a economia (ou perda) de tempo obtida por um cliente que vai fazer retirada, com a
mudanca de sistema ?

31) Em um supermercado da cidade existem 30 caixas distribuidas da seguinte forma: 2 caixas se
destinam a emissdo de nota fiscal, 3 caixas sdo caixas rapidas e as demais caixas sdo caixas
normais. Os tempos médios de atendimento em cada um destes tipos de caixa sdo de
respectivamente 15 min, 5 min e 10 min. Além destas caixas existem ainda 5 postos de
recebimento com cartdes de crédito, cujo tempo médio de atendimento é de 2 min. Sabe-se que dos
60 clientes que se destinam aos caixas por hora 10% se destinam aos caixas que emitem notas, 30%
se destinam aos caixas rapidos e os 60% restantes se destinam aos caixas normais. Sabe-se ainda
que 60% dos clientes deste supermercado efetuam seus pagamentos com cartdo de crédito.

Observagdo: Os cliente que pagam com cheque ou dinheiro dirigem-se a um dos caixas e ap6s
serem atendidos se retiram do estabelecimento. Os clientes que pagam com cartdo de crédito
dirigem-se a um dos caixas e apds o registro de suas compras dirigem-se a um dos postos de
recebimento com cartdo para assinarem o recibo de débito, apds o que retiram-se.

a. Represente esquematicamente 0 modelo de filas correspondente ao problema.

b. Qual o valor esperado do tempo que um cliente demora para pagar suas compras (desde o
instante que ele se destina ao caixa até o instante que ele sai do supermercado) ?

c. O que aconteceria ao tempo obtido no item (b) se o nimero de clientes que chegam ao
supermercado por hora dobrasse? Por que ?

d. Na saida dos caixas para os postos de recebimento de cartdo é necessario supor que 2 clientes
ndo saem simultaneamente, por que?

32) O transporte de passageiros de Manaus para a base de produgdo de Urucu da Petrobras é realizado
por dois helicopteros com capacidade para 16 passageiros cada. A duracdo da viagem tem distri-
buicdo exponencial com meédia 2 horas. O procedimento de embarque é o seguinte: Os
passageiros que chegam, a uma taxa de 12 por hora, sdo inscritos nos véos na ordem em que
chegam. Quando a lotagdo de um vdo estad completa entdo os passageiros sdo admitidos numa sala
de vistoria e espera, onde aguardam a preparagdo da aeronave para o embarque.

a. Construa o diagrama de transicdo de estados para este sistema.

b. Usando o modelo adequado calcule o nimero esperado de pessoas na sala de espera e 0 tempo
médio entre o instante que o passageiro entra na sala de espera e o instante que o helicéptero
pousa na base de Urucu.

33) Um projetista de plataforma de producdo de petrdleo se deparou com a seguinte situagdo: A
producéo de petroleo é estimada em 15.000 m3/dia. Cada bomba de transferéncia tem capacidade
para transferir 5.000 m3/dia, e em meédia trabalha 20 dias sem dar problemas (exponencialmente
distribuido). O custo de aquisi¢do de cada uma destas bombas , de US$150.000,00. O projetista
precisa decidir quantas bombas comprar. Os dados adicionais de que ele dispde sdo: o0 tempo
médio para reparar uma destas bombas quando elas déo problema é de 2 dias (exponencialmente
distribuidos); usualmente existe uma equipe de manutencdo embarcada que pode reparar uma
bomba de cada vez; se em um determinado instante ndo houver capacidade de transferéncia
suficiente para escoar toda a producdo esta € restringida e ocorre uma perda por lucros cessantes
cujo valor unitério é estimado em US$1,20/m3 ; a vida Util do projeto é de 10 anos. A luz de seus
conhecimentos de teoria das filas quantas bombas devera o projetista especificar ?
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34) Para produzir um determinado tipo de tinta colorida uma indistria realiza em uma maquina 8
operacOes de mistura. As operacdes sdo semelhantes, consecutivas, e a duracdo de cada uma delas
pode ser considerada exponencialmente distribuida com média 1 minuto.

A matéria prima da maquina em questdo, chamada tinta basica, é produzida segundo um processo
Poisson com taxa 2 litros/hora. Sabendo que estdo em operagdo simultanea 2 maquinas mistura-
doras determine:

a. Qual o estoque médio de tinta no sistema (tinta basica + tinta em processo) ?

b. O intervalo de tempo decorrido entre o instante que a tinta basica é produzida e o instante que a
tinta colorida é obtida ?

c. Para produzir um tipo especial de tinta sdo necessarias 50 operagdes da maquina misturadora.
Faca uma estimativa do tempo necessario para obter esta tinta especial.

35) Dada a rede de filas M/M/1 em série abaixo:
a. Estabeleca as condi¢des de estabilidade para a rede.

b. Esboce o diagrama de transicéo de estados

c. Calcule a probabilidade de que existam mais de 2 pessoas na rede para A =120 c/h, M1 =
150 ¢/h, U2 =180 c/h. (100, 200, 250 )

A

S D [

36) Num certo problema de fila os clientes chegam seguindo a distribuicdo de Poisson com taxa média
de 4 c/h. Observou-se que o tempo médio de atendimento é de 10 min. com variancia de 25 min®.
Supondo que o modelo M/E,/1 é razodvel para este problema encontre o nimero esperado de
clientes no sistema, e o tempo que um cliente tipico espera aguardar na fila.

37) A coordenacdo do concurso vestibular de uma determinada universidade deseja prever a quantidade
de fiscais/salas necessarios para 0 bom andamento do concurso. Estdo inscritos 5000 (6000)
candidatos que serdo igualmente divididos pelas diversas salas. Cada candidato ao chegar devera se
dirigir a sua sala e ali deixar um documento de identidade com um fiscal. No ato de devolucdo da
prova, o fiscal devera conferir o nome nela escrito com o documento, identificar visualmente o
candidato e devolver-lhe o documento; este processo leva, em média, 15 segundos por candidato.
Ao planejar o processo, baseada em experiéncia anterior, a coordenag¢do conta com um ritmo de
devolucdo (considerando o universo de todos os 5000 (6000) candidatos) de 80 (100) provas por
minuto, em média, nos Ultimos 15 minutos do prazo de realizacdo da prova. Para evitar tumulto na
devolucéo ela considera que a probabilidade de haver mais de um candidato a espera para entregar a
prova ndo deva exceder 10%. Nestas condi¢des, qual o menor nimero de fiscais/salas deve ser
utilizado ?

38) Uma UTI especializada em transplantes de medula recebe a visita de uma numerosa turma de
estudantes de medicina, 0s quais, para poderem entrar, devem se submeter a um processo de
assepsia que envolve um banho e troca de roupa, cada etapa dessas exigindo em média 3 (5)
minutos. A turma chega toda de uma vez e aguarda a entrada em uma sala de espera, cada
estudante indo fazer a assepsia no momento exato em que o anterior a termina e entra na UTI. Ha&
apenas 2 pacientes internados e junto a cada um estd um professor que orienta 0s alunos no exame
do seu paciente. Um aluno, ao entrar na UTI, deve aguardar em uma sala de espera até que algum
paciente esteja disponivel e, entdo, se dirige a0 mesmo, saindo da UTI apds examina-lo (com isto se
evita que mais de uma pessoa entre a0 mesmo tempo). A discussdo do caso e 0 exame levam em
média 10 minutos ao todo. Considera-se que o regime de transito dos estudantes dentro da UTI
seja estacionario.

a. Desenhe o diagrama de transicao de estados para a situagdo descrita.

b. Qual o tempo médio de espera de um estudante na sala interna, antes da visita a um paciente ?
(use os graficos fornecidos, indicando neles as leituras efetuadas.)
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39) Uma competicdo de triatlon é organizada da seguinte forma: na primeira etapa uma corrida em
pista livre (com qualquer nimero de corredores) de 20km, a segunda etapa consiste de uma prova
de natacdo na qual os nadadores tém que atravessar (ida e volta) um lago;, devido as condi¢des
operacionais apenas dois nadadores podem estar na agua simultaneamente, o tempo da travessia do
lago (ida ou volta) pode ser considerado exponencial com média de 30 min. Finalmente a terceira
etapa € uma corrida de bicicleta, 5 voltas em torno do lago (20km de perimetro), a organizagdo da
corrida dispde de apenas 10 bicicletas para uso dos competidores. Sabe-se ainda que a velocidade
média de um competidor a pé é de 40km/h, e de bicicleta € de 80 km/h, considere que o tempo
médio entre chegadas dos competidores (apds a prova de corrida) é de 45 min. Pede-se:

a. Modele o problema como um sistema de filas.
b. Qual o tempo médio gasto pelo corredor lider ?

c. Qual o tempo médio gasto por um corredor médio ?

40) Uma oficina de maquinas contém um esmeril para amolar os instrumentos de corte das maquinas.
Tem que ser tomada uma decisdo agora quanto a que velocidade ajustar o esmeril. O tempo
necessario para que um operador de maquinas amole seu instrumento de corte tem uma distribuicéo
exponencial, sendo que a média 1/u pode ser ajustada a qualquer ponto entre 1/2 e 2 minutos,
dependendo da velocidade do esmeril. Os custos de operacdo e manutengdo aumentam rapidamente
de acordo com a velocidade do esmeril, de modo que o custo estimado por minuto para uma média
de 1/u é de $(10p%). Os operadores de méaquinas chegam para amolar seus instrumentos de acordo
com um processo de Poisson a uma taxa média de um a cada 2 minutos. O custo estimado de um
operador estar afastado de sua maquina enquanto ocupado no esmeril é de $15,00/minuto.
Represente num gréfico o custo total esperado por minuto E(CT) versus p, e determine o valor
6timo de p.

41) O proprietario de uma pequena mas procurada banca de jornais atende a clientes a uma media de
um a cada 30 segundos, sendo a distribuicdo exponencial. Os clientes chegam de acordo com um
processo Poisson, a uma taxa média de trés por minuto, e podem ou ndo esperar para serem
atendidos se o dono estiver ocupado com outro cliente. Um ndmero de clientes preferem néo
esperar e fazer suas compras em outro lugar. A probabilidade de que um cliente desista é n/3, onde
n é o numero de clientes ja na loja. Que lucro pode o proprietario esperar perder dos clientes que
irdo fazer suas compras em outro lugar, se o lucro médio por cliente é de $0,30?

42) Um posto de lavagem de carros tem espaco para somente trés carros em espera e somente duas
plataformas de lavagem. Cada plataforma pode acomodar somente um carro de cada vez. Os
proprietarios chegam de acordo com um processo Poisson, a uma taxa média de 20 por hora, mas a
entrada é proibida sempre que o posto estiver lotado. A lavagem e a limpeza sdo feitas
manualmente e o tempo consumido € exponencialmente distribuido. Sob condi¢des normais, cada
plataforma estd ocupada com um carro durante uma média de 5 minutos. Entretanto, quando dois
ou mais carros estdo esperando por atendimento, o procedimento de lavagem é acelerado, reduzindo
o tempo médio de atendimento para 4 minutos. Determine:

a. 0 numero esperado de carros no posto de lavagem;

b. o tempo esperado que um carro permanece no posto se ele ndo é impedido de entrar.

43) Estudos realizados pelo pessoal técnico de um grande supermercado determinaram que 20 % da
clientela adquire 10 itens ou menos em uma compra. Se um(a) caixa pode registrar 5 itens por
minuto, em média, quantas caixas para uma maximo de 10 itens (caixas expressas) deverdo ser
instaladas, para que o tempo médio dispendido por um cliente, desde a chegada a fila de caixa até
sua saida da mesma ndo ultrapasse 3 minutos, na previsdo de uma demanda média de 750 clientes
por hora pelo supermercado ? (Despreze o tempo de pagamento e considere que todos os clientes
dessas caixas adquirem exatamente 10 itens).

44) Um excelente restaurante de comida nordestina situado em uma cidade proxima ao Rio de Janeiro
tem, em sua cozinha, uma cozinheira e uma ajudante que trabalham em conjunto para atender a uma
comanda (uma comanda é o pedido de refeicdo para uma pessoa). O tempo médio de atendimento
de uma comanda é de 10 minutos e 30 segundos e os fregueses chegam ao restaurante a média de 5
por hora, no horério que nos interessa. Apesar da boa reputacdo da casa, a clientela ameaca
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abandona-la, por causa da demora no atendimento. A geréncia pensa entdo em ampliar a cozinha e
colocar outra cozinheira com outra ajudante.

a. Qual o tempo esperado gasto por um cliente no restaurante, nas condi¢fes atuais e com a
ampliacdo ?

b. Quantos clientes estardo esperando ser atendidos nos dois casos ?

45) Um caixa de banco trabalha numa agéncia na qual, frequentemente, 4 caixas estdo em atividade ao
mesmo tempo ( a presenca de mais de destes funcionario é menos frequente). Ele foi acometido de
uma doenca cardiaca e o parecer do médico do banco indicou uma perda de produtividade de 40%
(ou seja, ele teria que passar esta parte do tempo inativo). As condi¢Bes mais exigentes do trabalho
ocorrem exatamente quando ha apenas 4 caixas na agéncia; nestes horarios, a experiéncia indica
uma demanda média, pelas caixas, de 192 clientes por hora. Cada caixa (inclusive o préprio) pode
atender em média 60 clientes por hora. Se ele ndo puder dispor do repouso necessario, durante o
trabalho, tera que ser aposentado. Qual decisdo vocé, que é o gerente da agéncia, tomara a respeito
deste funcionario ?

46) H& uma lei que determina que pessoas idosas devem ter atendimento prioritario nas agéncias
bancérias. O cumprimento rigoroso desta lei obrigaria a ndo atender qualquer ndo idoso enquanto
houvesse pelo menos um idoso na fila. No entanto, praticamente todas as agéncias bancérias
adotaram um procedimento modificado de atender a lei, que consiste em reservar um ou mais
caixas para o atendimento “especial” dos idosos, deixando os demais caixas para o atendimento dos
outros clientes.

a. Na sua opinido este procedimento atende a lei ? Porque ?

Suponha que em certa agéncia chegam, em média, 30 clientes por hora, dos quais 30% s&o idosos.
Ha trés caixas na agéncia, dos quais um é destinado exclusivamente para o atendimento de idosos.
Os outros dois trabalham no sistema de fila Unica. O tempo de atendimento médio é de 3 minutos
por cliente, idoso ou néo.

b. Qual é o tempo médio de permanéncia (espera + atendimento) de um cliente idoso na agéncia ?
E de um cliente ndo idoso ? Qual o tamanho médio de cada uma das filas ?

c. Qual seria o tempo médio de permanéncia de um cliente se todos os clientes fossem,
indistintamente, atendidos por todos os caixas ? E o tamanho médio da fila ?

d. Que procedimento de atendimento vocé recomendaria nesta situagdo ? Porque ?

e. Se a lei fosse cumprida rigorosamente qual seria 0 tempo médio de permanéncia (espera +
atendimento) de um cliente idoso na agéncia ? E de um cliente ndo idoso ?

47) Uma loja tem dois balconistas, cada um capaz de atender fregueses a uma taxa média de 60 por
hora; os tempos de atendimento sdo exponencialmente distribuidos. A capacidade da loja é de 4
fregueses, com espera do lado de fora proibida. Os fregueses chegam a loja de acordo com um
processo do tipo Poisson onde a taxa média de chegadas depende do nimero de pessoas na loja, da
forma: Determine:

Clientes na loja 0 1 2 3 4
Taxa média de chegadas (clientes/hora) 100 125 150 175 200

a. 0 numero esperado de fregueses na loja;
b. o valor esperado do tempo que um fregués deve aguardar por atendimento;
c. ataxa esperada de perda de fregueses devido a limitagéo de capacidade da loja

48) Cada passageiro de um voo e sua bagagem deve ser checada para verificar a existéncia de armas e
explosivos. Suponha que no aeroporto de Poléndia chegue em média 10 passageiros por hora (com
tempos entre chegadas exponenciais). Para verificar os passageiros o aeroporto deve ter um posto
de checagem constituido de detector de metais e uma maquina de Raio X para a verificagdo de
bagagem. Quando um posto de checagem esta em operacdo sdo necessarios dois funcionérios. Um
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posto pode verificar em média 12 passageiros por hora (tempos de verificacdo exponenciais). Se o
aeroporto tem apenas um posto responda:

a) qual a probabilidade que um passageiro tenha de esperar pela verificacdo ?

b)em média quantos passageiros estardo esperando pela verificacao ?

c)em média quanto tempo o passageiro gastara no processo de verificacéo ?

d)Suponha agora que a administracdo do aeroporto queira determinar quantos postos deve operar
de modo a minimizar custos operacionais e de atraso por um periodo de 10 anos. Assuma que 0
custo de 1 hora de atraso de um passageiro é $10, e que o aeroporto funciona 16 h por dia. O
custo de aquisicdo, operacdo e manutencédo de um posto pode ser estimado em $ 1 milhdo em um
periodo de 10 anos. Finalmente assuma que cada passageiro escolhe entre os postos com igual
probabilidade.

49) Duas barbearias estdo situadas lado a lado em um shopping. Cada uma delas comporta até 4
clientes (1 cortando o cabelo e os demais esperando), e qualquer cliente potencial que encontre a
barbearia cheia ndo espera e desiste de cortar o cabelo ali. A barbearia 1 cobra $11 por um corte de
cabelo, que demora em média 12 minutos. A barbearia 2 cobra $5 por corte, que dura, em média, 6
minutos. Os clientes potenciais procuram cada uma das barbearias a uma taxa média de 10
clientes/hora. Assumindo tempos entre chegadas e de corte como exponenciais, qual barbearia tera
maior receita ?

50) A partir da modernizacdo dos pontos de venda a operacdo de efetuar o pagamento com cartdo de
crédito, que era uma operacgdo realizada seqiiencialmente a passagem das mercadorias por um caixa
de supermercado passou a ser realizada no préprio caixa. Supondo tempos entre chegadas e tempos
de servigo exponenciais, e que o tempo de efetuar o pagamento do cartdo tem duragdo equivalente
ao tempo de passagem das mercadorias pelo caixa, analise as duas situacfes, sob o ponto de vista
do cliente e do supermercado. Construa 0s modelos representativos das duas situacfes e a partir
deles faca suas analises.

51) O processo de producdo de um produto € constituido de 3 estdgios. Em média um novo produto €
comegado no estagio 1 a cada 6 minutos. O tempo médio de processamento em cada estagio é dado
respectivamente por 3 minutos, 2 minutos e 1 minuto. Ap0s passar pelo 30 estadgio o produto é
inspecionado (assuma que isto ndo toma tempo); 10% dos produtos sdo inteiramente reprovados e
voltam ao estdgio 1 para um completo reprocessamento, 20 % sdo parcialmente reprovados e
voltam para o estagio 2 para sofrerem reprocessamento dos estagios 2 e 3. Em média, quantas
unidades do produto estdo no sistema ? Assuma que todos 0s tempos entre chegadas e de servico
tem distribuicdo exponencial, e que cada estagio seja constituido de um Unico servidor.

52) A rede de postos Prodoleo combina estagbes de abastecimento e de lavagem de automoveis em
todo o Grande Rio. A Proddleo da uma lavagem grétis para cada cliente que completar o tanque de
combustivel e, para clientes que busca apenas o servico de lavagem, cobra uma taxa de $5,00.
Experiéncias anteriores mostram que o nimero de clientes que lavam o carro, apds realizar o
abastecimento, é aproximadamente igual ao nimero de clientes que lavam apenas o carro. O lucro
bruto médio para os abastecimentos é de $7,00, e o custo da lavagem para a Prod6leo é de $1,00.
Os postos Proddleo permanecem abertos 14 horas por dia. A Prodoleo possui trés tipos de unidades
de lavagem automaética e os postos devem selecionar a unidade preferida. A unidade | pode lavar
carros a uma taxa de um carro a cada 5 minutos e é alugada por $120 por dia. A unidade Il pode
lavar carros a uma taxa de um carro a cada 4 minutos e é alugada por $160 por dia. A unidade Il
pode lavar carros a uma taxa de um carro a cada 3 minutos e é alugada por $220 por dia. Os
postos estimam que os clientes ndo irdo esperar na fila mais do que 5 minutos para lavar seus
carros. Um tempo de espera maior ird causar perdas para a Proddleo, tanto em venda de
combustivel quanto em lavagens. Se a estimativa de chegadas de clientes que resultam em lavagem
é de 10 por hora, qual unidade de lavagem deve ser selecionada ?

53) O gerente de um banco deve determinar quantos caixas devem trabalhar as sextas feiras. Para cada
minuto que um cliente passa na fila o gerente imagina que um custo devido ao atraso de $0,05 é
incorrido. Uma média de dois clientes por minuto chega ao banco. O tempo que um caixa demora
para atender a um cliente é em média 2 minutos. Cada caixa custa ao banco $9,00/hora. Tempos
entre chegadas e de atendimento podem ser considerados exponenciais. Para minimizar a soma dos
custos de servico e de atraso, quantos caixas devem trabalhar ?
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54) Uma equipe de projeto dispdes de 2 estacfes de trabalho, cada uma delas com um tempo entre
falhas exponencialmente distribuido com média de 40 dias. O projeto tem um contrato de
manutengdo com o fornecedor, que permite que até as duas estagcfes sejam reparadas
simultaneamente, quando da ocorréncia de defeitos. O reparo de cada estacdo envolve duas etapas:
uma visita técnica, seguida pelo reparo propriamente dito. Os tempos de cada etapa podem pode
ser considerados exponencialmente distribuidos com duragdo média de 10 dias. Desenvolva um
modelo de filas para representar o problema e obtenha:

a) diagrama de transicao de estados

b) as equacdes de equilibrio e de recorréncia

c) ndmero médio de estacbes em operacdo normal

d) percentagem do tempo em que todas as estacdes estdo paradas

55) O Programa de Engenharia de Producdo estd procurando determinar se deve arrendar uma
copiadora rapida ou lenta. O valor da hora de trabalho dos funcionarios, que dentre outras tarefas
irdo fazer as copias € de $15. A copiadora lenta é alugada por $4/hora e toma em média 10 minutos
do funcionario para efetuar as cépias (exponencialmente distribuidos). A copiadora rapida custa
$15/hora e ocupa o funcionario por 6 minutos em média (também exponencialmente distribuidos).
Uma média de 4 funcionérios por hora necessitam usar a copiadora (tempos entre chegadas
exponencialmente distribuidos). Qual copiadora deve o programa alugar ?

56) Sanduiches Bitoca estd querendo determinar quantos atendentes deve disponibilizar durante o
horéario do almogo. Durante este periodo uma media de 100 clientes por hora chega ao restaurante.
Cada atendente pode servir uma média de 50 clientes por hora. Um atendente custa $5/hora e 0
custo de um cliente esperando pode ser avaliado em $20/hora. Assumindo que um modelo M/M/S
é aplicavel, qual o nimero de atendentes minimiza a soma dos custos de atendente e de atrasos ?

57) Um empreiteiro estd definindo sua equipe de trabalho. Ele tem alocado dinheiro suficiente para
contratar ou dois pedreiros "Tipo A" ou trés pedreiros "Tipo B". A classificagdo e o pagamento
dos pedreiros é feita de acordo com sua eficiéncia no trabalho. Um mesmo trabalho é realizado por
um pedreiro "Tipo A" em 2/3 do tempo gasto por um pedreiro "Tipo B". Assim em uma primeira
impressdo as duas alternativas parecem iguais. Desenvolva um modelo de filas (Markovianas, onde
0s pedreiros séo os servidores e os trabalhos a efetuar formam uma fila tnica, com uma disciplina
FCFS) para avaliar qual, se for o caso, das alternativas é preferivel de forma a manter a fila de
tarefas a realizar no minimo.

58) Um posto de servigo esta analisando duas formas de processamento de pedidos de clientes.
Opcdo 1: Trés atendentes em paralelo atendendo a uma Unica fila. Cada atendente preenche
completamente todos os formularios, na presenca do solicitante. O tempo de processamento é
exponencial com média de 15 minutos.

Opcédo 2: Cada solicitante primeiramente preenche um formulério sem a ajuda do atendente. O
tempo para este preenchimento é exponencialmente distribuido com média de 65 minutos. Quando
o solicitante completa o preenchimento ele se dirige a uma fila Gnica onde aguardara que um dos
trés atendentes confira o formulério. Isto demora em média 4 minutos, exponencialmente
distribuido.

Os tempos entre chegadas sdo exponencialmente distribuidos e em média 4,8 clientes chegam a
cada hora. Qual das opgBes permitira que o solicitante saia mais rapidamente do posto de servico ?

59) A Sapataria Caroline funciona com um Unico empregado. A sapataria recebe normalmente pares
de sapatos para serem reparados, (em uma base primeiro a chegar é o primeiro a ser atendido), que
chegam segundo um processo Poisson com uma taxa média de 1 par por hora. O tempo para
reparar cada pé de sapato individualmente tem uma distribuicdo exponencial com média de 15
minutos.

a) Considere a formulacdo deste problema de filas onde cada sapato individualmete (ndo o par de
sapatos) é considerado o cliente. Para esta formulagdo construa o diagrama de transi¢do de
estados e desenvolva as equagdes de balanco (sem precisar resolver).

b) Considere agora que o par de sapatos € o cliente. Para esta formulagéo construa o diagrama de
transicdo de estados, desenvolva as equacdes de balanco e obtenha o tempo médio até que um
par de sapatos esteja reparado.
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60) Um posto de gasolina em um local de grande concorréncia langou a seguinte campanha: Se o
cliente tiver de esperar para abastecer o preco da gasolina é de $1,00 por litro. O preco normal da
gasolina é de $1,20/litro. Com esta promocgao os clientes chegam ao posto segundo um processo
Poisson com taxa média d 15 por hora. O tempo de servico na bomba (para facilitar considere uma
Unica bomba) é exponencialmente distribuido com média de 3 minutos. Em vista do prego atrativo
todos os clientes que chegam esperam pelo atendimento. Determine o prego esperado da gasolina
que € vendida.

61) Na rodovia do Vai-e-Vem, que da acesso ao Parque Ecoldgico do Lobo Guara, foi instalada uma
Unica cabine de pedagio. Na época da instalacdo foi imaginado que ndo haveria trafego suficiente
para justificar mais que uma cabine, mas o turismo ecol6gico tem aumentado muito recentemente.
Atualmente, ( nos periodos de pico, que sdo os que nos interessam) ha um fluxo de passagem de
210 carros/hora, enquanto o tempo médio de servico é de 15 segundos. De forma a diminuir os
interminaveis engarrafamentos que passaram a ocorrer, duas propostas foram feitas. A primeira
consiste em instalar uma nova cabine idéntica a primeira (assuma que o trafego ira se dividir
igualmente, porém de forma aleat6ria entre as duas cabines). A segunda é instalar uma cabine
automatica, que opera com cartdo pré-pago. Nesta cabine o tempo médio de servi¢o sera de
somente 5 segundos, mas apenas um terco das chegadas (selecionadas aleatoriamente) terdo o
cartdo pré-pago. A medida de performance é o tempo médio que as pessoas dispendem para passar
pelas cabines.

a) Usando o(s) modelo(s) apropriado de filas, estime os tempos médios para as duas propostas.

b) Reconhecendo que os tempos de servigo provavelmente ndo sdo exponenciais, mas que
certamente também ndo sdo constantes, avalie se e como os resultados de (a) devem ser
modificados.

c) Levando em conta outros fatores que podem ter sido negligenciados, qual usa recomendagéo?

62) Considere dois servidores. Uma média de 8 clientes por hora chegam do exterior para o servidor 1
e uma média de 17 clientes por hora chegam do exterior para o servidor 2. Tempos entre chegadas
s80 exponenciais. O servidor 1 pode servir, com uma taxa exponencial, 20 clientes por hora,
enquanto o servidor 2 pode servir, também com uma taxa exponencial, 30 clientes por hora. Apds
completar o servico no servidor 1 metade dos clientes deixa o sistema enquanto a outra metade vai
para o servidor 2. Ap06s completar o servi¢o no servidor 2, 3/4 dos clientes deixa o sistema e 1/4
retorna ao servidor 1.

a) Qual afracdo do tempo o servidor 1 estd ocioso ?

b) Qual o nimero médio de clientes em cada servidor ?

c) Qual o tempo médio que um cliente gasta no sistema ?

d) Como se alteram as respostas (a) até (c) se o servidor 2 puder atender, em média, a apenas 20
clientes por hora.

63) Meu escritério usa 2 lampadas. Em média, uma lampada dura 22 dias (exponencialmente
distribuido). Quando uma lampada se queima em demoro em média 2 dias (exponencialmente
distribuido) para substitui-las.

a) Construa o diagrama de transicao de estados para o problema.
b) Determine qual a fracdo do tempo o escritério estd com luminosidade maxima, média e
minima.

64) O programa de engenharia de producéo aceita a cada ano 20 novos alunos de doutorado. Se um
aluno de doutorado gasta em média 5 anos para concluir seu curso, qual o nimero esperado de
alunos de doutorado no programa. Use o modelo de filas adequado para justificar sua resposta.

65) Considere um sistema de filas que tenha duas classes de clientes, dois caixas provendo servico e
ndo admita filas. Clientes potenciais de cada classe chegam segundo processos Poisson, com taxa
média de chegada de 10 clientes por hora para a classe 1 e 5 clientes por hora para a classe 2, mas
estas chegadas sdo perdidas para o sistema se ndo puderem entrar imediatamente em servigo. Cada
cliente da classe 1 que entra no sistema podera receber servigo de qualquer um dos servidores que
estiver desocupado, 0s quais tem tempo de servigo com distribuicdo exponencial com média de 5
minutos. Cada cliente da classe 2 que entra no sistema requer o uso simultaneo dos dois caixas (0s
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dois caixas juntos agem como se fossem um Unico servidor) e o tempo de servico tem distribuicéo
exponencial com média de 5 minutos. Assim, um cliente desta classe que chega sera perdido para o
sistema a menos que ambos 0s caixas estejam desocupados para comecar o servi¢o imediatamente.

a. Formule um modelo de filas, como um processo de Markov de tempo continuo, definindo os
estados e construindo o diagrama de transicéo de estados.

b. Descreva como a formulacdo obtida em (a) pode ser ajustada ao formato de um processo
nascimento e morte.

c. Use o modelo nascimento e morte para calcular a distribuicdo de regime permanente do nlimero
de clientes de cada classe no sistema.

d. Para cada uma das classes de clientes qual é a fracdo do nimero esperado de clientes que ndo
sdo admitidos no servigo ?

66) Uma farmacia possui 3 caixas. O gerente usa a seguinte estratégia de operagdo pra a abertura das
caixas: se 0 nimero de clientes na farmacia for menor ou igual a 2, a farmacia opera com apenas
um caixa; se o nimero de clientes for igual a 3 ou 4, a farmacia opera com dois caixas; se 0
namero de clientes for maior ou igual a 5, a farméacia opera com trés caixas. Os clientes chegam na
farmacia de acordo com uma distribui¢do de Poisson, com taxa de 10 clientes por hora. O tempo de
atendimento de um cliente em um caixa segue uma distribui¢do exponencial, com tempo médio de
12 minutos por cliente.

a) Qual a probabilidade de apenas um caixa se aberto?
b) Quantos caixas ficam em média fechados?
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Exercicios de filas - respostas

1) VFVFFVFVVFVFV

2)

3)

4)

5)

6)

7 A- B- Né&o se alteram

8)

9)

10)

11)

12)

13) A= A+ Ao+ A3+ Ay, Exponencial

14)

15) aeb) 1,3 min.

16) a) 4h24min. b) 49 min c) 3h42min.

17)a) 40,2% b) 2,25 e 14,06 carros c) 1h 5min.
18) a) 0,98 cestos b) 9,4 carrocas c) 7 escravos d) 27,44 cestos e 9,4 carrocas
19) a) 2h40’ b) 7.5% c) 1,7 pacientes

20) a) 16,1 pessoas b) 4,45 pessoas c) 3,05 pessoas d) 14'14" e) 756" f) 4%
21) 0,5 horas

22) Manteria a equipe inalterada

23) 17,5 clientes/hora

24) W =4 horas

25) a) 12min.  b) 3 pessoas

26) 51,9%

27) 3,3 frascos

28) Py=(1-p )/ (1= p+po) po p"*

29) 3,8dias
30) a)16,7% b)8% c)3,4min.
31) b) 12" c) infinito c) Processo Poisson

32) a) 8 pessoas bh) 2h 40 min.

33) 4 bombas C(3)=%$175.861.704 C(4) = $ 121.254.600

34)

35)

36)1,5 clientes, 12,5 min.
37)64 fiscais

38) 14 min.
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39) b) 2h 45° ¢) 3h 50°

40) 1’

41) $25.58 /h

42) a) 1,96 carros b) 5,86’

43) 11 caixas

44) a) 1,4h e0,24h b) 6,125 clientes e 0,325 clientes

45) Aposentar o caixa pois um caixa passa ociosa 22% do tempo (, 40%)
46)

47) a) 2,5 clientes, b) 97,45 clientes, c) 65 cl./h.
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FORMULARIO DE TEORIA DE FILAS

Férmulas Gerais
L =AW =3XnP, Ly=AW,=X(n-S)P, W =Wgt(u)"' A =2AP,
u=2paPn p =Asp

Formulas M/M/1

Pn=(1-p)p" L = p/(1-p) W= (u-1)"
Férmulas M/G/1

Po = (1-p) Ly= (2% 6° + p°) / 2(1-p)
Férmula Erlang Lq= (k+1) /2k Pz I (1-p)

Foérmula M/M/S

Onde P(j =) é dado pela tabela abaixo:

W= P(j>s)
" osu-1

p S=2 S=3 S=4 S=5 S=6 S=7
0,10 | 0,02 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,20 | 0,07 0,02 0,00 0,00 0,00 0,00
0,30 | 0,14 0,07 0,04 0,02 0,01 0,00
040|023 014 0,09 0,06 0,04 0,03
050|033 024 017 0,13 0,10 0,08
055|039 029 023 0,18 0,14 011
0,60 | 045 035 029 0,24 0,20 0,17
065|051 042 035 030 0,26 0,21
0,70 | 0,57 051 043 038 034 0,30
0,75 | 0,64 057 051 046 042 0,39
080|071 065 060 055 052 049
085|078 0,73 069 065 062 0,60
090 08 083 079 0,76 0,74 0,72
0909 091 089 088 087 085
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