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1-BREVE HISTORIA SOBRE A PROGRAMACAO LINEAR

A programagdo linear surgiu como um dos mais importantes ramos da programagao
matematica com uma vasta aplicagdo pratica. Inovagdes da ultima metade do século
passado fizeram com que os algoritmos de programagdo linear sejam eficientes e
favoraveis para a resolucdo de um larga variedade de problemas envolvendo questdes de
decisdo em varios dominios. Por exemplo: no planeamento da distribui¢do e produgdo
de produtos, no planeamento de curto prazo em aproveitamento hidroeléctricos, nas
decisdes ligadas as politicas micro-econdmicas e macro-econémicas de governacgao dos
paises, na utilizagdo como subrotinas para suporte de tarefas especificas em codigos de
programac¢do ndo linear. Ainda, sdo aspectos positivos a considerar o facto da
programagdo linear ser uma teoria de optimizagdo significativamente completa, de
existirem codigos para computadores podendo suportar problemas de muito grande

dimens3io.

O problema de optimizar uma fungdo linear sujeita a restrigdes lineares teve as sua

origem com os estudos de Fourier sobre sistemas lineares de inequacdes em 1826. No
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entanto, s6 em 1939 Kantorovich faz notar a importancia pratica destes problemas,
tendo criado um algoritmo para a sua solugdo. Num documento cujo objectivo era expor
conceitos, Kantorovich apresentou exemplos para a aplicagao da programagao linear,
sendo a ideia fundamental de cada exemplo a obtengdo da maior produgao possivel com
base numa utilizagdo optima dos recursos disponiveis. Um desses exemplos envolvia a
distribuicdo de fluxos de carga (distribuidos através de veiculos de transporte), usando
diferentes rotas em redes rodovidrias de forma a satisfazer os requisitos e as restricdes
de capacidade das rotas, minimizando o consumo de combustivel. Infelizmente, durante
varios anos o trabalho de Kantorovich ndo s6 foi insuficientemente conhecido na
Europa de Leste, mas também foi totalmente desconhecido na Europa Ocidental. Este
amplo trabalho que aborta a discussdo do fluxo de trafego dptimo na antiga URSS foi
efectuado por Kantorovich e Gavurin. O conhecimento sobre este trabalho chegou s6 ao

ocidente depois de 1950.

O problema de optimizar uma funcdo linear sujeita a restri¢cdes lineares tem o seu auge
com George Dantzig na década de 1940, consultor de matematica do US Air Force
Comptroller, ¢ com o prémio Nobel da Economia George Stigler, que formulou o
problema das dietas como um problema de mistura de componentes. Dantzig ndo so
formula o problema de programacao linear, mas também cria o Algoritmo do Simplex
para a sua solu¢do em 1947. Ainda em 1947, Koopmans mostra que a programacao
linear ¢ um modelo apropriado para a analise da teoria econdmica classica. Entretanto,
nos EUA, Frank L. Hitchcock apresentou o que ¢ hoje a formulagdo base do problema
de transporte. Independentemente, o professor Koopmans formulou o mesmo problema
em ligacdo com o seu trabalho efectuado na “Combined Shipping Adjustement Board”.

Por isso, o problema de transporte ¢ referido, na literatura cientifica, quer como



1- BREVE HISTORIA SOBRE A PROGRAMACAO LINEAR

problema de transporte de Hitchcock, quer como problema de transporte de Hitchcock-

Koopmans.

Em 1956 Alex Orden propds a generalizacdo do modelo de transporte em que eram
permitidos pontos de transbordo de carga. Esta formulagdo ¢ conhecida hoje como um
problema de transbordo sem limite de capacidade. Ao mesmo tempo, o problema de
fluxos maximos e o problema do fluxo do custo minimo em rede foi formulado e

investigado pela famosa equipa de Lester Ford e Delbert Fulkerson.

Entre 1950 a 1965 muita actividade foi dirigida para o desenvolvimento de algoritmos
para modelos de programacao linear em rede. Os algoritmos desenvolvidos podem ser

classificados em duas classes, como se segue:

1) Especializa¢dao do Método Simplex;

2) Método Primal-Dual.

A especializagdo primal simplex comegou com o trabalho de Dantzig e atingiu o apogeu
com o documento de Ellis Johnson. Os fundamentos para o documento de Johnson
podem ser encontrados basicamente em dois livros: um de Dantzig e outro de Charnes e

Cooper.

O método primal-dual originado com o algoritmo hungaro de Harold Kuhn para o
problema de atribuicdo ¢ concluido com o algoritmo da condi¢do de Delbert Fulkerson

em 1961.
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Muita da actividade de investigacao envolveu uma eficiente implementagdo das técnicas
basicas, a particularizagcdo dos codigos a programacao linear em rede acrescentou
vantagens no desempenho, comparativo, dos procedimentos para a resolucdo de
problemas de programagao linear em rede. O primeiro problema de tamanho
consideravel resolvido pelo Algoritmo do Simplex foi o das dietas de Stigler com nove
equacdes ¢ setenta e sete varidveis ndo negativas, gastando 120 Horas Homem nas
calculadoras de secretaria existentes na altura e menos de um segundo nos actuais

computadores pessoais.

Em 1975, a Academia Real de Ciéncia atribuiu o prémio Nobel da Ciéncia em
Economia a Kantorovich e Koopmans pelas a suas contribuicdes para a teoria da
alocacdo de recursos, considerando a contribui¢do de Dantzig mais no ambito
matematico, ndo havendo prémio para o ramo cientifico da matematica, ndo atribuiu
prémio a Dantizg. No entanto, Dantizg permanecera para a historia da construgdo da

programacao linear como um dos arquitectos fundamentais.
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2.1- Notacoes e convencgoes

Ao longo deste texto as matrizes sdo indicadas por letras maiusculas do alfabeto latino,
a cheio. Os grafos ou conjuntos de nos e arcos dos grafos sdo indicados por letras
maitsculas do alfabeto latino. O simbolo I indica a matriz identidade com dimensdo
apropriada para o contexto das operagdes matriciais onde esta inserida. Uma matriz com
todos os elementos nulos ¢ indicada por 0. O elemento da linha i ¢ da coluna j da matriz
A ¢ indicado por Aj;. O vector cujas coordenadas sdo os elementos da coluna j da matriz

A ¢ indicado por A(j).

Determinadas constantes inteiras indicando valores maximos sdo indicadas por letras

maitsculas do alfabeto latino com uma barra por cima, como por exemplo K. Letras
minusculas do alfabeto latino e letras do alfabeto grego, a cheio, sdo usadas para indicar
vectores. O simbolo €', indica um vector cuja coordenada i ¢ igual a 1 e todas as outras

coordenadas sdo iguais a 0, enquanto que o simbolo 1 indica um vector com todas as
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coordenadas iguais a 1. A coordenada i do vector ¢ ¢ indicada por c;. O conjunto vazio ¢
indicado por ¢. Serd adoptado o ponto de vista de que os vectores pertencentes a um
espaco vectorial (com dimensao igual a n) ndo sdo necessariamente nem vectores linha
(1xn matrizes) nem vectores coluna (nx1matrizes), sendo considerados de modo que as
dimensdes fiquem compativeis com a multiplicagdo, isto €, um vector ¢ tratado como
um vector linha quando aparece a esquerda de outro vector ou de uma matriz e como
um vector coluna quando aparece a direita. Assim, o produto interno de dois vectores a
e b ¢ indicado simplesmente por ab. Portanto, no contexto matricial e da forma que for
mais conveniente, um vector sera inserido como uma linha ou como uma coluna. Um
“Superscripts” usualmente indica membros de uma classe em vez de expoentes. Sigma ¢

usado para indicar a fungdo sinal de um niimero definida por:

1 se x>0
o(x) = 0 se x=0
-1 se x<0

Serdo ainda, empregues outras notacdes matematicas, que serdo apresentadas ao longo
do texto quando forem requeridas. No que se refere aos conceitos de grafo e de rede,
que surgem em numerosos ramos da ciéncia, onde t€m existido contribuigdes proprias
no contexto destes ramos da ciéncia para a evolucao do estudo de problemas de fluxo
em redes, que ¢ a forma mais simples de modelar matematicamente muitos problemas
desses ramos, utilizando o conceito de rede. No entanto, as perspectivas de cada ramo
sdo ndo convergentes, sendo facto que a literatura da teoria de grafos e de redes ndo
possui uniformizagdo, existindo diversidade variedade de convengdes e notacdo. Por
isso, neste ponto serd feita informalmente uma descrigdo mais exaustiva do conceito de
grafo dirigido para fixar a linguagem que sera usada neste texto. Um grafo ¢ constituida
por dois conjuntos finitos. O conjunto dos nds, vértices ou nodos, indicado por N. O

conjunto das arcos, arestas ou ramos, indicado por A. Assim, um grafo G ¢ indicado



2- INTRODUCAO MATEMATICA

como um par ordenado G = [N, A] e ¢ de ordem n se #A=n. Cada arco ¢ representada

por um par ordenado de nds (i, j), comi#je i, je Nem que i € o n6 de onde provém o
arco o no da cauda e j e o n6 para onde se dirige o arco ou o no6 cabeca; diz-se que arco
(1, j) sai do nd i e chega ao nd j. Portanto, Ac NxN. O arco (i, j) ¢ incidente nos
vértices 1 ¢ j. O arco (i, j) ¢ um arco de saida do n6 i e um arco de chegada do né j. O n6
j diz-se adjacente ao nd i se existir o arco (i, j). Dois arcos sdo adjacentes se forem
ambos incidentes no mesmo nod. A lista de adjacéncia dos arcos de um no i, indicada por
A(1), ¢ o conjunto de arcos que saem do nd i; isto €, A(i)={(i,j)e A: je N}. A lista de
adjacéncia de nos de um né i, indicada por V(i), é o conjunto de nds adjacentes ao no i,
isto ¢, V(i)={jeN:(1,j)eA}. Claro que o #A(1) ¢ igual ao #V(i) e dado pelo o
nimero de arcos que saem do nd i. Um grafo diz-se completo se entre quaisquer dois
vértices existir uma arco. A densidade de um grafo é a razdo entre o numero de arcos de

grafo e o nimero de arcos do grafo completo com o mesma nimero de noés. Dado um

grafo G=(N, A), G’ =(N’, A’) é um subgrafode Gse N cN ¢ A cA.

Uma rede ¢ um grafo cujos arcos tém rdétulas, i.e, existem valores numéricos associados,
por exemplo: custos unitdrio de transporte num arco, capacidades maxima de um arco.
Assim, rede ¢ um terno ordenado R =[N, A, L], sendo [N, A] um grafo e L ¢ o conjunto

dos valores numéricos associados aos arcos.

2.2- Programacio linear em redes

O nome programag¢do em redes faz lembra de imediato a rede eléctrica, a rede
telefonica, a rede rodoviaria, a rede ferroviaria etc. Em todas estas redes existe em

transito algo, a electricidade na rede eléctrica, a mensagem na rede telefonica, o ser
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humano, bens ou residuos nas redes rodoviaria e ferrovidria. Este transito tem que ser

decidido e claro deve ser o mais racional e eficiente possivel.

Para que a decisdo seja eficiente em redes de tamanho consideravel ¢ necessario
recorrer a modelagdo matematica da estrutura da rede para o suporte da decisdo racional
e ao desenvolvimento de algoritmos para o tratamento de problemas em redes. Uma
rede envolve o conceito de grafo, que ¢ uma representacdo grafica de dados e da ligagao
existente entre esse dados. A representacdo grafica tem vantagens na constru¢do do
modelo matematico para a resolugdo do problema. Muitas areas do conhecimento, como
por exemplo, a matematica, as engenharias em geral e a gestdo usam a teoria de grafos

para descrever diversas situagdes dentro do seu ambito

Uma rede ¢ uma estrutura caracterizada por trés tipos de objectos, constituintes da rede
€ que sdo os arcos, os nds e as etiquetas associadas com os nés ou com os arcos. Os
arcos podem ser considerados como abstrac¢des de meios unidireccionais, como por
exemplo meios fisicos para o transporte de mercadorias. Os nds podem ser
considerados como abstracgdes interpretados como locais de injeccdo de fluxo ou
terminais de recepcao do fluxo. As etiquetas sao dados associados com os objectos
arcos ou noés. Os nds sao geralmente ligados por arcos, podendo corresponder com a
realidade de um qualquer meio fisico de transporte. Assim, os arcos podem representar
linhas eléctricas, ruas ou estradas numa rede urbana de transportes, tubagens numa rede
de distribui¢do de dgua, linhas telefénicas numa rede de comunicagdes, etc. No estudo
que sera feito as consideracdes serdo limitadas a redes com um nimero finito de nds e
arcos e sem lagos. No entanto, se existir a necessidade de considerar lagos eles podem

ser introduzidos considerando o laco substituido por dois arcos € um n6 entre eles. Para
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uma rede com | nos e J arcos, serd admitida uma ordem para os nds e para os arcos,

através de uma qualquer enumeragdo para os nés de 1,..., 1, e para os arcos de 1,...,J .

Uma rede ¢ ilustrada por um grafo orientado sobre o qual se escrevem as etiquetas. Os
nos ilustrados por circulos, € os arcos ilustrados por linhas orientadas ligando dois nds.
A orientagdo do arco ¢ indicada por uma seta colocada sobre o respectivo o arco. A

Figura 2.1, ilustra a forma como se representa o grafo usando uma representagao sagital.

Figura 2.1 — Ilustra¢do de uma rede.

Observe que ¢ possivel mais do que um arco a ligar os mesmos dois nés com a mesma
orientacdo. Por exemplo na Figura 2.1, ambos os arcos 1 e 2 saem do nd 1 e entram

ambos no no 2. A rede em termos matematicos pode ser descrita por uma matriz cuja

dimensdo ¢ o numero de nds pelo nimero de arcos, | xJ, sendo os seus elementos

definidos da seguinte forma:

+1 se do no i sai o0 arco |;
Aj=+ -1 senond i entra o arco j;

0 caso contrario.
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A matriz A acima definida é chamada a matriz de incidéncia dos nds nos arcos. A

matriz de incidéncia dos nés nos arcos correspondente a rede da Figura 2.1 ¢ a seguinte:

arcos
T 2 3 4 5 6 7
11 1 -1
nos{ |t ]
3 -1 -1 1
4 -1 1 -1 1

Como cada arco ¢ so incidente em dois nds uma propriedade que caracteriza esta matriz
¢ que cada coluna tem exactamente dois elementos ndo nulos, um igual a +1, no n6 de
onde sai o fluxo para o arco, e outro igual a —1, no n6 onde entra o fluxo do arco.
Qualquer matriz, independentemente da sua origem, que tenha esta propriedade sera
chamada matriz de incidéncia dos nés nos arcos, visto que, pode ser representada por

uma rede.

A cada arco j da rede est4 associado uma variavel de decisdo x;, definindo a quantidade
de fluxo através do arco j, sendo o vector, cuja dimensdo ¢é J e as coordenadas sdo os
fluxos nos arcos indicado por x. O custo unitario de transporte do fluxo do arco j €
indicada por c;, tendo o vector ¢ dos custos unitarios dimensdo J e coordenadas dadas
pelos custos unitarios. A capacidade do arco j em termos de fluxo méximo ¢ indicada
por u;, tendo vector dos fluxos maximos u dimensdo J e coordenadas dadas pelos os
fluxos maximos nos arcos. A cada no esta associado um requisito do n6, o requisito do

no i ¢ indicado por r;, tendo o vector dos requisitos r dimensdo | e coordenadas dadas
pelos requisitos de cada no. Se ;> 0, o n6 i € de fornecimento ou oferta com uma oferta
igual a 1j, i.e., € injectado fluxo na rede por este nd. Se r; < 0 0 nd i ¢ de consumo ou

procura com um consumo igual a |rj|, i.e., € retirado fluxo da rede por este nd. Se r; =0,

10
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0 no 1 ¢ um nd de transbordo, i.e., ndo ¢ injectado nem retirado fluxo da rede neste no.
Em formulacdo matematica, o problema da minimizacao do custo do fluxo da rede ¢

representado da seguinte forma

min c¢Xx
s.a. PR
Ax=r (NP)
0<x<u

Onde A ¢é a matriz de incidéncia dos nos nos arcos, € “s.a.” € sigla abreviatura de
9

“sujeito a”.

Diversos casos particulares da programagao linear em rede, PR Programacdo em Redes
(NP Network Programming), mereceram estudos particulares que originaram c6digos
mais eficientes para a sua resolu¢do em comparacido com a utilizagdo de codigos mais

genéricos. Uma classificacdo desses casos ¢ apresentada de seguida.

1. Problema de transbordo com capacidade néo limitada.

Este problema ¢ uma particularizacdo do programacgao linear em rede, na qual u;= o

para todo j, i.e., ndo existe uma limitacdo de fluxo maximo dos arcos.

2. Problema de transporte com capacidade limitada.

Este problema ¢ uma particularizacdo do programacao linear em rede, na qual um né
ou e de oferta ou ¢ de procura. Ainda, os arcos sdo dirigidos dos nos de oferta para
os nos de procura. A Figura 2.2 ilustra um problema deste tipo em que existem trés

noés de oferta e cinco de procura.

11
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3. Problema de Transporte. Este problema ¢ um caso especial problema de
transporte com capacidade limitada no qual u; = co para todo j. Portanto a Figura

2.2 também serve para ilustragdo do problema de transporte.

noés de
procura

Figura 2.2 — Problema de transporte.

4. Problema de afectacéo.

Este problema consiste em associar entidades uma a uma da forma mais vantajosa.
As entidades podem ser tarefas, individuos, maquinas, etc. Exemplos: associar
pessoas a fungdes, carros a pessoas, fungdes a maquinas. Este problema ¢ um caso

especial do problema de transporte no qual todos os requisitos sdo iguais a £1, i.e.,

[ri|=1 para i=1,...,1.

12
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5. Problema do fluxo maximo.

Este problema consiste em encontrar uma solucdo admissivel que envie a maxima
quantidade de fluxo de um né origem para um no destino, satisfazendo as restrigdes
de capacidade dos arcos da rede. Por exemplo: determinar o niimero méaximo de
pessoas que podem ser transportadas por uma rede aérea de transportes entre duas
localizagdes, ou o volume méaximo de petroleo numa rede de oleodutos, ou de

energia electricidade numa rede eléctrica. Em geral sdo dados dois nds de uma rede:

s n6 de oferta e t n6 procura. Os arcos da rede tém capacidade yjparaj=1,..., J, 0
problema consiste em encontrar o fluxo méaximo, satisfazendo as restricdes de
capacidade 0 < x < u, que pode ser enviado através da rede do n6 s para o n6 t. Este
problema ¢ um caso especial do problema PR no qual r = 0 e s6 um arco tem custo

ndo nulo. Para exemplificar, suponha que se pretende determinar o fluxo maximo

entre os nos 1 e 4 da rede da Figura 2.1.

{ri}
10} 5

10}

Figura 2.3 — Problema de maximizagdo do fluxo entre nos.

13
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Aumenta-se a rede com um arco ficticio de retorno, nimero de ordenagao do arco 8,
dond 4 paraond 1,sendoug=owecg=-1esendor;=0parai=1,... 4ec;=0

paraj=1,...,7. A rede para este problema ¢ ilustrada na Figura 2.3.

6. Problema do caminho mais curto.
Este problema consiste em encontrar o caminho mais curto entre dois nés s e t de

uma dada rede cujos arcos tém custos ¢;> 0 para j = 1, ... ,3. Estes custos podem
identificar-se, com o valor da distdncia a percorrer quando se opta pelo trajecto
determinado pelo respectivo arco. Este caso corresponde a fazer r=1, r=-1 e os
outros requisitos sdo iguais a zero. Supondo que se pretende encontrar o caminho

mais curto entre os nos 1 e 3 na rede da Figura 2.1, o problema programagao ¢ entao

descrito pela rede ilustrada na Figura 2.4.

{ri}
{0} 5

{3

10}

Figura 2.4 — Problema do caminho mais curto.

Na solugao 6ptima a unidade de fluxo ird percorrer o caminho mais curto entre os

nos s e t. Caso a unidade de fluxo se fraccionar em quantidades iguais que fluirdo
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através de mais do que um arco, existirdo caminhos alternativos cujo percurso ¢

igual & distancia mais curta.

2.3- Exemplos de modelos em programacio linear

A programagao linear tem uma parte que € arte e outra que ¢ ciéncia. Enquanto que o
processo de construgdo da estrutura proveniente de enunciado de um problema real,
permitindo a anélise do problema real, pode ser encarado como uma arte, existindo
varias maneiras de proceder a arte guia na direccdo da mais conveniente. O
desenvolvimento dos algoritmos para resolugdo dos problemas de programacao linear ¢
uma ciéncia. Exemplos praticos que ilustram a constru¢do de um problema de

programacao linear sdo apresentados em seguida.

2.3.1- Producéo - distribuicido da polimeros

A Polimeros ¢ uma empresa de polimeros europeia. O director de produgdo decide o
nivel de produgdo de cada uma das quatro fabricas na Europa. O plano de producao-
distribuicdo ¢ feito com dois meses de antecipagdo. O director de produgdo estd a
trabalhar nos pedidos para o més de Julho. Existem diversos clientes os quais foram
agrupados em cinco regides. Existe aqui ja uma primeira decisdo que foi tomada
anteriormente que ¢ a formacdo de regides de clientes, ou seja, construir pontos de
procura que aglomeram clientes. Claro que ao nivel de transporte os clientes localizados
numa cidade sdo potencialmente aglomerados num ponto, de qualquer modo considere
que essa decisdo ja foi tomada e que o director de producdo tem que respeitar o que se

entendeu pontos de procura que aglomeram clientes.

15



2- INTRODUCAO MATEMATICA

A procura de polimero para o més de Julho para cada uma das regides ¢ indicada no
Quadro 2.1. As fabricas da Poliremos estdo localizadas em Dresden na Alemanha, Lie

na Franca, Mildo na Italia e Aveiro em Portugal.

Quadro 2.1 — Procura para Julho

Pedidos para Julho
(Ton.)

2840
2800
2600
2820
2750

Regido de Vendas

N | B[ W|N |~

Dadas as diferengas existentes nas varias fabricas, as capacidades e os custos de

producdo sdo distintos de fabrica para fabrica e sdo indicadas no Quadro 2.2.

Quadro 2.2 — Capacidade de producao e custo para Julho

FAbrica/Pais Ca?{}gin(?de Custo po(r€ ;Fonelada
Dresden/Alemanha 4000 2100
Lille/Franca 4500 2000
Milao/Italia 2700 1600
Aveiro/Portugal 3000 1700

O custo de transporte por tonelada e a respectiva capacidade de transporte, entre cada

uma das quatro fabricas e as cinco regides de venda, sdo indicados no Quadro 2.3.
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Por exemplo: o custo de producdo de uma tonelada de polimero na fabrica de Aveiro ¢
de 1700€; o custo transporte de uma tonelada de polimero fabricado em Aveiro para ser
vendido na regido 3 ¢ de 400€. Entdo o custo total de producao e transporte de uma

tonelada de polimero de Aveiro para ser distribuido na regido 3 de 1700+400=2100 €.

Quadro 2.3 — Custo e capacidade de transporte para Julho

) Fébricas
Regiao - - -
de Dresden Lille Milao Aveiro
Vendas | Custo | Capac. | Custo | Capac. | Custo | Capac. | Custo | Capac.
(€) (Ton.) (€) (Ton.) (€) (Ton.) (€) (Ton.)
1 800 0 200 3000 500 1000 0 0
2 600 2000 400 2000 200 2000 400 1000
3 300 2000 500 1000 200 1000 400 1000
4 200 2000 900 200 200 1000 300 1000
5 400 500 0 0 400 300 100 2000

No Quadro 2.3 os valores nulos correspondem a situacao a onde nao € possivel meios
de transporte para o més de Julho, sempre que o maximo fluxo de um arco seja nulo o

custo unitario desse arco pode tomar qualquer valor que nao vai influenciar a decisao.

O problema do director de producdo ¢ fazer a programacdo da producdo e da
distribuicdo de cada uma das quatro fabricas para as regides de procura dos polimeros,
de modo a que a soma do custo de producdo mais transporte seja minima. Para a
resolugdo deste problema o director de producdo pode por abstrac¢do considerar que

cada uma das quatro fabricas ¢ um n6 por onde se injecta fluxo na rede.
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Clientes

Fabri Arco 1 G

Arco 21 °
Arco 25 Dresden freo 2
A.5
Excesso de 0
Capacidade de g
Produciio Arco 26 Arco 22 a

@ Lille ‘
Arco 27 e
/A
Arco 23 ° A 16
Mildo
Arco 28 G
Arco 24 °

Aveiro
Arco 20 °

Figura 2.5 — Produgdo e distribui¢do na Polimeros.

No entanto, como quer obter o plano de producdo e transporte tem que considerar que
em cada fabrica existe um percurso que corresponde a producdo dos polimeros.
Portanto, este percurso cujo custo unitdrio € o custo de produgdo da tonelada de
polimero serd descrito por um arco que liga um né que pode ser considerado como o
inicio de producdo com o n6 que pode ser considerado como o fim de producdo da
fabrica. A rede serd constituida como se indica na Figura 2.5, sendo os n6s numero: 1 a
5, os nos clientes, as regides que o director de produgdo tem que considerar; 6 a 9 0s nds
fim de produgdo para fabricas; 10 a 13 os nos de inicio de producdo para fabricas. No
entanto, estes ultimos nods tem um significado que deriva do facto dos seus requisitos
serem iguais a capacidade maxima de producdo das respectivas fabricas, como esta

indicado no Quadro 2.4.
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Quadro 2.4 — Requisitos dos nés (Figura 2.5)

N.°do N6 | Requisito | N.°do N6 | Requisito

1 -2840 8 0

2 -2800 9 0

3 -2600 10 4000
4 -2820 11 4500
5 -2750 12 2700
6 0 13 3000
7 0 14 -390

Quadro 2.5 — Especificagdes dos arcos

N.°do | No No Custo | Capac. | N.°do | No No Custo | Capac.

Arco | “De” | “Para” | Unit. | Arco | Arco | “De” | “Para” | Unit. | Arco
1 6 1 800 0 15 8 5 400 300
2 6 2 600 2000 16 9 1 0 0
3 6 3 300 2000 17 9 2 400 1000
4 6 4 200 2000 18 9 3 400 1000
5 6 5 400 500 19 9 4 300 1000
6 7 1 200 3000 20 9 5 100 2000
7 7 2 400 2000 21 10 6 2100 | 4000
8 7 3 500 1000 22 11 7 2000 | 4500
9 7 4 900 200 23 12 8 1600 | 2700
10 7 5 0 0 24 13 9 1700 | 3000
11 8 1 500 1000 25 10 14 0 0
12 8 2 200 2000 26 11 14 0 0
13 8 3 200 1000 27 12 14 0 0
14 8 4 200 1000 28 13 14 0 0

No né inicio de producdo ¢ injectado o fluxo que serd igual a capacidade maxima de
produgdo da fabrica, mas como nem toda a capacidade necessitara de ser utilizada para
o més de Julho surge um outro nd para onde sera localizado o excesso de capacidade de

producao, sendo o custo de transporte nos arcos que ligam este n6 nulo.
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Os dados e a estrutura para o sistema de produgao/distribuicao ¢ apresentado no Quadro
2.5. Note que o excesso de capacidade de produgdo ¢ concretizado na representacao do
grafo por o nd extra numero 14 que liga as quatro fabricas, através de arcos de custo
zero e capacidade de transporte ilimitada. O director de producdo pode também
considerar que a capacidade de transporte nestes arcos ¢ limitada e igual a capacidade
de produgdo das respectivas fabricas ou até considerar que capacidade de transporte ¢

qualquer numero superior ao excesso de capacidade de producgao.

Arco 21

Arco 22

Arco 23

Arco 24

Figura 2.6 — Producao e distribui¢do na Poliremos.

Na Figura 2.6 e nos Quadros 2.6 e 2.7 ¢ apresentada outra opcao possivel para o director
de producdo ilustrar a rede deste problema. Esta variedade de ilustragdo de um problema

corresponde a uma variedade na sua formula¢do que de facto pode ser encarada como
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uma arte, visto que ¢ nao sistematica deixando alguma margem de liberdade, que deve

ser convenientemente explorada.

Nesta ultima opg¢do o director de producdo considera s6 um nd para cada fabrica e
aglomera o custo de producdo da fabrica com o custo de transporte para cada uma das
regides, criando arcos com custo unitario igual ao custo de producdo mais o custo de
transporte por tonelada de polimero de cada fabrica para cada uma das regides,
correspondendo a uma simplificagdo na formulagdo do problema. No entanto, perde em
descri¢ao do processo de producdo e distribuicdo, visto que, agora sé existe um arco na
rede que estd associados aos dois processos. O valor do fluxo maximo num arco que
substitui outros ¢ o minimo entre os fluxos maximos dos arcos que foram substituidos

por €Ss¢€ arco.

Embora nada tenha sido dito o ndé numero 14 na primeira op¢ao ou o ndé numero 10 na
segunda opg¢do pode efectivamente ser também representativos de um n6 de armazém,
1.e., de facto se o director de producdo ndo tém a liberdade de definir o nivel de
producao de cada fabrica, visto que, ambas tém que produzir a capacidade maxima,

entdo a produgdo ndo requerida pelos clientes € dirigida para um armazém.

Quadro 2.6 — Requisitos dos nos (Figura 2.6)

N.°do N6 | Requisito | N.°do N6 | Requisito
1 -2840 6 4000
2 -2800 7 4500
3 -2600 8 2700
4 -2820 9 3000
5 -2750 10 -390
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Quadro 2.7 — Especificagdes dos arcos (Figura 2.6)

N.°do | No No Custo | Capac. | N.°do | No No Custo | Capac.
Arco | “De” | “Para” | Unit. | Arco | Arco | “De” | “Para” | Unit. | Arco
1 6 1 2900 0 13 8 3 1800 | 1000
2 6 2 2700 | 2000 14 8 4 1800 | 1000
3 6 3 2400 | 2000 15 8 5 2000 300
4 6 4 2300 | 2000 16 9 1 0 0
5 6 5 2500 500 17 9 2 2100 | 1000
6 7 1 2200 | 3000 18 9 3 2100 | 1000
7 7 2 2400 | 2000 19 9 4 2000 | 1000
8 7 3 2500 | 1000 20 9 5 1800 | 2000
9 7 4 2900 200 21 6 10 0 0
10 7 5 0 0 22 7 10 0 0
11 8 1 2100 | 1000 23 8 10 0 0
12 8 2 1800 | 2000 24 9 10 0 0
2.3.2- Problema das dietas
Os alimentos 1, ..., 1,..., m com custo unitario c;, disponibilidade d; e percentagem aj;
dos componentes j = 1, 2, ... , n, tem que originam a quantidade “s” de ra¢ao alimentar,

tendo as percentagem do componente j que ser compreendida no intervalo

[p;» ;]

Determinar a quantidade de cada produto x; na mistura, que corresponde ao menor custo

total da ragdo.

O problema de programacao linear para obter o menor custo tem como funcdo objectivo

[P
S

o custo total da mistura, sendo as restricdes a satisfazer: a quantidade de ragao;

percentagem do componente j compreendidas no intervalo respectivo; e finalmente a
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limitagdo da disponibilidade dos alimentos. O problema de programagao linear para o

problema das dietas € entdo descrito como

m
minZ:cixi
i=1
s.a

m
2Xi=$
i=l1

0<x.<d 1=L2,...,m.

Outro problema semelhante a este ¢ problema de encontrar a ragdo com maior
quantidade para um dos elementos, mas cujo custo seja inferior a um determinado valor.

Fica ou cuidado do leitor escrever a formulacdo para este Gltimo problema.

2.3.3- Financiamento de projectos

Os projectos 1, ...,1,...,n tém valor actual liquido v; e requerem respectivamente
para o financiamento o capital a;, podendo ser financiados totalmente ao em parte. O
capital total disponivel para financiar os projectos ¢ b, pretende-se determinar quanto
deve ser financiado cada um dos projectos de forma a maximizar o valor actual liquido
do investimento de capital investido nos projectos. O problema de programacado linear

para obter o financiamento dptimo ¢

Caso o financiamento seja na globalidade, a variavel de decisao tem que ser inteira.
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2.3.4- Planeamento em aproveitamentos hidroeléctricos, curto prazo, modelo LP

Numa aproveitamento hidroeléctrico a optimizacao da gestdo dos recursos consiste em
decidir com racionalidade a gestdo da dgua disponivel, sujeita a condicionantes que sao
impostas quer pelo equipamento, condicionantes técnicas, quer por razdes ecoldgicas e
de seguranca, condicionantes politicas. As variaveis ligadas aos transitos de volume de
aguas estdo relacionadas pelas equacdes de balango da agua, complicando o problema.
Consequentemente, para atingir racionalidade na gestdo ¢ necessario a consideragdo de
variaveis e restrigdes que ultrapassam a capacidade humana mental de decidir sem um
suporte racional auxiliar para descrever o comportamento do aproveitamento
hidroeléctrico. Assim, o recurso a simulagdo computacional do modelo matematico do
aproveitamento hidroeléctrico a gerir e a técnicas de optimizagdo, permite gerar um
sistema de informacdo para o suporte & tomada das decisdes. Considere a figura
seguinte, que representa um aproveitamento hidroeléctrico em cascata genérico, com as
albufeiras i =1, 2, . . ., n e admita que existem centrais hidroeléctricas entre albufeiras

consecutivas até ao mar, considerando que o mar € o fim da cascata.

reser. i+1

Figura 2.7 — Albufeiras e central hidroeléctrico para a cascata.

Numa cascata hidrica, a gestdo de curto prazo do aproveitamento hidroeléctrico decide

o volume de dgua armazenado nas albufeiras e o turbinado ou descarregado em cada
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periodo, tipicamente de uma hora, durante o horizonte temporal, tipicamente de uma dia
até uma semana, correspondendo este dominio ao ciclo diaria até ao semanal dos
diagramas de carga. As equagdes de balango de d4gua numa albufeira e em cada periodo
determinam um né da rede, considerando uma albufeira i no periodo k a equagdo de

balanco de agua ¢
VI St sl = vE At 4!

Caso k seja a segunda hora, a equag@o determina o n6 indicado na Figura 2.8.

Figura 2.8 — N6 para a equacdo do balango da 4gua na segunda hora.
O lado esquerdo da igualdade ¢ o valor que toma o volume de dgua disponivel na
albufeira i1 para ser gerido no periodo k, igual ao que transita anterior, k-1, mais o
requisito r (afluéncia natural ou um valor pré-especificado) a albufeira i no periodo k e
mais o volume que provém da albufeira de montante i-1, turbinado ou descarregado no
periodo k, i.e., considerando o tempo de transito entre albufeiras para o volume
turbinado ou descarregado nulo. O lado direito da igualdade ¢ o volume de agua
disponivel na albufeira i para ser gerido no periodo k igual ao volume que transita para a

hora k+1 mais o turbinado e o descarregado para a albufeira de jusante no periodo k.
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Na Figura 2.9, esta representada a rede para um aproveitamento hidrico em cascata com
trés albufeiras, que sera considerado neste exemplo. Com o fim de ilustrar o exemplo

serd considerado um horizonte s6 com trés horas. Esta rede ¢ uma expansao temporal da

arborescéncia relativa a primeira hora.

1 2 3
K 2 K 3 K 10
/I—Nng/?Nm% 3 %
) 1 1 2 3
Albufeira 1 {r O | ° 3
\\ \\ \\
\\ \\ \\
\ \ \
\ \ \
\ \ \
\ \ \
\ \ \
‘ ‘
o 19 st el st 2 e s’
|1 |1 |1
X \Y X x ‘\Y X X ‘Y X
10 | 19 1 20 12 [ a1
/ / /
/ 1 / 2 / 3
/ Yy / A7 / vy
/ / /
// // //
A ; / 4 ><4 / S >% / 6 X6
Albufeira 2 {r } O 4 2 Q s 3 O . 33
2 \ g?’ % \ %r % \ _ k
\ 2 \ 2 \ {r, =- r.o)
\ \ \ 4 i
\ \ \ i=1
\ \ \ k=t
\ \ \ 1 0, 1
\ \ \ r= v ta
‘
13 22| 14 23| .2 5 a4l _s3 K K
| ° ° | ~ ro=a ; k#1
\ \ \a -
« [ x . [ « [ x
. | “ea 14 | a3 15 | 24
/ / /
/ 1 / Vz / 3
/ v / / v
// 3 / 3 // 3
// // // 9
/ 7 X / 8 X / X
) 1 { 7 { 8 { 9
Albufeira 3 §rit (), 2y (e 5, (J o
3 it } fr )
3 3
\\ \\ \\
\\ \\ \\
\
\ \ \
\ \
R | .2 | <3
16 25| 17 26| S, 18 e7| S,
Yx YX Y *
“ie | 25 7 | @26 “g |27
| | |
/ / /
/ / /
/ y /
/ NO raiz
(Mar =>Fim de Cascata)

Figura 2.9 — Expansao temporal da arborescéncia da primeira hora até a terceira hora.
A funcdo objectivo ¢ determinada pela soma do lucro obtido com a exploragao de cada
central hidroeléctrica. Para obter um modelo linear sera considerada como hipotese que

a queda util permanece constante durante o horizonte temporal. Assim, a expressao do

lucro para a central 1 no periodo k ¢ escrita como
k k kK k
lucro; =A,p; com p =p;t; (2)
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sendo A, o valor econdmico da energia eléctrica, pre¢o unitario, no periodo k. Para

obviar a que no fim do horizonte o volume de agua armazenado seja 0 minimo ¢ normal
impor cotas finais dos reservatorios, ditas cotas objectivo, que corresponde a introduzir
no problema de programacdo linear restricoes de igualdade para impor os volumes

finais de 4gua armazenados nos reservatorios.

max Y2, Y p(th)
k=1 i=1

S.a

parai=12,...,1 k=12,....K

k-1 k k k _ _k k k
v, +r1 +t_ +S,, =V, +t +5,

Este problema de programacdo linear e um problema em redes cuja formulacdo ¢ do

tipo
max mX
sa Ax=r problema para a gestdo da cascata no curto prazo
0<x<u

O vector x dos fluxos ¢ um vector cujas coordenadas sdo os volumes de dgua quer em
transito, turbinado ou descarregado, quer os volumes de 4dgua armazenados nas

albufeiras. A fun¢do objectivo ¢ uma fungao linear do volume de agua turbinado, visto
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que, a produgdo de energia eléctrica na central hidroeléctrica 1 ¢ proporcional ao caudal

turbinado nessa central no periodo k.

Considere o seguinte caso: uma empresa gere um aproveitamento hidroeléctrico. O
director de producgdo decide o nivel de producdo de cada uma das trés centrais de uma
cascata com trés albufeiras que termina no mar. O director de produg@o estd a planear
tomar as melhores decisdes para um horizonte temporal com trés horas. O volume
maximo, minimo, inicial e final requerido em cada albufeira, o factor de eficiéncia da
conversao, o0 maximo caudal e as afluéncias as albufeiras estimadas para as respectivas

centrais e 0s precos para a energia eléctrica sdo os indicados no quadro seguinte.

Quadro 2.7 — Dados para do aproveitamento hidroeléctrico

V‘[’;L‘l?]le reser. 1 reser. 2 reser. 3
v 9.9 13.5 26.4
v° 7.9 10.8 21.1
v 7.9 10.8 22.1
v 4 5 10
[MWthmﬁ 121.03 | 164.14 | 181.09
t [hm?/h] 1.404 1.188 1.512
hora [h11;113] [hizf] [hfif] [€/1v71bw11]
1 1.0 0.0 0.0 14.8
2 0.0 0.0 0.0 16.8
3 0.0 0.0 0.0 158

Os quadros que contém os requisitos dos nos e especificacio dos arcos sao

respectivamente o Quadro 2.8 e o Quadro 2.9 seguidamente indicados.
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Quadro 2.8 — Requisitos dos nos (Figura 2.9)

N°do N6 | Requisito | N°do N6 | Requisito
1 8.9 6 0.0
2 10.8 7 0.0
3 21.1 8 0.0
4 0.0 9 0.0
5 0.0 10 -40.8

Quadro 2.9 — Especificagdes dos arcos (Figura 2.9)

I;; “N(')” ) No6 5 Lugro Copee. I(;I;) “N(')” ) No6 ) Lugro Chgee.
Arco De Para” | Unit. Arco De Para” | Unit.
1 1 2 0 [4.0,9.9] 14 5 8 2758 | [0.0,1.188]
2 2 3 0 [4.0,9.9] 15 6 9 2593 | [0.0,1.512]
3 3 10 0 [4.0,9.9] 16 7 10 2680 | [0.0,1.404]
4 4 5 0 [5.0,13.5] | 17 8 10 | 3042 | [0.0,1.188]
5 5 6 0 [5.0,13.5] 18 9 10 2861 | [0.0,1.512]
6 6 10 0 [5.0,13.5] 19 1 4 0 [0.0, —]
7 7 8 0 [10.0,26.4] | 20 2 3 0 [0.0, —]
8 9 0 [10.0,264] | 21 3 6 0 [0.0, —]
9 9 10 0 [10.0,26.4] | 22 4 7 0 [0.0, —]
10 1 4 1791 | [0.0,1.404] | 23 5 8 0 [0.0, —]
11 2 3 2033 | [0.0,1.188] | 24 6 9 0 [0.0, —]
12 3 6 1912 | [0.0,1.512] | 25 7 10 0 [0.0, —]
13 4 7 2429 | [0.0,1.404] | 26 8 10 0 [0.0, —]
27 9 10 0 [0.0, —]

Este planeamento ¢ simples de efectuar sem o recurso a um sistema de suporte a

-~ . y ~ 3 A . r \
decisdo, visto que, o que se pretende ¢ planear a gestdo de 1 hm” de afluéncia de agua a

primeira albufeira de forma a que este seja armazenado no fim das trés horas na ultima

albufeira, como o preco da energia ¢ mais favoravel na segunda hora, a solugdo dptima
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deve contemplar que o méximo volume de agua possivel seja turbina na segunda hora

nas duas primeiras albufeiras, sendo o lucro total de €4788.

Quadro 2.10 — Solugdo para o planeamento.

Kkl v, t s 1, v, t, s, 1, V3 t; s
o|— |79 —|—]|— 108 — | —[|—|21.]]| — | —
1{11.0[89]00]0.0[0.0/10.8/0.0[0.0/0.0]21.1[0.0]0.0

2100(79]1.0]00[00]10.8]1.0/0.0]0.0[22.1[0.0]0.0
3]00]79]100]00]0.0[10.8]0.0]0.0[0.0/22.1]0.0[0.0

f | —179| —|—|— 108 — | — | — 221 ]| — | —

t em percentagem do méaximo volume de 4gua turbinado

k t, % t, % t; %

1 0,00%  0,00% 0,00%

2 71,20%  84,18% 0,00%

3 0,00%  0,00% 0,00%

Caso o horizonte temporal seja maior ou existam mais afluéncias ja ndo seria tdo facil

encontrar a solugdo dptima por tentativa. Por exemplo, considere que os dados para o

planeamento eram os do Quadro 2.11.

Quadro 2.11 — Dados para do aproveitamento hidroeléctrico

V([)ﬁrl;?]le reser. 1 reser. 2 reser. 3
v 9.9 13.5 26.4
v° 7.9 10.8 21.1
v’ 7.9 10.8 22.1
v 4 5 10
[wauhmﬁ 121 164 181
t [hmh] 1.404 1.188 1.512
Ly [hf]lrf] [hfjf] [hiff] [€/&Wh]
1 3.5 0.0 0.0 14.8
2 0.0 0.0 0.0 16.8
3 0.0 0.0 0.0 158
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Ainda, seria facil concluir que na primeira albufeira ha afluéncia de dgua excessiva, i.e.,

tem que se descarregar 0.096 hm’ na primeira hora. Como proceder para tomar as

melhores decisdes em cada hora? Um processo de tentativa e erro permite concluir que

o melhor lucro ¢ de € 23011 e que o quadro de solugdo € o seguinte

Quadro 2.12 — Solugdo para o planeamento.

k|n vi t s, 1 v, t, s, 1, Vi L o5
o |— 179 — 108 | — 211 | — | —
11 35/99/ 14/ 0.1]0.0]11.2] 1.1] 0.0 0.0/22.2| 0.0] 0.0
00| 85|/ 14/ 0.0[ 0.0 11.4] 1.2] 0.0/ 0.0/219| 1.5] 0.0
3] 0.0] 79] 0.6] 0.0] 0.0] 10.8] 1.2] 0.0] 0.0] 22.1| 1.0] 0.0
f |—179 — | — | 10.8] — — (221 | — | —
t em percentagem do méaximo volume de 4gua turbinado
k t, % t, % t; %
1 100,0% 94,6% 0,0%
2 100,0% 100,0% 100,0%
3 42.5% 100,0% 65,3%

No entanto, para obter esta solugdo ja ¢ mais significativo o dispéndio de tempo ¢ a

dificuldade de antever a solu¢ao 6ptima. Embora, ap6s a obtengdo desta, uma analise da

solugdo recorrendo a rede apresentada na Figura 2.9 permite concordar com os valores

apresentados. Neste exemplo os requisitos para os nos passam a ser os indicados

seguidamente no Quadro 2.13

Quadro 2.13 — Requisitos dos nds (afluéncia r; =3.5hm?)

N°do N6 | Requisito | N°do N6 | Requisito
1 10.4 6 0.0
2 10.8 7 0.0
3 21.1 8 0.0
4 0.0 9 0.0
5 0.0 10 -43.3
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2.3.5- Planeamento em aproveitamentos de biogas, curto prazo, modelo LP

Em aterros sanitarios, o biogas produzido ¢ uma mistura cujo principais gases sao o
metano (40 a 60 %), dioxido de carbono (20 a 40 %) e nitrogénio (2 a 20 %). A
producao de biogés varia ao longo dos anos, a medida que se processa a decomposicao
dos residuos. O metano € sob o ponto de vista do efeito de estufa um gas cerca de vinte
e uma vezes mais prejudicial que o didxido de carbono. Portanto, mesmo que ndo seja
aproveitado deve ser queimado. O aproveitamento energético do biogas para a
conversao para energia eléctrica conduz a valorizagdo econdmica proveniente da venda
da energia eléctrica, com precos melhores que os das fontes convencionais, e representa
um beneficio ambiental. A Gestdo de Curto-Prazo para conversdo da energia do biogas
para a forma de energia eléctrica consiste em estabelecer um plano possivel para o
funcionamento das unidades, podendo serem tomadas decisdes em estadios de uma hora

durante um horizonte temporal de um dia a uma semana.

A gestdo desta fonte de energia no curto-prazo tem que considerar a variagdo dos pregos

e a emissdo de metano estimada recorrendo ao histdrico e ou particularmente numa fase

de projecto ao modelo LandGEM da USEPA, http://www.epa.gov, utilizado na Europa.
O comportamento do jogo dos mecanismo técnico-econdmico neste tipo de
aproveitamento pode ser modelizado por um problema de programacdo matematica
linear. A fungdo objectivo € o proveito econdmico total obtido ao longo do horizonte
temporal calculado por

Z}\’k(zpf —-d,)

kekK iel

k A . J . . . r o1 A . ’ .
sendo p; a poténcia eléctrica na unidade 1 no estddio k e d, a poténcia eléctrica

associada ao consumo proprio de energia eléctrico, energia ndo exportada, no estadio k.
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O consumo do biogds e o nivel de emissdo poluente de uma unidade ¢ calculado

respectivamente por
k k k k
Cu(pi) =0y + By p; E.(pi) =2, +byp
As restrigoes podem ser limitagdes no consumo de biogas em cada estadio, a emissao
poluente limitada ao longo do horizonte temporal para um conjunto de unidades.

(;Eiq < Zcik(p?)g éj’liq jel,keK

ieAj
req k o req
E, SZ ZEik(pi)SEn neN

ieB, keK
Ainda podem ser imposi¢des no nivel de poténcia das unidades: se a unidade estiver em
funcionamento, poténcia compreendida entre um valor minimo e o valor maximo de
poténcia possivel; caso contrario nula, impondo a introdugdo de varidveis inteiras. No
entanto, para exemplo de aplicagdo, serd admitido que o grupo motogerador tem que
estar em funcionamento durante o horizonte temporal considerado. Portanto, ndo ¢

necessario introduzir varidveis inteiras. O problema de programacdo linear para este

planeamento serd escrito como

max Zkk(zpf _dk)

keK iel
S.a

para jeJ,keK eneN

CH <Y C(ph)<Cy

ieAj

Ef <> SE,(pf)<E

ieB, keK
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Considere um aproveitamento de biogds com um motogerador com a poténcia eléctrica
maxima de 800 kW, sendo o horizonte temporal de um dia dividido em periodos de
decisdao de uma hora. Considere as seguintes restricdes: manter o aproveitamento em
conversao durante as 24 horas; satisfazer o consumo de energia eléctrica proprio,
indicado nas colunas ‘d’ do Quadro 2.11, exportando a restante energia para venda de
acordo com os pregos; respeitar a previsdo de 4000 unidades de volume disponivel de
biogas durante as 24 horas, devendo utilizar em cada hora uma quantidade ndo inferior a
60 e nao superior a 300 unidades de volume, sendo a emissao poluente total no fim das
24 horas nao superior a 3500 unidades de massa. Ainda, considere os seguintes dados
que caracterizam respectivamente o consumo de biogds com a operacao da unidade e o

nivel de emissdo poluente

o, =10 B, =035 a, =45 b, =0.2

Os precos para a energia eléctrica estdo indicados nas colunas ‘pre¢o’ do Quadro 2.14.
A solugdo 6ptima estd também indicada no Quadro 2.14.

Quadro 2.14 — Solugdo para o planeamento.

d | fuel | emi |Pregoo| p € h d | fuel | emi |pregoo| p €

21 1 60 | 74 10,080 | 143 | 10 | 13 | 20 | 290 | 205 | 0,105 | 800 | 82

20 | 60 | 74 | 0,080 | 143 | 10 | 14 | 21 | 290 | 205 | 0,122 | 800 | 95

20 | 60 | 74 10,080 | 143 | 10 | 15 ) 23 | 290 | 205 | 0,122 | 800 | 95

19 1 60 | 74 [ 0,080 | 143 | 10 | 16 | 24 | 290 | 205 | 0,122 | 800 | 95

19 1 60| 74 10,080 | 143 | 10 | 17 | 24 | 254|184 | 0,105 | 696 | 71

18 1 60 | 74 | 0,080 | 143 | 10 | 18 | 25 | 290 | 205 | 0,122 | 800 | 95

17 160 | 74 | 0,080 | 143 | 10 | 19 | 25 | 290 | 205 | 0,122 | 800 | 95

17 1 60 | 74 | 0,080 | 143 | 10 | 20 | 24 | 211 [ 160 | 0,105 | 575 | 58

O |0 |N| AN N[ |WIN|—][=

17 160 | 74 {0,080 | 143 | 10 | 21 | 24 | 211 | 160 | 0,105 | 575 | 58

10 | 18 | 60 | 74 | 0,080 | 143 | 10 | 22 | 23 | 211 | 160 | 0,105 | 575 | 58

11 ] 18 | 60 | 74 | 0,080 | 143 | 10 § 23 | 22 | 211 | 160 | 0,105 | 575 | 58

12 | 19 [290] 205 | 0,105 | 800 | 82 | 24 | 21 | 211 | 160 | 0,105 | 575 | 58

total | 950 | 1014| — [2371| 191 total [4000 3229 — [10743|1107
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B preco @ consumo M exportagdo

Figura 2.10 — Pregos, consumo de metano, energia eléctrica exportada.

Observe que este planeamento, suportado por um problema de programagdo linear,
necessita de dados que sdo estimados, atendendo ao facto do horizonte temporal ser de
curto prazo o problema ¢ geralmente tratado em ambito deterministico, i.e., os valores

médios sdo considerados.
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3- PROGRAMACAO LINEAR (PL)

O problema de programacgao linear (PL) ¢ expresso em programac¢do matematica pela
minimizagdo (ou maximizagdo) de uma fungdo linear, que se designa por funcéo
objectivo, sujeita a restrigdes, normalmente expressas na forma de inequagdes. O

problema PL ser4 formulado como se segue:

min(max) z =¢,X, +C,X, +...+CyXy
sujeito a :
a,X, +a,X, +...+a, Xy = (S)b1

A, X, +2,X, +...4a, Xy 2 _)b2

Ay X, FAypX, FeF Ay Xy 2 (S)bM

0<x,<u,i=1,2,..., N(restricdes de ndo negatividade)

O uso de restrigdes de igualdade ¢ mais conveniente para o estudo da metodologia que
sera apresentada neste texto para solucdo do problema PL. Por isso, convém converter
as inequagdes que expressam as restrigdes em equagdes, introduzindo no problema
novas variaveis, também ndo negativas, designadas por varidveis auxiliares ou de
desvio. Esta conversdao conduz a uma formulacdo do problema que se convencionou

chamar forma candnica ou normalizada.
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O problema na forma candnica € descrito como se segue:

min(max) z =c¢,X, +€,X, +... +Cy Xy +0x,, +... + 00X,y

sujeitoa :
a,X,+a,X, +...+a, Xy -(H) Xy, =b,
a, X, +a,X, +...+a, Xy -(F) Xy, =D,
Ay X, +a,pX, o Fayy Xy - () Xy =by
0<x;<u;,j=1,2,....N, N+1, , N+ M
ou ainda

min(max)z =c¢,X, +C,X, + ...+ CyXy + Cr Xney T+ + Cnim X nem

sujeito a :
apX; FapX, +.. A Xy ta  yXna tooos T v XN =b,
Ay X;FanX, t...tanXy A Xy T oo T v XN =b,
Ay X FapX, T F Ay Xy Fay X oo T Ay navXNem =by,
0<x;<u,j=12,...,N, N+, ..., N+M

com

Cnyi =0, a5, =%, a
Sendo
m=M numero de restricoes
n=N+M numero de variaveis, incluindo as principais e auxiliares
Atendendo a que minz = —mélx(— Z), poderemos optar por um dos operadores, no caso

vamos optar pelo de minimizagdo. O problema de PL estudado neste texto estd na

seguinte forma canodnica:
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minz =¢,X, +¢,X, +...+¢C X,
sujeitoa :

a; X, +a,x,+...+a, x, =b,

a,X,+a,X,+...+a, X, =b,
amlxl +am2X2 +. +aman =bm
0<x;<u;,j=1,2,...,n

Ou na forma matricial como se segue:

min ¢x

s.a.
Ax=Db
0<x<u

Em que A ¢ uma matriz m x n, com m<n, dos coeficientes das equagdes associadas as
restricdes; x ¢ um vector com n coordenadas que sdo as varidveis de decisdo; 0 ¢ u
vectores colunas em que as coordenadas sdo os valores limite das varidveis de decisdo; ¢
vector linha, dos coeficientes da fun¢do objectivo; b vector coluna dos valores impostos
para requisitos determinados pelas restricdes. Nesta forma candnica, o problema PL por
ser um problema de minimizagdo permite que a fungdo objectivo seja interpretada como
um custo. Cada coordenada do vector ¢ ¢ um coeficiente de custo associado a respectiva

coordenada do vector x.

No texto seguinte serd estudado os procedimentos a seguir para a resolucdo de um
problemas de programagdo linear (PL) que esteja formulado de acordo com forma
canonica. Iniciaremos com alguns topicos matematicos, importantes para o estudo do

problema PL, apresentando de seguida o método simplex.

38



3- PROGRAMACAO LINEAR (PL)

3.1- Propriedades do espaco vectorial euclidiano
Neste subcapitulo sera recordado algumas nog¢des fundamentais. Denomina-se R"ao

espago Euclidiano n-dimensional, cuja norma ou comprimento do vector x e R" ¢

calculada por ||x|| = \/xlz +X, +...+x,” . Um vector cuja norma ||x|| =1, ¢ dito vector

unitario.

Consideremos dois pontos distintos x, e x, do espago R" e o conjunto de escalares
A c R, o conjunto de combinacdes lineares dos pontos X, e X, usando os escalares do

conjunto A definem o conjunto I'", dos pontos x que obedecem a:

I'={x:x=(1-1)x,+Ax,, LeA}

Se A =R entdo o conjunto T'" define uma linha que passa pelos pontos x, € X, na
direc¢do do primeiro ponto para o segundo. Se A = {k :0< K} o conjunto I'" define
uma semi-recta fechada em x;, e com direccdo definida pelo vector x, —x,. Se
A= { A:0SAL 1} o conjunto I'" define um segmento de recta fechado com os pontos
extremos X, € X, . Este segmento de recta ¢ indicado por [x,, X, ].

Um ponto xeX ¢ um ponto extremo do conjunto convexo X se ndo pertence a
qualquer segmento de recta que una dois outros pontos distintos quaisquer de X, ou dito
de outra maneira, um ponto extremo de X ndo pode ser obtido pela combinagdo convexa

de quaisquer outros dois pontos distintos de X.
Um conjunto X cR" ¢ um conjunto convexo se para quaisquer pontos X, € X,
pertencentes a X, o conjunto dos pontos do segmento de recta fechado de extremos x, e

X, ¢ um subconjunto de X.
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O termo fechado (semi-recta fechada, segmento de recta fechado) significa que os
pontos extremos também pertencem ao conjunto dos pontos. Se nas defini¢des de A,
expressas acima, substituirmos o simbolo < por <, usa-se a designagdo de abertos
(semi-recta aberta, segmento de recta aberto), ou seja, os pontos extremos nao
pertencem ao conjunto de pontos considerados. Dado um ponto x” € R" e um escalar
e >0, o conjunto dos pontos x € R" cuja distancia ao ponto x° é inferior a & e que se

indica da forma B, (x° ) = {x: xeR", | x-x" H < 8} ¢ denominado bola aberta com centro

x’ e raio ¢.

Um ponto x ¢ dito interno ao conjunto X < R" se, existir uma bola aberta de centro em

X e raio & incluida em X, isto &, se existir & > 0 tal que B,(x)c X. Um ponto x ¢ dito

externo ao conjunto X — R" se, existir uma bola aberta de centro em x e raio ¢ tal que

r

B, (X)X = ¢. Qualquer ponto x que ndo ¢ interno nem externo do conjunto X c R" é
dito ponto da fronteira de X. Um ponto extremo de um conjunto convexo ¢ um ponto da
fronteira desse conjunto, mas nem todos os pontos da fronteira sdo extremos, como

ilustra a figura seguinte:

Pontos da fronteira:

A todos os pontos que

limitam a figura

Conjunto
Convexo

Pontos extremos:
os vértices da figura

C (pontos A, B,C, D, E)
0 X

Figura 3.1 — Ilustrag@o do conceito de ponto extremo.
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Um conjunto ¢ dito aberto se todos os pontos do conjunto sdo internos ao conjunto. Um

conjunto ¢ dito fechado se os pontos da fronteira do conjunto pertencem ao conjunto.

Um conjunto X < R" ¢ dito limitado se existe algum ¢ >0 tal que o conjunto X esta

incluido no conjunto B,(0), isto ¢, existe B,(0) tal que X = B,(0).

Uma fung@o f no conjunto X < R"¢ continua, se f(x) existe para qualquer x © X, e se

para qualquer ¢>0 e x°eX 3I8>0 tal que ‘f(x)—f(xo)‘<s sempre que

xe[XmBS(xo)]c R".

Uma fung@o f é convexa num conjunto convexo X < R" se, para quaisquer dois pontos

X, € X, pertencentes a X e um escalar A tal que 0<A<1 for valido
fl[1-2)x, +A x,]<(1-1)f(x,)+ A f(x,), a figura seguinte ilustra uma funcio real de

variavel real convexa.

F(%z) d

(1 = A)LOG)+ A f(%;)
J(Xy)
J"[(l_'“ A)xit AXz]

L

xn-_—————-—._-__

(5]

(1 - ;\}}{ﬁ’ }\.}{z

Figura 3.2 — Ilustragdo de uma fungdo convexa.

Uma fung@o f é concava num conjunto convexo X — R" se para quaisquer dois pontos

X, € X, pertencentes a X e um escalar A tal que 0<A<1 for valido
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fl[(1-2)x, + Ax,]> (1 -2)f(x,)+Af(x,), a figura seguinte ilustra uma funcio real de

variavel real concava.
FI(1 = A)x+ AXa]
J(¥%z)

(1 =A%)+ AJO80

*,

J(Xy)

o ——— e —

[
.

.1:(1 T Xa
(1 - )\)K1+ h}{z

Figura 3.3 — [lustracdo de uma fun¢ao concava.

Recordamos, em seguida, algumas preposi¢des importantes para o estudo que sera feito

da resolugdo de problemas de programacao PL na sua formulacao candnica.

Preposigao 3.1

Qualquer fun¢do que € continua num conjunto X — R" fechado e limitado ¢

limitada em X.

Preposi¢do 3.2

Qualquer fung¢do que ¢ continua num conjunto X c R" fechado e limitado tem

um valor maximo e minimo em X.

Recordamos, em seguida, os conceitos combinagdo convexa, hiperplano e hiper espago

limitado por um hiperplano.
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Uma combinagdo linear de um conjunto finito de pontos {xl,..., xm}de R", dada por

>.CiX; , ¢ chamada combinag@o convexa se os escalares ¢; >0 e >.,c; =1.

Dado um conjunto X = R", o involucro do conjunto X ¢ definido pela unido de todas as

combinagdes lineares convexas de pontos dos subconjuntos finitos de X.

O conjunto de pontos definido por H(d, w):{x:xeRn,dX:w}‘, ¢ designado por

hiperplano, sendo d um vector pertencente a R" normal ao hiperplano, x € R" ¢ um

ponto do espago e w ¢ um escalar. Desenvolvendo d x = w tem-se:
dx, +d,x, +...+d x, =w

pelo que w esté relacionado com a distancia do hiperplano a origem.

Associados com a definicdo de um hiperplano H(d, w) existem dois conjuntos,

denominados semi-hiperespacos fechados, definidos por:

H, (d, w) = { x:xeR",dx< w} semi-hiperespaco fechado inferior
e

H,(d, w)= { x:xeR",dx2> w} semi-hiperespago fechado superior.

Um politopo € por definicdo a interseccdo de um numero finito de semi-espagos
fechados. E um poliedro ¢ por definicdo um politopo limitado. Esta definicio merece

uma observagao, i.e., ndo ¢ concordante o seu uso, alguns definem estes dois conceitos

43



3- PROGRAMACAO LINEAR (PL)

ao contrario do que se fez aqui, levantando inconvenientes e obrigando a esclarece o

que se entende pelos conceitos no texto.

Um ponto extremo de um politopo designa-se vértice. Uma aresta ¢ um segmento de
recta fechado que limita um politopo. Estes conceitos sdo utilizados para enunciar as

seguintes preposicdes sobre poliedros e politopos.

Preposicao 3.3

O ntimero de vértices e arestas de um poliedro ¢ finito.

Preposicao 3.4

O numero de vértices de um poliedro ndo vazio ¢ diferente de zero.

Preposicao 3.5

O invdlucro convexo dos vértices de um politopo ndo vazio € o politopo.

Preposicao 3.6
Num poliedro convexo fechado qualquer ponto do poliedro pode ser
representado como uma combinagdo convexa dos pontos extremos desse

poliedro.

Feita esta abordagem de conceitos, para apresentar o método simplex vamos fazer a
caracterizacdo do dominio das solugdes possiveis ¢ a identificacdo neste conjunto das

solucdes basicas possiveis, das quais serd pelos menos uma optima.
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3.2- Caracterizacao do dominio das solugdes possiveis

Nesta sec¢do estudaremos a caracterizagdo do dominio das solug¢des possiveis e dentro
destas solugdes estudaremos as solugdes bdsicas possiveis com o objectivo de
determinar a melhor, i.c., estudaremos como seleccionar entre a infinidade de solugdes
possiveis do problema aquelas que sdo solugdes basicas e dentro destas pelo menos uma
¢ Optima. Esta ¢ a abordagem do método que sera apresentado posteriormente dito de
método do Simplex. O dominio das solugdes possiveis para a PL ¢ descrito como se

segue Q= {x AX=b,0<x < u}. Neste estudo assumimos que o problema tem pelo
menos uma solucdo possivel, i.e., Q # ¢ . Esta hipotese ndo ¢ restritiva, uma vez que,

tanto para problemas PL, como de programag¢ao em redes, podemos introduzir varidveis
artificiais que tornam o conjunto de solugdes Q ndo vazio, claro num espago de maior
dimensao, i.e., com maior nimero de variaveis. Partindo da hipotese de que o problema

tem solugdes possiveis, Q # ¢, vamos mostrar que existe um ponto extremo de Q que ¢

Optimo.

Preposicao 3.7
Existe um ponto extremo de Q que € 6ptimo para o problema PL.

Prova: Primeiro, vamos provar que o dominio das solu¢des possiveis Q ¢ um poliedro
finito. Para isso, considere-se o conjunto de restri¢des para o problema, escrito na forma

matricial, Ax =b, o qual pode ser reescrito na forma:

Ax<b

3.1
Ax>b SR

De igual modo 0 < x <u (restricdes de ndo negatividade) pode ser reescrito na forma:

(3.2)
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De acordo com o exposto anteriormente, 3.1 e 3.2 definem a intercepcdo de semi-
hiperespacos fechados, sendo Q a intersec¢do desses semi-espacos, conclui-se que Q ¢
um politopo. Ainda, atendendo a 3.2, o conjunto Q ¢ limitado, ficando assim provado

que Q ¢ um poliedro. ¢

A funcao objectivo, ¢ X, € linear portanto ¢ continua em Q. Pelas preposi¢des anteriores
3.1a3.2 c¢x ¢ limitada e toma um valor minimo que designaremos por z* num ponto
x" € Q. Pela hipétese Q # ¢ e pelas preposi¢des 3.3 a 3.5 o conjunto Q tem um nimero

finito ndo nulo de vértices, que designaremos pelos elementos do conjunto {x Ir ey xm},

sendo Q o involucro convexo desses vértices. Entdo existe um vector d € R™ tal que

X" =an d;x; , onde Z::ildi =led>0.

=] 171°
Seja o conjunto e J = {i :d, > 0}, i.e., ¢ o conjunto dos indices i para os quais d, ¢ ndo

nulo e J # ¢. Entdo

x*zzA dx. com Z d =1.
ie] 171 ie] 1

Por contradi¢do, vamos provar que pelo menos um ponto extremo de Q x, ¢ optimo.
Seja ¢ x” =z", recordar que, z° o minimo da fungdo objectivo ¢ x em Q. Para qualquer

x; tal que i €J, entdo c¢,x, >z". Seja k €J tal que cx, >2z", vira:

z'=cx = cziejdixi = Ziejdi (cx,)=d, (ex, )+ Ziej_{k}di(c X,)>

>d, (cx, )+ ziej_{k}diz* >d, z" + ziej_{k}diz* = Ziddiz* =z
=1

O que é uma contradigdo, i.e., para qualquer ieJ, cx, =z". ¢
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Da prova desta preposi¢ao pode também concluir que se existem dois pontos extremos
Optimos entdo um ponto que pertenca a combinacdo convexa desses dois pontos ¢
também Optimo. Em geral se existirem varios pontos extremos Optimos os pontos que
pertencam a combinagao convexa desses pontos sao Optimos. Também se conclui que
pelo facto de existir um ponto extremo que ¢ Optimo entdo os pontos Optimos nao
podem ser pontos interiores ao conjunto Q a ndo ser que todos os ponto de Q sejam

6ptimos. Seja entdo A uma matriz mxn com m<n e caracteristica rank (A)=m.

Entdo, através de uma permuta de colunas da matriz A, a matriz pode ser particionada
na seguinte forma A = [B : N], onde B ¢ uma matriz quadrada nao singular. Seguindo a
mesma organizagdo de forma a tornar os produtos matriciais e as igualdades e
desigualdades compativeis com a particdo podem escrever-se os vectores x € u de
acordo com a particdo, i.e., vamos rescrever as seguintes igualdades e desigualdades
matriciais:

Ax=boBx®+Nx" =b

. . . B ~
As coordenadas do vector x ligadas com as colunas da matriz B, i.e., X~ , sdo chamadas

variaveis bdsicas; e as restantes, ligadas com as colunas da matriz N, i.e., x", sdo

chamadas varidveis ndo basicas. Uma soluc¢do basica possivel, também dita de basica

admissivel, do problema de PL ¢ por definicado uma solug¢ao tal que:

[x®:x"]eQ
e

x) e {0, ulN} paratodoo i

Por outras palavras, cada variavel nao basica ou tem valor igual a zero ou tem valor

igual ao seu valor maximo para a variavel do problema a que esta associada.
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Vamos demonstrar agora, que um ponto extremo de Q ¢ uma solugdo basica possivel do

problema PL, ou seja, ¢ véalida a seguinte preposi¢ao.

Preposicao 3.8

Um ponto extremo de Q ¢ uma solugao basica admissivel do problema PL.
Prova: Seja x* um ponto extremo de Q. E sejam as coordenadas deste ponto x;
ordenadas da seguinte forma 0<x] <u, para i=1..k ¢ x €{0,u,} para
1=k+1,...,n, ou seja, primeiramente sao escolhidas na ordenacao as variaveis que nao

tém valor igual aos extremos e em seguida as que tém valor igual aos extremos. As

colunas de A sdo reordenadas de modo a corresponder a esta ordem das coordenadas de

x". Vamos supor por hipotese que as primeiras k colunas de A sdo linearmente
dependentes e, em consequéncia, vamos provar uma contradi¢do o que permite concluir
que essas colunas formam um sistema de vectores linearmente independentes.

Atendendo a hipdtese existem escalares A,, nem todos nulos, tal que:
“, Al)=0
i=1" 1 a

Seja A, #0

| X7 Uy =X
o, =miny——, € o, =My —————
I<i<k | }\‘i | I<i<k | }\,i |

Seleccionando ¢ tal que 0 < & < min(a,a, ). Entdo:
0<x;*teA, <u, para I<i<k (3.3)
Seja p o vector n-dimensional dado por [i,,..., A,,0,...,0] ¢ seja:
X, =X —€p € X, =X +€p

por(3.3), 0<x, <ue 0<x, <u.
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Mais ainda, devido a hipotese de dependéncia linear e ao facto de p; =0 para
ixk+1, Apzz: u, A(i)=0.Entio Ax, =Ax" =b ¢ Ax, = Ax" =b.
Como p # 0, x, e X, sd0 solugdes possiveis, sendo diferentes entre si ¢ diferentes de x".

. 1 1 . ., .
E como x :EXI +5x2, tal contradiz a hipdtese de que x° ¢ um ponto extremo e

prova que as primeiras K colunas de A ndo podem ser linearmente dependentes. ¢

Ainda, como m ¢ a caracteristica da matriz A e sendo k <m, entdo B ¢é constituido
pelas primeiras k colunas de A e pelas m —k colunas de A que constituem um sistema
de m colunas linearmente independentes. Esta seleccdo ¢ sempre possivel, visto que, a

caracteristica de A ¢ igual a m por hipdtese. ¢

Preposic¢ao 3.9
Dado um problema de PL, se existe uma solucdo possivel, entdo existe uma
solucao basica possivel. Se existe uma solucdo Optima possivel, entdo existe
uma solucdo dptima basica possivel.
Prova: Se existe uma solucao possivel, entdo o poliedro Q # ¢. Logo pela preposi¢ao
(3.7) existe um ponto extremo de Q que ¢ um ponto Optimo para o problema PL. Pela
preposicao (3.8), um ponto extremo ¢ uma solugdo basica possivel. ¢
A preposi¢do (3.9) é conhecida como teorema fundamental da programacao linear. A
preposi¢do (3.9) permite limitar o estudo para a escolha da solucdo 6ptima do problema
PL as solugdes basicas possiveis, visto que, pela preposi¢ao (3.7), uma delas ¢ dptima.
O numero maximo de bases possiveis para um problema com m restri¢des de igualdade

linearmente independentes e n varidveis ndo € superior a

n) n!
m) m! (n—m)!’
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Com cada base esta associado um numero de solugdes bdasicas, nem todas
necessariamente admissiveis, igual a m’. Portanto como sabemos que as solucdes
basicas possiveis sao os pontos extremos do politopo Q e sdo em nimero finito, resulta
que se soubermos determinar as solugdes basicas possiveis podemos por forga bruta
encontrar a Optima. Forga bruta aqui significa determinar todos os pontos extremos de
Q, o que apresenta uma ineficacia consideravel. Posteriormente, escolhendo o ponto
para o qual a fungdo objectivo tem o menor valor fica identificado o ponto 6ptimo. O
método do simplex faz melhor, vai progredir de forma racional entre pontos extremos
de Q até concluir que encontrou o ponto para o qual a fung¢do objectivo tem o menor
valor, i.e., tem um critério de optimilidade que termina o algoritmo. Como o niimero de
pontos extremos de Q ¢ finito o método do simplex ¢ um algoritmo perfeito na

verdadeira acep¢ao da palavra, terminando ap6s um numero de iteragdes fixo.

3.3- Método primal simplex

O método primal simplex pode ser considerado como um caso particular dos algoritmos
conhecidos por método da direc¢do admissivel de melhoria do valor da fun¢do
objectivo. Uma direc¢ao d diz-se admissivel no ponto y possivel se existir T > 0 tal que

y +a d é admissivel para qualquer 0 <o <t como t>0.

Para o problema de minimizagao uma direc¢ao d designa-se por direc¢do admissivel de
melhoria do valor da funcao objectivo no ponto y, se d ¢ uma direccao admissivel e a
derivada direccional da fungdo objectivo ¢x segundo d no ponto y € negativa o que

significa que segundo esta direccdo existe um intervalo onde a funcdo objectivo
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decresce. Dadas as defini¢des acima, o método geral da direc¢do admissivel pode ser

descrito como se segue:

Algoritmo (ALG) 3.1 — Método Geral da Direc¢do Admissivel

Passo 0 — Iniciagao.
Considere um ponto y°solugdo possivel para o problema PL, inicie a zero

o indice k da iteracdo, i.e., faca a atribuicdo, k < 0.

Passo 1 — Determinacéo de uma Direccdo Admissivel de melhoria do valor da
Funcéo Objectivo.

Determine d uma direc¢ao admissivel de melhoria do valor da funcao
objectivo no ponto y*. Se d ndo existe, entdo o algoritmo termina e o
ponto corrente y*, é o ponto solu¢do. Caso contrario, o algoritmo

prossegue para o passo 2.

Passo 2 — Obtencéo de um novo ponto.
Procurar o tal que:
k * ). k Lok
c(y +a d)—rgjgl{c(y +0Ld).y +adeQ}.
Isto é, vamos procurar o passo o” para a translacdo de y*segundo vector

d, de modo que y* +ad pertence ainda ao conjunto Q das solucdes
possiveis e que seja a melhor solucdo para o problema de pesquisa em

linha segundo esta direcgdo. Encontrado o, actualizamos o ponto para
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y*!' =y* + a’d nova solugdo corrente e incrementamos o contador de

iteracdes k deum, k «— k+1.

O algoritmo prossegue para o passo 1.

O método primal simplex ¢ pois uma especializagdo do método geral da direcg¢ao
admissivel em que y*, para cada k, ¢ um ponto extremo do dominio das solugdes
possiveis o poliedro Q. Por isso, frequentemente, o0 método simplex ¢ chamado método
do ponto extremo. A direc¢do d terd de ser seleccionada de modo que a solugdo
encontrada no Passo 2 resulte num novo ponto extremo. Dada uma solugdo bésica
possivel para o problema PL, considere a parti¢do das matrizes e a particdo de ¢, x e u

de forma compativel em componentes basicos e ndo basicos
A=[B|N], c=[c"[c"], x=[x"|x"L e u=[u’[u"].

O problema PL sera escrito como se segue:

min ¢®x® +¢NxN

oa (3.4)
Bx” +Nx" =b (3.5)
0<x"”<u® (3.6)
0<x"<u" (3.7)

Nesta forma, o problema PL permite interpretar que cada coordenada do vector ¢® é um
coeficiente de custo associado & respectiva variavel basica coordenada do vector x°; e
que cada coordenada do vector ¢ é um coeficiente de custo associado & respectiva

.y N g N
variavel ndo basica coordenada do vector x .

Como B por hipdtese ¢ um matriz nao singular, por (3.5) resulta

x® =B7'(b-Nx").
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Substituindo este resultado em (3.4) e (3.6) obtemos o seguinte problema equivalente:

min ¢"B”'b+(c" - c*B'N)x" (3.8)
sa. 0<B'b-B'Nx" <u” (3.9)
0<x"<u" (3.10)

Nesta forma, houve no problema PL uma redu¢do do nimero de varidveis, visto que,

nesta forma as variaveis de decisdo sdo sO as ndo basicas. O vector dos coeficientes das

variaveis ndo basicas ¢ —¢®B™'N ¢é dito de vector dos custos reduzidos.

Hipétese: Assumimos para simplificar o estudo que 0<B'b—B 'Nx" <u®. Tal
corresponde a assumir o que frequentemente se designa por hipdtese da ndo
degeneréncia, corresponde a afirmar que as coordenadas basicas ndo se encontram com

os valores limites, como tem que acontecer com as coordenadas ndo basicas.

1 2 n—m
, -e,-e,...,-e""}, no

n-m

. . . ~ 2
Consideremos o conjunto de direcgdes D ={e',e’,...,e

espaco ndo basico. No estudo do algoritmo primal simplex limitaremos a nossa atengao
as direcgdes deste conjunto D com o objectivo de obter sempre uma solucdo basica

possivel.

O vector e' é uma direcgdo admissivel se x| <u], ie., a variavel de decisdo ndo

bésica x|' é inferior ao valor maximo admissivel ¢ —e' serd uma direcgdo admissivel se

xiN >0, ie., a variavel de decisio ndo basica x| ¢é superior ao valor minimo

1

admissivel.
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Recorrendo a derivada direccional no espago ndo basico mostraremos como escolher
uma direccdo admissivel de melhoria do valor da fungdo objectivo. A derivada de g(x)

segundo v no ponto y € por defini¢do calculada como

gly+tv)-g(y)

t—0" t

recorrendo ao gradiente a formula para o célculo desta derivada direccional ¢ seguinte:

D,g(y)=Ve(y)v

Assim para o problema (3.8) a (3.10)
g(xN ) =c’B7'b+ (cN - cBB’lN) xN
portanto

Vg(y)=¢" —c"B"'N

¢ independente do ponto em que ¢ calculado como seria de esperar. A procura de uma

direc¢do admissivel de entre as direc¢des do conjunto D, para melhorar o valor da
fungdo objectivo, sera segundo o vector e' direc¢dio admissivel de melhoria da fungdo
objectivo se x) <ul e (cN —cBB_lN)i <0 ou segundo —e' se x <u] e
(" —c*B'N), >0.

Para as solugdes bdsicas possiveis, x| € {0, uiN}, as condi¢des que nos permitem
escolher direc¢cdo admissivel de melhoria da fungdo objectivo sdo dadas por

e:x =0 e (cN —cBB‘lN)i <0
—e':x =u) e (cN —cBB‘lN)i >0|
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Agora, s6 falta descrever como estabelecer a metodologia para o passo 2 do algoritmo

anterior, obten¢ao de uma nova solu¢ao. Como ja ¢ conhecido a direccao admissivel de
melhoria da fungdo objectivo no ponto x" determinada por

. 1, se x| =
o0e' sendo o= N N
-1, se x; =u

falta determinar um translagdo do ponto corrente segundo o vector da direc¢do

admissivel de melhoria da fungdo objectivo.

O problema a resolver para estabelecer a metodologia para o passo 2 tem s6 uma
variavel de decisdo, a amplitude do passo, e ¢ entdo descrito como se apresenta de
seguida

mip B X BN BN ) )

s.a OSXiN+(x§SuiN

0<x"-B'N@i)ad<u®
ou seja eliminando a presenca das constantes na fungao objectivo

min (cN —cBB_‘N)i ad

a>0

sa 0<x)+ad<ul (3.11)
0<x"-B'Ni)ad<u® (3.12)

E de salientar que, devido & linearidade da fungio g(xN ), qualquer incremento em o

resulta num decréscimo no valor da fung¢do objectivo. Assim, interessa-nos fazer o o
maior possivel desde que satisfaca (3.11) e (3.12). Se d € D, entdo se nos deslocarmos

segundo a direcgdo d pode eventualmente acontecer que alguma variavel x; assuma
valores fora dos limites, 0 <x;<u;. A primeira varidvel para a qual isto ocorra,

designaremos por variavel de bloqueio. Seja:
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o, =max{a:0<x] +ad<u},

a>0

a, =max{a:0<x” -B'N@{i)ad<u®}.
a>0
Supondo o, <a,, entdo a variavel de bloqueio é a coordenada ndo basica
correspondente a direcgdo d=38e', e as varidveis basicas continuam a ser basicas. Se

o, > a,, entdo adicionando a x" o incremento o,d forgamos alguma variavel basica

ou a ser igual ao seu valor minimo ou a ser igual ao seu valor maximo. Tal obriga a
refazer a particdo da matriz A, visto que, esta varidvel basica passa a ndo basica ¢ a
variavel ndo basica corresponde a direc¢do d passa a basica. Obtemos assim uma nova
solugdo basica possivel. Com a formulagio apresentada, podemos construir o algoritmo

primal simplex para os problemas de programacao linear como se apresenta em seguida.

ALG 3.2 — Algoritmo Primal Simplex

Passo 0 — Iniciacdo
Seja [x” |x"] uma solugdo basica possivel, associada com
particio A =[B|N].

Passo 1 — Avaliacao

Seja
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Em que y, € o conjunto dos das varidveis ndo basicas que t€ém valor nulo e a

respectiva coordenada do vector do custo reduzido (cN —c” B*IN) . <0ewy,éo0
conjunto dos indices das varidveis ndo basicas que tém valor maximo e a

respectiva coordenada do vector do custo reduzido (cN — cBB"lN) . >0.

No optimo se a coordenada do vector de custo reduzido for negativa a respectiva
variavel ndo bésica tem que estar no valor maximo, caso contrario existe
hipoétese de melhoria da funcdo objectivo por aumento desta variavel. Ainda, se
uma coordenada do vector custo reduzido for positiva a respectiva variavel nao
basica tem que estar no valor nulo, caso contrario existe hipotese de melhoria da

funcdo objectivo por diminui¢do desta variavel.

A condi¢do de unido vy, Uy, = ¢, termina o algoritmo e o ponto 6ptimo € o
ponto corrente x =[x"|x"]. Caso contrrio, o algoritmo prossegue com a
selec¢do de um k € y, Uy, , sendo k um indice que identifica uma variavel ndo

basica que por alteragdo do seu valor permite uma melhoria do valor da fungao

objectivo. Entdo o & sera determinado por

5= I, se key,
-1, se ke,

J4

O significado deste 6 ¢ indicar se a coordenada ndo basica k vai ser
incrementada ao decrementada, como se constata no passo 3, seguinte, de

actualizag¢do. Caso & =1, a coordenada ndo basica k vai ser incrementada. Caso

0 =—1, a coordenada nao basica k vai ser decrementada.
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Passo 2 — Determinacéo do Passo

A coordenada ndo bésica k vai ser actualizada de acordo com x| +a & logo o

maximo valor que pode tomar o é u . As coordenadas bésicas sdo actualizadas

de acordo com
x°—B! N(k) o &

fazendo y = B7'N(k) ( x” —a 8y ) tem que se verificar

B B : 14 B B
0<x;y-ady;<u; istoe 0<x;—-ado(y;)|y;[<u;

B
i

Entdo se 0 o(y;)=0 o maximo valor que o pode tomar ¢ dado por , S€

Y;

B B
u. —X.
o(y;)=-8 o méximo valor que a pode tomar ¢ dado por —Jl | i
Y

Finalmente, ha que escolher um o que esteja de acordo com o que se escreveu

anteriormente. Pelo que o passo 2 consiste em calcular

y=B"N(k)
NE furex
e A = minq——, 0, A, = min
oly, o M1 s M

Finalmente calcular o passo A = rnin{A1 AL up }

Passo 3 — Actualizagdo
O valor da coordenada de x correspondente a coluna k da matriz ndo

basica ¢é actualizado de acordo com

Xy < Xy +AS

58



3- PROGRAMACAO LINEAR (PL)

e as coordenadas basicas sdo actualizadas de acordo com
x” < x” — Ady.
Se A=u}, ie., A igual ao valor méximo da coordenada ndo basica k o

algoritmo prossegue para o passo 1. Caso contrario prossegue com o passo 4.

Passo 4 — Substituicdo e actualizacéo da base

Consideremos os conjuntos

\|J3={j:cr(yj):8 e x; =0 } e \|!4={JZ—G(yj)=5 e x?zu?}

Em que y; ¢ o conjunto dos indices das varidveis basicas que tiveram
decremento no seu valor no passo 3, tendo apds esse passo valor nulo; e y, é
o conjunto dos indices das varidveis basicas que tiveram incremento no seu
valor no passo 3, tendo apds esse passo valor mdximo. Seleccionar um
iey, Uy,, sendo i o indice de uma coluna da matriz B, substituir na matriz

B ¢ a coluna B(i) pela coluna N(k) e na matriz N a coluna N(k) pela B(i). O

algoritmo prossegue para o passo 1.
Se A >0 para cada iteragcdo a convergéncia num numero finito de iteragdes ¢ garantida.

Pois, o nimero de vértices do poliedro ¢ finito, e em cada iteracdo selecciona-se um

vértice a que corresponde um melhor valor da funcio objectivo.
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Uma caracteristica importante deste algoritmo ¢ a de convergir para uma solugdo 6ptima
mesmo que a hipdtese de nao degeneréncia ndo se verifique. A nao verificagdo desta

hipotese, s6 implica numa prova do algoritmo com maior elaboracao matematica.

Se A =0, simplesmente devera ser feita uma nova particdo de A de modo a obter uma
nova matriz B e continuar com aplicacdo do algoritmo. A nova matriz B corresponde ao
mesmo ponto extremo, de modo a que nenhum progresso ¢ feito no sentido de melhorar

o valor da fungdo objectivo.

A Unica dificuldade que podera suceder ¢ ao fim de algumas iteracdes, a mesma matriz
B reaparecer com A =0. Neste caso o algoritmo repete as iteragdes, por isso, diz-se que
o método entrou em ciclo (cycling). Felizmente, sdo raras as situagdes em que 0s
problemas lineares reais entram em ciclo. Contudo, quando isso acontece, pequenas
alteragdes no cddigo evitam a entrada em ciclo. Algumas técnicas simples tém sido
criadas para evitar a entrada em ciclo. Esta fora do objectivo deste texto a abordagem

destas técnicas.

Note-se que os dados necessarios a implementacao do algoritmo primal simplex sdo, os
dados originais do problema de programacio linear (i.e., ¢, u, b ¢ A). Mais ainda, B ¢
usado tanto na avaliacdo como na determinagao do passo. So ¢ alterada se for necessario
actualizar B no passo 4 do algoritmo. Para exemplificar o uso deste algoritmo considere

os seguintes exemplos:
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Exemplo 3.1

max X, +X,

sa
X, +x, =216

X, —X, 24
0<x,<10
0<x, <10.

Sera necessario escrever este problema na forma candnica, introduzindo duas variaveis
de desvio uma para cada uma das restricoes de desigualdade. Sejam estas varidaveis

indicadas por x; e X, os seus valores maximos tem que verificar respectivamente as

desigualdades

X; 2max X, +X, —16
s.a
0<x, <10

0<x,<10 X324

X4 2max x, —Xx, —4
s.a
0<x, <10

0<x, <10 X426

O problema ¢ equivalente ao seguinte

- min —(Xx, +X,)
sa X, +Xx,—-X,; =16
X, —X,—x, =4
0<x,<10
0<x,<10
0<x,<4
0<x,<6.

Sera entdo necessario duas coordenadas basicas e duas nao basicas.
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Passo 0 — Iniciacdo
Consideremos por escolha o vector das coordenadas ndo basicas x" =[x, x,],

entio x” =[x, x,]eamatriz A é partida em

B{—l 0} . N{l 1}

0 -1 1 -1

Portanto, B™' = — I e sejam feitas as tentativas:

Primeira tentativa, [x, x,]=[0 0] logo x® =[x; x,]=-[16 4] que ndo é
admissivel, ponto A da Figura 3.4.

Segunda tentativa, [x, x,]=[0 10] logo x” =[x; x,]=[-6 -14] ndo ¢é
admissivel, ponto B da Figura 3.4.

Terceira tentativa, [x, x,]=[10 0] logo x® =[x, x,]=[-6 6] ndo é
admissivel, ponto C da Figura 3.4.

Quarta tentativa, [x, x,]=[10 10] logo x" =[x, x,]=[4 -4] ndo ¢
admissivel, ponto D da Figura 3.4.

Como se esgotou as tentativas para obter solucdes basicas admissiveis com esta

base, resta escolher uma nova base B. Seja o vector das coordenadas ndo basicas

x =[x, x,],entdo x" =[x, x,]eamatriz A ¢ partida em

1 0 I -1
B = c N =
-1 -1 I 0
1 0
Portanto, B™' = { . . } e sejam feitas as tentativas:

Primeira tentativa, [x, x,]=[0 0] logo x" =[x, x,]=[16 —20] que ndo

¢ admissivel, ponto E da Figura 3.4.
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Segunda tentativa, [x, x,]=[0 4] logo x® =[x, x,]=[20 -24] ndo ¢é
admissivel, ponto F da Figura 3.4.
Terceira tentativa, [x, x,]=[10 0], logo x®=[x, x,]=[6 0] ¢
admissivel, ponto G da Figura 3.4.
Pelo que o vector [x” |x"] é uma solugdo basica admissivel. Caso ndo fosse,

havia que fazer outra escolha para as coordenadas ndo basicas ou escolher uma

nova base B.

O algoritmo comega com a seguinte solugdo basica admissivel
x® =[x, x,]=[6 0], x" =[x, x,]=[10 0] a que corresponde a solugdo

[x, X, X; X,]=[0 6 0 0]

Iteragao 1
Passo 1 — Avaliacao

Calcular o vector dos custos reduzidos

NCBIN=[1 011 x| - Ol !
c —c = =10 0b 1 o

logo c¢"—c’B'N=[-2 0]. Pelo que vy, =devy,=0, y,uy,=0,
entdo o algoritmo termina e o ponto corrente ¢ Optimo. No Quadro 3.1 seguinte é
indicada a evolucao do vector x, deste o passo 0 até a ultima iteracao.

Quadro 3.1 — Evolugao do vector x durante o processo iterativo

iteragdo | x, X, | X, X,
0 Y100 "6 | N0 | PO
1 10 6 0 0
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Na figura 3.4 ¢ ilustrado o conjunto das varidveis admissiveis para este exemplo.

X1-X2=4

e

‘L X1-X2>4

0 5 10 15 20

Figura 3.4 — Ilustracdo do conjunto das variadveis admissiveis.

O conjunto das variaveis admissiveis € singular, i.e., Q = {(10, 6)}. Consequentemente,
justifica a dificuldade em encontrar a solugdo basica admissivel inicial, visto que, como

existem quatro variaveis, e duas restri¢des de igualdade, o nimero bases possiveis ndo ¢

4
. y . 2 ~ o 7
superior a (2 =6, cada base esta associada a 2° solugdes basicas. Portanto, o nimero

maximo de solugdes basicas admissiveis ndo € superior 6x4, mas s existe uma solucao

basica admissivel para este problema.

Exemplo 3.2: Resolucdo grafica.

max X, +X,
sa X, +x, =16

X, —X, =2-1

restri¢des de desigualdade:

0<x,<10,0<x,<10.
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Na figura 3.5 ¢ ilustrado o conjunto das varidveis admissiveis Q para este exemplo.

207
X1+X2-16=0 X1-X2+1=0
157
10
X1+X2=20
S optimo
e
O T T 1
0 5 10 15 20

Figura 3.5 — Ilustragdo do conjunto das variaveis admissiveis.
Na figura 3.5, os pontos A, B, C, D, E, F sdo seis dos pontos que correspondem a
solugdes basicas para este problema. No entanto, s6 os quatro pontos A, B, C, D
correspondem a solugdes bdsicas admissiveis para este problema. Caso se escreva o
problema na formula canonica, existem , como mostra o exemplo 3.1, quatro variaveis e
duas restri¢des de igualdade, sendo o nimero maximo solugdes basicas de 24, mas s6 4
sdo solugdes basicas admissiveis. Observe que no exemplo 3.1 existia 0 mesmo niimero
maximo de solucdes basicas, mas s existia uma solugdo bésica admissivel, visto que, o

conjunto das solugdes admissiveis € singular.

A solucdo Optima para o exemplo 3.2 corresponde ao ponto solugdo basica admissivel

indicado por C = (10, 10), sendo o valor 6ptimo para a fungdo objectivo igual a 20,

como se verifica pela observagdo da Figura 3.5.
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Exemplo 3.3

min X, +X, +3x, +10x,
sa X, + X;+ X, =5
-X, +X, +x5=0
-X, —X;— X, =-5
0<x,<4
0<x,<2
0<x,<4
0<x,<10
0<x,<1

Sera entdo necessario ter trés coordenadas basicas e duas nio basicas.

Passo 0 — Iniciacdo
Consideremos por escolha o vector das coordenadas nio basicas x™ =[x, x,].

eseja [x; x5 ]=[0 4],entdo x” =[x, X, X,]| e amatriz A é particionada

em
1 1 0 0
B=|-1 0 N = 0
0 -1 0 -1 -1
sendo
1 0 0
B'=| 0 0 -1
1 1 1

o vector das coordenadas bésicas ¢
B _r.B B B,
x =[x; x, x,]=[0 1 0]
Pelo que o vector [x” |x"] é uma solugdo basica admissivel. Caso nio fosse,

havia que fazer outra escolha para as coordenadas ndo basicas. O algoritmo
comega com a seguinte solugao corrente

[x, x, X; X, X]=[0 0 4 1 0]
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Iteracao 1
Passo 1 — Avaliacao

Calcular o vector dos custos reduzidos

¢ —c®B'N=[1 3]-[1 10 0]x| O 0 -1 |x| 1 0

donde
" —c®B'N=[-8 -7].
Pelo que vy, = {1} ey, =0 logo y,uy, #¢, sendo k=1 como k pertence a

v, €é€d0=1.

Passo 2 — Atribuigdo do Passo

Determinar o vector y

- O O
|
—
X
Il

1
y=B'N()=|0
1

De onde resulta :

A =1, A, :@:4 e A=minfA,, A, u) }=min{l, 4,2} =1.

Passo 3 — Actualizacao

Teremos:

xN=x,=0+1(1)=1c¢,
x" =[x} xJ xJ1=[0 1 0]-1(1)x[-1 1 0]=[1 0 O0].

Como A=1eu; =u, =2, logo A#u,,segue-se para o passo 4.
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Passo 4 — Substituicdo

Determinar os conjuntos y; € y,
Y; = {2} ¢
VY, = d)

Peloque y, Uy, = {2}

4- METODO SIMPLEX PARA PROGRAMACAO EM REDES

vem necessariamente j=2 (uma vez que sé ha este valor, se houve-se varios

escolhia-se um de entre eles). Entdo as colunas B(2) troca com a N(1),

resultando as seguintes parti¢cdes para o vector X

B

N

B B B
X =[xpoxy xgl=0x ox, x5] xU =[xy xy]

pelo que se tem

xN=[4 0] x*=[1 1 0]

A parti¢do para a matriz A

1 0 O

B=|-1 1 1

0O -1 O
0 o0
sendoagora B'=| 0 0 -1
1 1 1

E voltamos ao passo 1.

O vector x da 1* iteragdo ¢ [x,

X, X; X, X5]=[11 4 0 0].

68



4- METODO SIMPLEX PARA PROGRAMACAO EM REDES

Iteracao 2
Passo 1 — Avaliacao
Calcular o vector dos custos reduzidos

1 0 0 1
N —c®B'N=[3 10]-[1 1 0]x| 0 O =1 (x| O 0 |=[1 §]
1 1 1 -1 -1

obtemos y, =¢ e v, ={1}, eaunido y, Uy, #¢ logo k=1.
Como k pertence a y, serd 6 =—1.

Passo 2 — Atribuigdo do Passo

Determinar y
1 1
y=B™N()=| 0 0 -1 |x| 0 |=|1].
1 1 1 -1 0

de onde resulta

A, =0, A, =min{(4-1)/1, 2-1)/1}=1

e A=minfA,, A,,u"}=min{o, 1,4} =1.

Passo 3 — Actualizagdo
Teremos:
xN=x,=4+1(-1)=3
x® =[x, x, x,]=[1 1 0]-1(=1)x[1 1 0]=[2 2 0].

Como A=1¢ u) =u, =4 logo A # u; segue-se para o passo 4.
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Passo 4 — Substituicdo

Determinando os conjuntos y; € y, obtemos:

Vv, =¢ e
cujaunido y, Uy, = {2}
Pelo que j=2.Fazemos agora a troca das colunas B(Z)e N(l),

resultando assim as seguintes particoes

x" =[x, x5 x5]=[2 3 0] e x" =[x, x,]=[2 0]

1 0 0 1
B=|-1 0 1 N=| 1 0 sendo
0 -1 0 -1 -1
1 0 1
B'={ 0 0 -1
1 1 1

O vector x na 2% iteragdo ¢é: [X, X, X; X, Xs]=[2 2 3 0 0]

E voltamos ao passo 1.

Iteragao 3

Passo 1 — Avaliacao

1 0 1 0
¢V —c®B'N=[1 10]-[1 3 0]x| 0 O —1 |x| 1 0
1 1 1 -1 -1

N —c®B'N=[-1 7]
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obtemos y, =¢ e Yy, =¢, € a unido y, Uy, # ¢, terminando o algoritmo e
sendo a solucdo corrente

[x, X, X; X, Xs]=[2 2 3 0 0]
a oOptima. O quadro seguinte apresenta a evolugdo do vector x durante o
processo iterativo.

Quadro 3.2 — Evolugdo do vector x durante o processo iterativo

iteragdo | x, X, X, X, X
O B 0 N 0 N 4 B 1 B O
1 1 1 4 0 0
B 1 B 1 N 4 N 0 B O
passo 4
2 2 2 3 0 0
B N B N B
passo 4 2 2 3 0 0

3.4- Condicoes de Karush-Kuhn-Tucker para a programacio linear

Este subcapitulo apresenta um conjunto de condi¢des para o problema de programagao
linear, conhecidas como condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker. Estas condi¢des sdao
condi¢des necessarias para a identificagdo do Optimo, mas para este problema, visto
que, a funcdo objectivo ¢ uma fun¢do linear e o conjunto das varidveis de decisdo

admissiveis € convexo sdo também suficientes para a identificacdo de uma solugdo

optima. Estas condigdes sdo as apresentadas na proposicao seguinte.

Preposicao 3.9
Seja x" tal que Ax" =be 0<x" <u. Entdo x* é um 6ptimo para o problema
de programacao linear sse so se existirem vectores multiplicadores de lagrange mt, p, e A

tais que: TA—c=p—A7, (x*—u)pzo, xA=0e pn=>0, e L>0.
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Prova: Considere o problema de programacao linear escrito como um problema de

maximizac¢ao, cComo se segue

max —cXx = —min ¢x

s.a s.a
Ax—-b=0 Ax-b=0
u—-x>0 -x2>0
> X >

A fungao de lagrange sera escrita como
L(x;m, p,A)=—cx + w(Ax—b)+ p(u—x)+ Ax (3.13)
As condigdes de acordo com o teorema de Karush-Kuhn-Tucker sao:

(KK TI1) Ax'=be0<x"<u

(K KT2) 3 pA=0 talque

pu-x)=0
AX =0

KKT3) —-c+mA-p+r=0

0 que prova o teorema 4.

Ou seja resolver o sistema de Karush-Kuhn-Tucker:

Ax=b (x—u)u=0
0<x<u xA=0
TA-c=pn-»A p=>0,A>0

em ordem a X, 7, W, € A ¢ matematicamente equivalente a resolver o problema PL. Este
sistema serd usado no estudo da programacdo em redes, para obter o algoritmo da

condicao.
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Exemplo 3.5: Considere o problema do exemplo 3.4, verifique usando o sistema de
Karush-Kuhn-Tucker que o ponto Optimo obtido por resolugdo grafica ¢ optimo. O
problema seré escrito como

min —(X, +X,)

sa X, +Xx,—Xx,; =16

X, —X,—Xx, =—1
0<x,<10
0<x,<10
;<4
<x, <1l

Cuja solucdo optima foi obtida na Figura 3.3 [x, x, x; x,]=[10 10 4 1]. Caro
que as condigdes de admissibilidade, K K T.1: Ax" =be 0<x" <u, sdo satisfeitas.
As condi¢des K K T.2 obrigam a que A =0 e que p, = 0. Portanto, basta determinar
M, Wy, by 20 ey, m, eR

tais que tA-p=c¢,logo n, =0, n, -, =-1, m,—pu,=-1le —m, —pn, =0. Pelo
que tem que ser w, +1>20, u, =p, =mn, +le —m, =p, 20. Consequentemente, sdo
solugdo do sistema de Karush-Kuhn-Tucker os seguintes vectores

[x, X, X; X,]/=[10 10 4 1]

[r, m,1=[0 0]

[y w, py pgl=[ 1 0 0]

A, A, A; A,]=[0 O O O0].
Observe que a condi¢do necessaria para ter uma solugdo do sistema de Karush-Kuhn-
Tucker ¢ escolher um m, tal que —1<m, <0. Outra solugdo possivel seria fazer

m==1,7m=0,[n u, p; pJ=[0 0 T O]
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3.5- Teoria da dualidade

Associado ao problema de programacgao linear, que no contexto da teoria da dualidade
também ¢ dito de problema primal, existe o problema dual. Considere a fun¢do de

lagrange (3.11), o subproblema dual sera descrito pelo seguinte problema sem restricdes

max L(x; 7T, p, )

sendo L(x; t,p,A)=—(c+ TA—pn+ A)x—7b+ pu

ep,A=0.

A solucdo do subproblema dual tem que satisfazer a condicdo VL(x; 7@, pn,A) =0, i.e.,
—c+mTA—p+A=0=7mA—-p=c—A.Portanto, o problema dual ¢ escrito como

min — (ztb — pu)

s.a.
TA-—p=c—A
nA>0

O problema dual tem algumas propriedades muito uteis sob o ponto de vista da

programacgao em redes. O problema primal e o seu dual podem ser escritos como

min c¢Xx max ba—up
sa Ax=b PL sa @mA-p<c; PLD
0<x<u (Primal) n>0 (Dual)

No contexto da teoria da dualidade, x ¢ o vector das varidveis primais e (n, p) € o
vector das varidveis duais. A hipotese de o dominio das solugdes possiveis para a PL
ndo ser vazio implica que os problemas sdo equivalentes, isto ¢, o valor optimo do
problema primal ¢ igual ao valor Optimo do problema dual. Esta equivaléncia ¢

traduzida pelas seguintes proposigoes.
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Preposic¢ao 3.10
Seja x” uma solugdo dptima para o PL e seja (n*, u*) uma solucdo Optima para o
PLD. Entdo ¢x" =bzn" —up’.

Preposicao 3.11

Seja x" solugdo Optima para o PL, B a matriz basica e ¢” o vector cujas

componentes sao as componentes de ¢ correspondentes ds coordenadas basicas.

Sejam w° = e W= , entdo (n*,u*) é

PR . mAG)-c; se x| =y,
0 c.c.

solugdo Optima para o PLD.

Prova: Para provar este teorema, simplificando o formalismo, serd admitido que

a solucdo oOptima do problema primal ¢ ndo degenerada, hipotese de nao
degeneréncia, ie., 0<x" <u®. Assim, sendo p®,A"® =0, entdio como
n[B [N]-[n®|n~]=[c® | ]-[A"® | Y] pela condi¢do a que o subproblema
dual tem que satisfazer, seri ®B=c"® e aN-p" =c¢" -A". Portanto,
1" =¢”B™" e como pela condi¢do anterior (K K T.2) u) e A} ndo podem ser

ambos diferentes de zero, facilmente se tem o resultado pretendido ¢ .

A relagdo entre o problema primal e o respectivo dual obedece ainda ao teorema da
complementaridade. Este teorema significa que a uma restri¢ao nao activa do problema
primal, corresponde uma variavel dual nula; e a uma restri¢do ndo activa do problema
dual, corresponde uma varidvel primal nula. O teorema da complementaridade resulta
directamente da aplicacdo das condigdes de Karush-Kuhn-Tucker ao problema primal

ou ao problema dual.
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Exemplo 3.6: Escreva, usando o formalismo desenvolvido, o problema dual do seguinte
problema primal
min X,
sa X, +x,=16

0<x, <10
0<x, <10.

como [c; c,]=[l 0], A=[1 1]Je[u, wu,]=[10 10] entdo sera

max 16m—-10(p, +u,) max 16m—-10(p, +p,)
sa n[l I]-[p, wu,]J<[1 0] sa m-p, <1
[, #,]2[0 0] ou seja n-u, <0
H 20
Hy 20

Exemplo 3.7: Determine, usando a teoria da dualidade, o problema dual do seguinte

problema primal

max 16n—10(p, +p,)
sa l-m+p, 20
n,—m =0
u =0
Hy 20

Sejam os multiplicadores de lagrange para as restrigdes indicados respectivamente por

X, X,, 0, 0,, entdo a fungdo de lagrange sera

L(TC, ula Mz;xlaX2981362)=16Tc_10(ul +“‘2)+
+x,(I-mt+p,)+
+X,(n, —m) +
+6, 1, +
+8, U,

O subproblema dual serd max L(m, u,, 1,;X,, X,,9,,0,). A solugdo do subproblema

dual tem que satisfazer a condi¢do VL(m, u,, 1,;X,, X,, 9,,9,) =0. Pelo que sera
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16-x,-x,=0
-10+x,+9,=0 e sendo x,, X,,9d,,0, =0 o que ¢ equivalente as restri¢oes
-10+x,+9,=0

X, +x,=16, 0<x,<10, 0<x, <10. A fungdo lagrange pode ser escrita como

L(7, by, Hps X5 X5, 81, 8,) =(16—X; —x,)m+
+(-10+x, +6,)1, +(-10+x, +3,)u, +x,

entdo a fun¢do dual serd L. (x,, x,, d,,8,)=X,. Pelo que o problema dual é

min X,
sa X, +x,=16
0<x,<10
0<x,<10

Este exemplo particular confirma a afirmagao que o problema dual do problema dual ¢ o

problema primal.

Exemplo 3.9: Considere o problema do exemplo 3.4, usando a proposi¢ao 3.10

determine as variaveis duais optimas.

Exemplo 3.8: Mostre que o problema dual do problema dual do problema de

programacao linear ¢ o problema de programacao linear.

Seja o problema primal o PLD

max nb—pu
sa c¢c—mA+p=0
pn>0
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a funcdo de lagrange ¢ L(m, p,;Xx;0)=m(b— Ax)+ p(—u+x+0)+cx resolvendo o
subproblema dual tem-se b-Ax=0¢ —-u+x+06=0, sendo x,6 >0 e a fun¢do dual
L' (x; ) = ex, entdo o problema dual é o problema de programacao linear.

Exemplo 3.9: Considere o problema do exemplo 3.4, usando a proposi¢ao 3.10

determine as varidveis duais Optimas

A solucdo optima ¢ [x, x, x, Xx,]=[10 10 4 1]. A ultima coordenada tem que
ser necessariamente ndo basica e seja considera a penultima também basica, embora

seja degenerada. Portanto, x°” =[x, x,]=[4 1] e x" =[x, x,]=[10 10].

SRS

1 "= —c® =0, sendop’ = ‘= trario p’ =0, i
peloque T =—-C =0V, Ssen O].lj— Cj S€ xj—uj,casoconrarlo ].lj— , 1.C.,

Consequentemente

[n, m,]=[0 0],

[y wy py owpsl=0 1 0 0]
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Exercicios do Capitulo 3

1. Considere os seguintes problemas de programagao linear

min —10+x min —10+a x
sa 10+x<16 sa 10/a+x <16/a
10-x >-1 10/a—x >2-1/a
0<x<10 0<x<30 com aeR"\{0}.

Resolva os problemas pelo algoritmo do simplex.
Solugdo: x = 0 x=0.
Observe que o segundo problema ¢ equivalente ao primeiro, basta fazer a seguinte

transformagdo de varidvel x =x /a.

2. Considere os seguintes problemas de programagao linear

min —Xx, +X, min —Xx, +a X,
sa X, +x,<16 sa Xx,+x, <16
X, —X, 2-1 X, —X, =2-1
0<x,<10 0<x,<10
0<x,<10 0<x,<10 com aeR"\{0}.

Resolva os problemas pelo algoritmo do simplex. Compare a solugdo destes problemas

com os anteriores, justificando os resultado obtidos.

Solugao: x =[10 0] x=[10 0].

Como 0<x,<10 e ¢, =-1, entdo x, =10 ¢é admissivel e o menor valor da fungado
objectivo ¢ obtido com este valor, fixando x, =10 nos problemas anteriores derivam

os problemas indicados em 1.
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3. Considere os seguintes problemas de programacao linear

min —X, —X,
sa X, +x,<16
X, —X, =2-1
0<x,<10
0<x,<10

Resolva os problemas pelo algoritmo do simplex.

Solugdo: x =[10 6]

min X, —X,
sa Xx,+x, <16
X, —X, =2-1

0<x,<10

0<x, <10.

x=[0 1].

4. Considere os seguintes problemas de programagao linear

min —X, +X, +X; +X,

sa X, +X,—-X; <16

X, =X, +x, 2-1
0<x,<10
0<x,<10
0<x,<4
0<x, <1l

Escrevas os problemas na forma canonica.
Solucao:

min —X, +X, +X; +X,
sa X, +X,—X;+x; =16
X, =X, +X, =X, =-1
0<x,<10
0<x,<10
0<x,<4
0<x, <11
0<x,<20
0<x,<22

min —X, +X, +X; +X,

sa X, +x,—-x; <16

X, —X,—-X, =2-1
0<x,<10
0<x,<10
0<x;<4
0<x, <II.

min —X, +X, +X; +X,
sa X, +X,—X;+Xx; =16
X, =X, =X, X, =-1
0<x,<10
0<x,<10
0<x,;<4
0<x, <11
0<x,<20
0<x,<22.
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5. Considere os problemas de programagao linear anteriores, resolva os problemas pelo

algoritmo do simplex.
Solugdo: x=[10 0 00 6 11] x=[10 0 0 0 6 11].
Observe que: no primeiro problema, na segunda restri¢do ¢ adicionado x,; no segundo,
¢ subtraido x,.Como x, =0 no 6ptimo do primeiro problema, as solugdes sdo iguais,

visto que, somar ou subtrair um valor nulo ¢ indiferente.

6. Considere os problemas de programagdo linear anteriores, escreva os problemas
duais respectivos.

Solugdo: Problemas na forma canonica

min —X, —X, min X, —X,
sa X, +X,+x; =16 sa X, +X,+x; =16
X, =X, =X, =-1 X, =X, —X,=-1
0<x,<10 0<x,<10
0<x,<10 0<x,<10
0<x,<4 0<x;<4
0<x,<Il 0<x,<II.

Problemas duais

max lém, —m, —10pn, —10p, —4p, —14p,
sa -l-m +m,+pn, 20
-l-m, —m, +p, 20
-, +uy 20
T, +u, =0
His Moy Has By 20
max lém, —m, —10pu, —10p, —4p, —14p,
sa l-m +mn,+pn, 20
-l-n, —m, +p, 20
-, +py 20
T, +u, =0
His Moy Hys by 20
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7. Considere o problema de programagao linear

min X,
sa X, —X,=1
0<x,,x,<10.

Resolver o problema dual pelo algoritmo do simplex.

Solugao: Problema dual

max ©—10(u, +u,)

n =1
_ > .
sa l-mtp 20 optimo  =0-
T, +u, =0
u, =0
Hi p, 20

8. Considere o problema de programacao linear anterior determine a sua solugdo

usando a preposicao 3.10.

Solugdo: x =[1 0]

9. Considere o problema de programacao linear 7. e o seu dual obtido em 8., mostre de

pelo sistema de Karush-Kuhn-Tucker, que as solugdes obtidas para estes problemas

sdo as Optimas.
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4- METODO SIMPLEX PARA PROGRAMACAO EM REDES

Este capitulo apresenta uma especializacdo sobre o algoritmo primal simplex para o
problema de programacao linear em rede. Esta especializa¢do, quando usada permite
que o método primal simplex possa ser resolvido directamente sobre a rede do

problema. Esta especializagdo ¢ também conhecido por algoritmo grafico do simplex.

Neste capitulo, exclusivamente para as demonstragdes considere que a rede ndo tem
arcos que partem de um nd para o mesmo no, ditos lagos, nem tem arcos multiplos em
paralelo. Esta hipotese ¢ apenas uma conveniéncia de exposi¢ao, a ndo condiciona os
resultados que serdo apresentados nem a aplicabilidade do algoritmo, visto que, se ha
um lago no néd i pode ser substituido por dois arcos, (i, K) e (k, i) onde k ¢ um novo no,
se ha dois arcos orientados do nd i para o n6 j, um deles pode ser substituido por dois
arcos, (i, k) e (k, j) onde k ¢ um novo no. Por exemplo, para forcar a verificagdo desta
consideracdo, na rede da Figura 2.1 o arco (1, 2) ¢ substituido pelos arcos (1, 5) e (5, 2)

e ¢ introduzido um novo n6 numero 5 como ilustra a Figura 4.1.

Figura 4.1 — Rede que resulta da rede da Figura 2.1, mas sem arcos em paralelo.
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A correspondente matriz de incidéncias dos nds nos arcos passa a ser a seguinte:

arcos
1 2 3 4 5 6 7 8 nos
1 -1 1
-1 1 1 -1 2
A= -1 -1 1 3
-1 1 -1 1 4
-1 1 5

Note que as colunas de A sdo distintas. Portanto, existe uma correspondéncia biunivoca

entre aos arcos da rede e as colunas da matriz A.

4.1- Resultados da teoria dos grafos

Este subcapitulo apresenta os resultados da teoria dos grafos que vao ser utilizados na

especializacdo do algoritmo primal simplex para a programacdo linear em rede.
Considere uma grafo com | noés e J arcos, ordenando respectivamente de 1, ... , 1, e

de 1, ...,J. Este grafo pode ser descrito por dois conjuntos o conjunto dos nés N ¢ o

conjunto dos arcos A. Um grafo G fica descrito pelo par ordenado [N, A] .

Seja A a matriz das incidéncias dos nds nos arcos associada a rede. Para cada arco |,
identificam-se os nds de partida e de chegada do arco através da fungdo né de onde

provém o arco d: A > N
S€ Aijzl, d (j):i
e da funcdo nd para onde vaioarco T: A > N

SC Akj:—l, d(]):k
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Entdo o arco j ¢ descrito como o par ordenado de nds (F(j), T(j)), i.e., A< N>. As

funcdes F(j) e T(j) para a rede da Figura 4.1 s@o apresentadas no Quadro 4.1.

Quadro 4.1 — Fungdes “de” e “para” grafo da Figura 4.1

Numero do Arco | “De” N6 | “Para” N6
i dg) 0))
1 1 5

0[N | N | BN
N | K| W s |IND|D|—=

2
4
3
3
4
1
2

Um grafo ¢ dito de proprio se tiver um numero de noés, # N, superior ou igual a 2 e um

nimero de arcos #A superiores ou iguais a um. Dado um grafo G=[N,A],
G =[N,A'] é um subgrafode Gse N =N e A' c A. Um subgrafo G =[N, A'] de
G =[N, A] ¢é um subgrafo gerador de G se N =N. Esta definicdo ¢ ilustradas na

Figura 4.2.

0 (2) © )

Grafo

ORNO O

Subgrafo

Subgrafo

Figura 4.2 — Ilustragdo de um grafo e subgrafos geradores do grafo.
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Note que qualquer grafo G ¢ um subgrafo do grafo G e ainda mais ¢ um subgrafo
gerador de G. Ainda, note que um subgrafo gerador do grafo G pode nao conter nenhum
arco de G.

Uma sequéncia finita de nos s; e arcos €ji € {(si, Si+1), Si+1, Sif de um grafo G escrita
como

P = {s1, €j1), 52, €j2), 3, €j(3)s---5 Sns Cj(w)> Sn+1}

tendo pelo menos um arco, define um trajecto de s; para sp+;. Um trajecto ¢ um caminho
no grafo G, se os elementos impares sdo nos distintos de G, os elementos pares sdo

arcos de G, e cada arco
€ii) € 1(Si, Si+1)s Si+1, Sif-
Um caminho ¢ o percurso que liga o primeiro ao ultimo elemento da sequéncia que o

define. No grafo da Figura 4.1, por exemplo, P ¢ um caminho
P={5, e, 1,67 4,¢5,3} =1{5,(1,5), 1, (4, 1),4,(4,3),3}

cuja representacdo se ilustra na Figura 4.3.

Figura 4.3 — Ilustracdo do caminho P.

86



4- METODO SIMPLEX PARA PROGRAMACAO EM REDES

Preposicao 4.1:

Todos os arcos de um caminho sdo distintos.

Prova: Se dois arcos de um caminho forem idénticos, os nos desse caminho nao podem

ser distintos, portanto, ndo satisfaz a defini¢ao. ¢

Um ciclo num grafo G ¢ um trajecto que comeca num nd e acaba no mesmo no, sendo
indicado pela sequéncia C={si, €jx1), 52,€j(2)---> Sn, €j(m), Sn+1} tendo pelo menos dois
arcos. Um ciclo € simples num grafo G se a subsequéncia {si, €j1), S2, €j2), 53, €i3)s-- -
sn} € um caminho em G € €jm)€ {(Sn, Sn+1), (Sn+1, Sn)}, €ndo Sy # Spt1 € €jm ) # €j(1yy. Um
exemplo ilustrativo de um ciclo simples no grafo ilustrado na Figura 4.1 é
C:{ 2, €s, 5, €1, 1, €2, 2}
Preposicéo 4.2:
Os arcos de um ciclo simples sao distintos.

Prova: Suponhamos um ciclo com n arcos, visto que, a subsequéncia

{S1, €j1, S2, €j2,-.-, Sn-1, €jn-1, Sn}
¢ um caminho, os primeiros nN-1 arcos tém de ser distintos pela Preposicdo 4.1. A
subsequéncia

{S2, €j2, S3, €j3,..., Sn, €jn, Sn+1}
também satisfaz a defini¢do de caminho, assim os ultimos n-1 arcos sdo distintos. Visto
que C tem n arcos, a Unica possibilidade de duplicacdo ¢ o ultimo arco €jp) ser igual ao
primeiro €1, por isso, se impde que tal duplicagdo ndo se pode verificar na definigdo de

ciclo simples. ¢
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Na continuacdo do texto sé sera utilizada o conceito de ciclo simples, pelo que se

escrevera so ciclo, ficando subentendido que se trata de ciclo simples.

O comprimento de um caminho ou ciclo ¢ definido pelo nimero de arcos desse caminho
ou ciclo. Para qualquer caminho ou ciclo P, com comprimento n, definimos a sequéncia
de orientagdo O(P) dos arcos no caminho ou ciclo como sendo a sequéncia cujas

elementos sdo:

O(P)= 1 se  eii=(si, siv),
1 -1 se  e€ji)=( Si+1, Si).

Para o caminho {5, e, 1, e7, 4, es, 3} da Figura 4.3 O(P) = {-1, -1, 1}.
Preposicao 4.3:

Seja a sequéncia finita P={s;, €ju1), S2, €j©2)---> Sn, €j(n)» Sn+1} UM caminho num

grafo proprio G e seja A a matriz de incidéncia dos nds nos arcos. Entdo:
D 0,(P) AG) = e” —e™ 4.1)
Prova: Sejai €{1, ..., n}.
Caso 1 — Suponhamos e;i) = (8;, Si+1), entdo: Oi(P)A(j))=(+1)(e" —e’ )= e™ —e"
Caso 2 — Suponhamos ejiy= (si+1, Si), entdo: Oi(P)A(ji)=(-1)(e*" —e™ )= e* —e’"

Portanto, em qualquer caso Oi(P)A(j;)= e* —e""'. Assim pela propriedade telescopica’

da adi¢do, (4.1) verifica-se. ¢

! Propriedade telescopica da adigio:
0:(P)A(y)= €™ —e™
Oy(P)A(jo)= €™ —e”
O3(P)A(jo)= €™ —e™

On(P)A(y) =™ —e™

> 0,(P) A€ —e™
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Preposicao 4.4:
Seja C={si, €j(1), 52, €j(2),--» Sn, €j(n)» Sn+1} UM ciclo num grafo proprio G e seja A a

matriz de incidéncias dos nds nos arcos. Entdo:
>"7"0,(C) AGi)=0 (4.2)

Prova:

i=n-1

Y 0/(C)AG)= YO, (C)AG) + e —e™

Pela Preposigdo 4.3,

i=n-1
i=1

O, (C)A(jj)=e™ —e™.

Entio:
z::ol (C)A(jl): eSI - eS“ +es" — esn+]

Como C ¢ um ciclo, $1=S,+1, logo z:;“o, (C)AGi)=0.¢

Corolario 4.5:
Se C={s1, €(1), S2, €j(2)-» Sn» E€j(n)» Sn+1} € um ciclo num grafo proprio G e A a
matriz de incidéncias dos nds nos arcos; entdo {A(ji): i=1, ..., n} € um sistema de

vectores linearmente dependente.

~

/03(C)=1",

° s e

(a) (b)

(¢}
N
(€]
0

Figura 4.4 — Exemplo de um ciclo num grafo préprio. (a) — Grafo proprio. (b) — Ciclo

simples C = {4, es, 3, €4, 1, €1, 2, €, 4} num grafo proprio.
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Vamos ilustrar o que se afirma no Corolario 4.5 através de um exemplo. Considere o
ciclo C indicado na Figura 4.4. Entdo o conjunto das colunas associados aos arcos do

ciclo sao:

e sdo linearmente dependente, visto que:

1 1 1 1
01(C)|_4|+02(C)|_4|+03(0) Heoue) =) [ FED] 4 D) ey b=
1 -1 1 -1

O OO

Observe que se multiplicar aos elementos da sequéncia de orientacdo por um numero
real a relagdo anterior matem-se. Um grafo G=[N, A] diz-se aciclico se ndo existe um
ciclo usando os elementos do conjunto N e A. Um grafo G=[N, A] diz-se conexo ou
ligado se para qualquer par distinto de nos (i, j) de N, podemos formar, usando os
elementos dos conjuntos N e A, um caminho que ligue esses nds, i.e., se para qualquer

par distinto de nos for ligado por pelo menos um caminho.

Uma arvore ¢, por defini¢ao, um grafo aciclico conexo. Dado um grafo G=[N, A] uma
arvore [N, A'] com A'c A ¢ uma arvore geradora também dita de abrangente ou total

de G, por defini¢do de grafo gerador de G. Estas defini¢des sdo ilustradas na Figura 4.5.
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0 ONNO

Figura 4.5 — Exemplos de arvores e arvores geradoras. (a) — Grafo G. (b) — Subgrafos de
G que sdo arvores, mas ndo sao arvores geradoras. (¢) — Subgrafos de G que sdo arvores
geradoras. (d) — Subgrafos de G que ndo sdo arvores.

Seguidamente, sem prova, enunciam-se um conjunto de preposi¢cdes importantes que

nos ddo alternativas para a definicao de arvore e propriedades dos grafos e das arvores.
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Preposicao 4.6:
Para um grafo T=[N, A] com pelo menos um no, as afirmagdes seguintes sao
equivalentes:
1 — T € uma arvore.
2 — T tem apenas para qualquer par distinto de nés (p, q) de N, um unico
caminho que ligap ag.
3 — T tem menos um arco que o nimero de nds e € conexo.

4 — T tem menos um arco que o numero de nds e ¢ aciclico.

Dado um grafo G, grau do né i, D(i), ¢ o nimero de arcos de G incidentes no no i. Por

exemplo, o grau do n6 3 do grafo da Figura 4.5(a) € 3.

Um nd de uma arvore cujo grau ¢ igual a 1 é chamado um ponto extremo da arvore.
Semigrau interior (exterior) de um né € o numero de arcos que incidem para o interior

(exterior) do no.

Preposicao 4.7:

A soma dos graus de todos os nos, de um grafo, ¢ igual a duas vezes o nimero de

arcos do grafo, i.e., 2icn D(i) = 2# A.

Prova: Qualquer arco ¢ incidente em dois nos, contribui portanto, duas vezes para o

resultado da soma dos graus dos nos. ¢
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Preposicao 4.8:

Uma arvore com pelo menos dois nos tem pelo menos dois pontos extremos.

Prova: Seja T=[N, A] uma arvore com o numero de né6s m > 2. Qualquer n6 de T ¢
incidente em pelo menos um arco, sendo T nao seria conexo. Assim o grau de cada no ¢
pelo menos 1. Pela Preposicdo 4.6, T tem m-1 arcos. Assumindo que T tem menos de

dois pontos extremos, resultam as contradigdes:

Caso 1 — Admita que T ndo tem pontos extremos. Entdo, para cada ieN, D(i) > 2.

Assim, 2;icND(i) > 2m > 2(m-1) o que contradiz a Preposi¢do 4.7.

Caso 2 — Admita que T tem s6 um ponto extremo. Seja j esse ponto extremo,
portanto, D(j)=1 e para cada um dos restantes nds ieN-{j}, D(@i) > 2.
Entdo, o 2ienD(i) = D() + 2ien-3D() > 1 + 2(m-1) # 2(m-1) o que

contradiz a Preposi¢do 4.7.

Portanto, T tem pelo menos dois pontos extremos. ¢

A segunda arvore mostrada na Figura 4.5(c) tem dois pontos extremos respectivamente.
No entanto, uma arvore pode ter mais do que dois pontos extremos. Por exemplo, a
primeira 4rvore mostrada na Figura 4.5(c) tem trés pontos extremos. E facil concluir que
retirando um arco € um ponto extremo a uma arvore resulta um subgrafo que ¢ também

uma arvore. Portanto € valida a seguinte preposi¢ao.
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Preposicao 4.9:

Seja T=[N, A] uma arvore com o niimero de né6s m > 2. Seja i um ponto extremo
de T, e seja ej o arco incidente no nd i de T. Se N=N-{i} e A:A—{ej}, entdo

TZ[N, A] ¢ uma arvore.

Prova: Como T é um subgrafo da arvore T, pela Preposicao 4.6, T ¢ aciclico. Por

A

constru¢do, T tem menos um arco do que o niimero de nds. Portanto, pela Preposigdo

4.6, T ¢ uma arvore. ¢

Estamos agora aptos a apresentar um resultado importante sobre os arcos de uma arvore
e as correspondentes colunas na matriz de incidéncias dos nds nos arcos. Convém
recordar que assumimos que a rede ndo contem arcos multiplos. Assim, existe uma
correspondéncia biunivoca entre os arcos do um grafo e as colunas da matriz de
incidéncias dos nds nos arcos. Isto ¢, a um arco € de A corresponde uma coluna j da

matriz de incidéncias dos nos nos arcos A € vice-versa.

Preposicéo 4.10:
Seja A a matriz de incidéncias dos nds nos arcos para um grafo proprio G e seja
T =[N, A] um subgrafo de G que ¢ uma arvore com pelo menos dois nos. Entdo
{A(]): ejeA} ¢ linearmente independente, i.e., as colunas da matriz A associadas

4 ~ . . 2
aos arcos da arvore sdo linearmente independentes”.

2 . . - o1 . ~ . ;.
Diz-se que o sistema de vectores {A;: i=1, 2, ..., n} é linearmente independente se ndo existe uma série

{ai}ic12,.. 070 tal que Z:in:logiAi =0.
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Prova: Seja m o niimero de nos da arvore T. Suponhamos m = 2. Entdo, pela Preposi¢ao

)

4.6, A contém um arco ¢;j, atendendo a que A(j) = e ™20, a preposicao verifica-se

para m = 2. Suponhamos m > 2. Seja n o maior dos inteiros tal que, para todos os

subgrafos TZ[N, A] de G que sdo arvores com k nos sendo 2 < k <n, {A(j): ¢je A }
¢ linearmente independente. Pelo pardgrafo anterior sabemos que n > 2, assumindo por

hipotese que n < m conduz a uma contradi¢do. Pela definicdo de n devera haver uma

A

arvore T=[N, A] com n+1 nds para a qual {A(j): eje A} ¢ linearmente dependente.
Logo tem de existir um conjunto de constantes {vj: eje A} com algum elemento ndo

nulo tal que 2ica vj A(j) = 0. Seja L o conjunto de pontos extremos da arvore T. Pela

Preposicao 5.8 L # ¢ e seja p um ponto qualquer de L sendo ey o arco incidente

em p. Seja T=[N, A], onde NZN—{p} e AZA—{eW}. Pela Preposicao 5.9 T ¢
uma érvore. Como, o nd p ¢ incidente no arco e, de A, Api= 0 para todos os g€ A .
Assim, para a componente p

2 €jcA ViAp = VuwApw T2€jcaAVjApi=VwApuw=0.
Como Apwe{+1, -1}, seja vy=0. Entdo Xica VjA(J)=0 e {vj: eje A} ndo sdo todos
zeros. Portanto, {A(j): ejeA} ¢ linearmente dependente. Mas, T ¢ uma arvore com N
nos, isto contradiz a defini¢do de n. Consequentemente, N = m, portanto, todos os subgrafos

de G que sdo arvores com dois ou mais nos tém a propriedade dos {A(j): eje A} serem

linearmente independente. ¢

Preposicéo 4.11:

Todo o grafo conexo G = [N, A] com N # ¢ tem um subgrafo que ¢ uma arvore

geradora.
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Prova. Seja G conexo, e seja n o numero de noés de G. Se n= 1, entdo o conjunto dos
arcos A = ¢, implica que G ¢ uma arvore, sendo ela propria uma arvore geradora de si mesmo.
Se n > 2, seja m o maior inteiro tal que, exista um subgrafo de G que ¢ uma arvore e tem m
nods. Qualquer subgrafo de G com um no6 ¢ uma arvore, entdo m > 1. Serd mostrado que se for

m < n resulta uma contradicao.

A A

Pela defini¢do de m, existe um subgrafo de G indicado por T =[N, A], que ¢ uma arvore
que tem m nos. Como, N tem m < n nos, N—N#(I). Seja L o conjunto dos arcos de A

incidentes num n6 de N e noutro de N-N. O conjunto L # ¢, visto que, caso

contrario o grafo G nao seria conexo. Dado um arco ejeL, seja j pertence a N-

N o né onde o arco i incide e seja TZ[N, K],onde ﬁ:Nu{j} e K:Au{ei}.

Por construcdo, T ¢ um subgrafo de G que ¢ uma arvore e tem m+1 nods. Isto
contradiz a definicdo de m. Logo tem que ser m = n, portanto, existe sempre a arvore

geradora de um grafo G. ¢

As Preposicoes 4.10 e 4.11 mostram que para um dado grafo G, com a correspondente
matriz de incidéncias dos nos nos arcos A, existe uma arvore geradora de G, indicada
por T, tal que as colunas de A correspondentes aos arcos de T s@o linearmente

independentes.
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Mostremos agora em primeiro lugar que a caracteristica de A ¢ igual ao numero de nos
menos um, ¢ em segundo lugar que o conjunto maximo das colunas linearmente

independentes de A corresponde a uma arvore geradora.

Preposicéo 4.12:

Seja A a matriz de incidéncia dos nos nos arcos do grafo proprio G que € conexo
e tem N nos. Entdo a caracteristica de A ¢ igual a n-1.
Prova: Pela Preposicdo 4.11, G tem uma arvore geradora T. Pela Preposi¢ao 4.6, T tem
n-1 arcos. Pela Preposi¢do 4.10, {A(j): ejc A} s@o linearmente independentes. Assim, a
caracteristica de A € pelo menos n-1. Como 1A=0, a caracteristica de A ¢ inferior a n.

Entdo a caracteristica de A é n-1. ¢

Preposicéo 4.13:
Seja A a matriz de incidéncia dos nds nos arcos do grafo proprio G = [N, A]
com n nos. Seja A um subconjunto de A tal que {A(j): eje A} ¢ linearmente
independente e A tem n-1 arcos. Entdo T=[N, A] ¢ uma arvore.

Prova: O Corolario 4.5, implica que um ciclo nao pode ser formado a partir de T, visto

que, {A()): g€ A} ¢ linearmente independente. Como T tem menos um arco que o

nimero de nds e ¢ aciclico, T ¢ uma arvore pela Preposicao 4.6. ¢

4.2- Caracterizaciao de uma rede

Na nossa defini¢do do problema PL normalizado, a matriz das restricdes A tem uma

caracteristica igual ao nimero de linhas. Pela Preposicdo 4.12, a matriz da incidéncia
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dos nds nos arcos para o problema PR tem uma caracteristica igual ao nimero de linhas
menos um. Logo ndo se pode aplicar ao problema em redes o método do Simplex

usando directamente a formulacao anterior.

Existem duas maneiras de proceder, para aplicar o método do Simplex, ambas
reformulando o problema PR de modo que a matriz das restricdes tenha uma
caracteristica igual ao nimero de linhas, “full row rank™: (1) podemos fazer desaparecer
uma linha da matriz de incidéncias dos nds nos arcos; ou (2) podemos adicionar uma
coluna linearmente independente, i.e., adicionar uma nova variavel que terd de ter o
limite superior igual a zero. Assim consegue-se que a nova matriz das restricdes tenha
caracteristica igual ao niimero de linhas. Nesta abordagem para o problema PLR
escolhemos a Ultima maneira de proceder. Consideremos a seguinte formulagio para o

PLR:

min ¢x
s.a.
Ax+ae=r }PR
0<x<u
0<a<0
Onde A ¢ a matriz de incidéncia dos nds nos arcos, € k ¢ um inteiro ndo superior ao

numero de nos n. Como a esta restringido a zero, qualquer 6ptimo este PLR sera optimo

para o problema PLR original.

Observe que o coeficiente desta varidvel na funcdo objectivo ¢ nulo. No entanto, o
coeficiente ndo necessita de ser nulo, visto que, o valor que toma a varidvel ¢ nulo. No
subcapitulo 4.3, esta observag¢do corresponde a afirmar que os potenciais dos nés sdo

definidos a menos de uma constante aditiva.
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Mostraremos que existe um conjunto de n colunas da matriz [A | ek] que ¢ uma base

para o espaco euclidiano n-dimensional .

Preposicao 4.14:
Seja A a matriz de incidéncia dos nds nos arcos para o grafo G = [N, A] proprio
e conexo, com n nés. Seja T = [N, A], uma arvore geradora de G. Entdo

Q={A(j): eje A yU{e"} ¢ uma base para o espago R".

. k - ~ . ~
Prova: A prova consiste em mostrar que os versores {e :1=1, ... , n} sdo combinagdes

lineares dos vectores de Q.

O vector e* & uma combinacdo trivial. Sejap #k epe{l,....,n}. Como T ¢ uma arvore

geradora de G pela Preposicdo 4.6, existe um Unico caminho P = {s,, €1, s2, €j2,..., Sq,
—

p

€g» S €m que T liga os nos p e k. Pela Preposicdo 4.3 sabe-se que
——

k
D O0/(P)A()= € — e
Consequentemente, e +Z:?:1 O, (P)A(j;) = €°, portanto, e” ¢ uma combinagéo linear dos

vectores de 2. Pelo que fica provado que Q2 é uma base para R" . ¢

Assim, conseguimos aumentando a rede que a matriz das restricdes passe a ter
caracteristica igual ao nimero de linhas. Este elemento que foi introduzido ¢ um arco

que nasce num nd mas nao termina em nenhum outro no.
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) J
(»)

(a) (b)

Figura 4.6 — Conceito de raizes. (a) — Grafo com raiz. (b) — Arvore com raiz.

Quando nos referimos a um grafo associado com este problema de PLR aumentado, o
arco associado a varidvel a ¢ dito arco raiz e no k um né com raiz. Mais ainda, o grafo
correspondente ¢ chamado um grafo com raiz, e um grafo com raiz que seja uma arvore
¢ chamado uma arvore com raiz. Os arcos raiz sdo representados nos desenhos por um
arco incidente num unico no, saindo do nd, visto que, o respectivo elemento associado
com a matriz A aumentada tem valor igual a unidade. A Figura 4.6 ilustra um grafo com

raiz e uma sua arvore com raiz.

Preposicéo 4.15:
Seja A a matriz de incidéncia dos nos nos arcos para um grafo proprio com raiz

G =[N, A], com a raiz no né k. Se QQ ¢ o conjunto dos vectores que sdo as
colunas da matriz basica para [A | ek], entdo e’eQe T=[N, A] com A= {e;:

A(j)eQ2} ¢ uma arvore geradora de G.

100



4- METODO SIMPLEX PARA PROGRAMACAO EM REDES

Prova: Seja ) uma matriz basica para [A | ek]. Pela Preposicao 4.14, a matriz
aumentada [A | €] tem a caracteristica igual ao namero de linhas. Pela Preposigdo 4.12,

A ndo tem a caracteristica igual ao numero de linhas, entdo e*cQ. Seja n o numero de

nods de G. Entdo A devera corresponder a n-1 colunas linearmente independentes de A.

Pela Preposi¢ao 4.13, T é uma arvore geradora de G. ¢

Estamos agora aptos a efectuar a caracterizacao da base para o problema PLR.

Preposicéo 4.16:
Seja A a matriz de incidéncia dos nds nos arcos para um grafo proprio, conexo e
com raiz no nd k. O conjunto das colunas de A correspondente a uma arvore

geradora de G mais e, ¢ uma matriz basica para [A | €"].

Prova: A prova ¢ uma consequéncia imediata das Preposicoes 4.14 ¢ 4.15. ¢

Temos assim uma preposicao que faz uma caracterizacdo para uma base do problema
PLR. Seguidamente apresentamos um teorema que caracteriza uma propriedade
algébrica para a matriz basica de um problema PLR. Estas duas propriedades, em
conjunto proporcionam a especializacdo do algoritmo primal simplex para o

problema PLR.

Convém recordar que uma matriz, triangular, ndo singular, ¢ uma matriz quadrada com
valores diferentes de zero na diagonal principal e zeros acima da diagonal principal, ou

aquela que ¢ levada a ter esta forma pelo troca de linhas e colunas. A proxima
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proposicao mostra que a matriz basica para um problema PLR associado a um grafo

proprio € triangular.

Preposicéo 4.17:
Seja A a matriz de incidéncia dos nds nos arcos para um grafo proprio G,
conexo e com raiz no nd 1. Se B é uma matriz bésica de [A | €'], entdo B ¢é
triangular.
Prova: Seja T = [N, A] uma arvore com raiz determinada pela matriz béasica B, e seja n
o nimero de nds de T. Como G ¢ um grafo proprio n > 2. Pela Preposi¢ao 4.8, T tem
pelo menos dois pontos extremos. Seja n; um ponto extremo de T que ndo € no raiz. Se
ejy € o arco em T incidente em n;, entdo a linha n; de B tem s6 um elemento nio nulo,
igual +1 se o arco estd orientado do nd n; para outro nd, ou igual -1 se o arco esta
orientado de outro nd para n6 n;. Assim, reordenando as linhas e colunas da matriz
basica, tomando para a primeira linha e para a primeira coluna, a linha correspondente
ao nd n; e a coluna correspondente ao arco €y, podemos representar B da seguinte

maneira

€j1

—r— !

+1 : 0 {no Ny
s | |

te i B

Seja T'= [N — {n;}, A — {eju)}]. Pela Preposicdo 4.9, T' ¢ uma arvore com n -1 arcos.
Se n-1=1,entdo B' ¢ triangular, visto que, a Gltima coluna de B corresponde ao
vector . Se n -1>1, entdio, de novo pela Preposigio 4.8, T' tem pelo menos dois pontos

. . 1 ~ r J
extremos. Considere de novo o processo, seja n, um ponto extremo de T que ndo € no
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raiz e seja €j) 0 arco em T! incidente em n,. Entdo a linha n, de B! tem s6 um elemento

ndo nulo, como anteriormente igual a +1 ou -1.

Assim, tomando, respectivamente, para a segunda linha e para a segunda coluna, a linha
correspondente ao no n, € a coluna correspondente ao arco €j), podemos representar B

da seguinte maneira

€j1 €2
+1 { nomn,
+1 { no n,.
ies _____________________________
+e' B’

Figura 4.7 — Processo para transformar a matriz B numa matriz triangular.

Em cada repeti¢do deste processo ¢ introduzido na matriz reordenada uma nova linha
e coluna, repetindo o processo o nimero de vezes igual ao nimero de nds do grafo, B

¢ transformada por reordenacao das linhas e colunas na forma triangular. ¢

Observe que o ultimo nd e arco que ¢ escolhido pela reordenagdo ¢ o né raiz e o arco

raiz, visto que, o arco raiz ¢ incidente s6 num no.

Convém recordar que uma matriz triangular permite uma inversao rapida com menos

operacdes. Assim, determinada a matriz basica B para um problema PLR apds a
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reordenac¢do das linhas e colunas, obtendo a forma triangular B, é mais facilmente a

~ A ~ . D -1
obteng¢do dés expressdes onde existe B .

A Preposi¢ao 4.17, ndo s6é mostra que a matriz basica de um problema PLR ¢
triangular, mas também permite construir um algoritmo para determinar uma
reordenac¢do das linhas e das colunas que transforma a matriz basica de um problema

PLR numa matriz na forma triangular.

ALGORITMO 4.1 — Algoritmo da transformacio para a forma triangular

Passo 0 — Iniciar. Dada a matriz B o problema PLR com grafo G. Sejam T =[N, A]
uma arvore geradora para G com n de nds e raiz no né k. Iniciar o indice de
iteracdo 1= 1.

Passo 1 — Encontrar um ponto extremo que ndo seja né com raiz. Seja r # k, um ponto

extremo de T, e seja e; um arco de T incidente em r.

Passo 2 — Inserir a linhar e acolunasem B. Sei <« n-1 segue para o passo 4.

Passo 3 — Reduzir a &rvore (podar a arvore). Fazer T=[N— {r}, A— {e;}]ei « i+ 1,
voltar ao passo 1.

Passo 4 — Inserir o né com raiz e o0 arco raiz.
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Como exemplo de aplicacdo deste algoritmo considere o problema do exemplo 3.1

min X, +X, +3x; +10x,
X, + X+ X, =
+x,= 0

=-5

sa
-X, +X,
-X, —X;— X,

as restri¢des de nao negatividade sdo as seguintes:

0<x,<4,0<x,<2,0<x,<4,0<x,<10, 0<x,<1

O grafo com raiz ¢ ilustrado na Figura 4.8. Existem trés arvores geradoras possiveis

para o grafo G do exemplo 3.1. As arvores geradoras com raiz, e as matrizes basicas ja

na forma triangular sao ilustradas na Figura 4.9.

no raiz

2.4 3)¢5)

€3

[10, 10]
€4

Figura 4.8 — Rede do exemplo 3.1 com raiz.
A representacdo de arvore geradora com raiz associadas com uma matriz basica do

problema PLR torna possivel e facil a transformacao para a forma triangular.
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€4 €1 nos
-1 0 o0 3
el 1 1 o0 1
o -1 1 2

) v

e4
(a)
el €2 nos
1 0 0 1
-1 1 1 2
(d)
(c)
€3 (S| nos
-1 0 0 3
el 1 1 0 1
0 -1 1 2

D
(e) ()
Figura 4.9 — Arvores geradoras com raiz para o grafo da Figura 4.8 ¢ matriz B.
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4.3- Especializacio primal simplex

Considere que a matriz basica B j4 esta na forma triangular. Convém, recordar o passo

do algoritmo primal simplex que necessita da inversdo da base B para saber se uma
varidvel ndo béasica x) ¢ escolhida para uma operagdo de alteragdo de fluxo: a
componente i correspondente do vector ¢ — ¢® B'N indicada por [¢" — ¢® B'N]; tem
que ser calculada (ver passol do ALG 3.2 — Algoritmo Primal Simplex). A inversao da
base B ¢ necessaria para o calculo do vector ¢® B'N. Seja n = c¢® B, observe que esta
denominacdo estd de acordo com a Preposi¢do 3.11. As coordenadas do vector w, os
7;’s, sdo chamados de variaveis duais ou potenciais dos nds. Portanto, 7t ¢ a solucdo do
sistema das equacdes lineares © B = ¢”. Como B ¢ triangular, T pode ser obtido por
substitui¢do de tras para a frente, resolvendo primeiro em ordem a tltima componente e

depois, por substitui¢ao até a primeira componente.

@ el e e es3 a nos
1 1
-1 4
€l €2 B= -1 2
-1 1 1 3
DR

€3 c4

Figura 4.10 — Arvore geradora com raiz.
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E facil usar a arvore com raiz associada com B, indicada seguidamente por Tp, na
obtencdo das componentes do vector m. Como exemplo considere a arvore geradora
com raiz com a correspondente base ilustrada na Figura 4.10. O sistema de equagdes

para a arvore geradora Tp, © B = ¢”, tem a forma triangular ilustrada na Figura 4.11.

_.B
\Q -T03 =¢C
B

Figura 4.11 — Sistema de equagdes © B = ¢”.

Obviamente, quec; ¢ nulo ou um valor qualquer indeterminado, pelo que ja se afirmou
no subcapitulo anterior. O sistema de equagdes pode ser resolvido por substituicao de
tras para a frente, comegando com 7s = c., geralmente é considerado nulo o potencial
do né raiz. No entanto, observe que os potenciais sdo definidos a menos de uma
constante aditiva que ¢ o potencial no n6 raiz. Portanto, concluindo para uma base B
associada a arvore Ty com o no raiz k, resolver em ordem a 7 o sistema & B = ¢°

conduz a:

T, =0

Ty — o) =C; para €; pertencente a Ty

O algoritmo seguinte determina as coordenadas do vector m usando a conclusdo

anterior.
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ALGORITMO 4.2 —Para determinacao as variaveis duais

Passo 0 — Iniciar. Seja Tg =[N, A] a arvore com raiz no no k associada a base B.

Fazer mc=0, N"= {k} e NV= N — {k}.

Passo 1 — Encontrar um arco com né “para” onde se dirige n&o pertencente a N*.

Seja eje A tal que p(j)eNY e d(j)eN". Se tal arco ndo existir, seguir para o passo 3.

Passo 2 — Calcular o potencial do n6 “para’ onde se dirige o arco.

Fazer 1y = -G+ g, N* <= N'U{p(j)}, NV« NU={p(j)}, seguir para o passo 1.

Passo 3 — Encontrar um Arco com n6 ““de” onde provém o arco néo pertencente a N“.

Seja eje A tal que d(j)eN" e p(j)eN". Se tal arco ndo existir, o algoritmo termina.

Passo 4 — Calcular o potencial do n6 “para’ onde se dirige o arco.

Fazer mqg= Cj+ mp(), N- « NCULT()}, NY «— NY— {T(j)}, seguir para o passo 1.

Assim, considerando que a variavel dual para o n6 raiz ¢ nula, todas as variaveis duais
ficam determinadas univoca, visto que, o grafo da arvore com raiz ¢ conexo € nao tem
ciclos. Os conjuntos dos arcos escolhidos para alteragao de fluxo passam a ser descrito

em fungdo 7t como se segue:
vi={ ¢ x7=0 e ¢j — 1) + 1r(j) < 0}

Wo={ ¢j: Xj= uj e ¢ — 1) + Tr(j) > 0.
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As componentes de ¢ B'N podem ainda ser determinadas de outra modo. Para isso seja
B a base ¢ T; a correspondente arvore. A componente i do vector ¢® B'N ¢ determinada
por ¢® B'N(). Seja A(k) = N(i) e sejay = B'A(k), note que exe Tg, entdo [¢” B'NJ; ¢
igual a c®y. Portanto para determinar y ha que resolver o sistema

By=A(k)=e® —er®, (4.3)
Como B ¢ triangular, y pode ser obtido facilmente, usando a arvore Ty para resolver o
sistema de equacdes. Seja P={si, €ji, S2, €j,..., Sn, €n, Sn+1} O Unico caminho em Tp

ligando o n6 F(k) ao n6 T(k). Entdo pela Preposicao 4.3:
Y70, (P) A)=e"® — "
Entdo ¢® B'N(i)= c®y é igual a:
> "¢, 0,(P) (4.4)
Qualquer uma destas metodologias pode ser usada, contudo a primeira tem sido

adoptada pela maior parte dos grupos que se dedicam ao desenvolvimento de codigos

para problemas lineares em rede.

A equagdo 4.3, serve para determinar y = B A(k) cujas coordenadas sdo entdo

determinadas pela sequéncia de orientacdo dos arcos no caminho P:

O,(P) se e, =e, €P
yn :{ ! ! (45)

0 caso contrario
Como |O,(P)|=1 océlculo de A; e A, passa a ser feito através de:

Alzo%l)r:l(s {Xji, 0} e Azz_gil}él)lza { Uj—Xji, o0}
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Considere a arvore geradora com raiz da Figura 4.10. O arco ex = (2, 4) ¢ um arco nao
pertence a arvore. O caminho P={ 2, e,, 3, e3,..., 5, €4, 4} tem a sequéncia de orientacao
O(P)={-1, -1, 1}. O ciclo formado para o calculo das coordenadas de y ¢ ilustrado na

Figura 4.12.

Figura 4.12 — Ciclo formado por (2, 4).

O algoritmo primal simplex num grafo ¢ descrito pelos passos que de seguida sao

indicados.

ALGORITMO 4.3 — Método Primal Simplex num Grafo
Passo 0 — Inicializacd0. Seja [x® | x"] uma solugio bésica possivel sendo arvore Tg.

Calcular t usando o Algoritmo 4.2.

Passo 1 — Avaliacéo. Seja y; o conjunto dos arcos nao basicos com fluxo igual a zero e
TRG) — T1() — Cj = 0,1.e., \|/1={ej: Xj= Oe TRG) — T1() — Cj = 0}
e Y2 o conjunto dos arcos ndo bésicos com fluxo igual ao seu maximo e

TRG) — 1) — Cj < 0,1e., sz{ejl Xj = Uj € TR(j) — T1(j) — Cj < 0}.
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Se WUy, = ¢ o algoritmo termina, sendo [x® | x"] um ponto Optimo; caso

contrario seleccionar exey LUy, e fazer:

52 +1 se €, eV,
-1 se e, €V,

Passo 2 — Atribuicdo do passo. Seja P={sy, €j1, S2, €2,..., Sn, €jn, Sn+1} O passo em Tp que
liga F(k) a T(k). Fazer:

A1=Oli1(1pi)118 { X, Too}, Ap= _ggl)lzs { uj=X;;, Too} e A=min{A;, Ay, uy}

Passo 3 — Actualizagdo dos Fluxos. Fazer xx = x¢ + A 8. Para todos os arcos ¢;
pertencentes ao caminho P fazer xi;= xi;,— A 6 O;i(P). Se A = uy, seguir para
o passo 1.
Passo 4 — Actualizagio da Arvore e das Variaveis Duais. Seja:
yi={ej: X;;= 0, onde O;(P) =6} e ws={e;: ;= uj;, onde -O;(P) = d}.
Seleccionar um qualquer e, €ysUwy4. Substitui e por e, em Ty e actualizar

as variaveis duais pelo Algoritmo 4.2, seguir para o passo 1.

Como exemplo de aplicagdo deste algoritmo considere de novo o Exemplo 3.1 que sera

agora resolvido usando o Algoritmo 4.3.

Passo 0 — (Inicializacd@o). Seja[x; X» X3 X4 Xs5]=[0 0 4 1 0], sendo
xb= [x1 x4 Xs]e X\ = [x2 x3].

Passo 1 — (Avaliagdo na Iteragdo 1). Para e;: m, — 3 — ¢, = 0—(-9) —1 =8 = e, ey,. Para
e M — M3 —C3=1-(-9) 3 =7 = esgy; e esgy,. Assim, y;={e2}, Wr=¢.

logoex=e,ed=1.
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Passo 2 — (Atribuic@o do Passo). A;= min{Xx4, +oo} = min{l, +oo} =1
A; = min{ U—X;, oo} = min{4-0, +oo}=4, A =min{A;, A, Uy} = min{l, 4,2} = 1.
Passo 3 — (Actualizagéo dos Fluxos). x,= 0+ 1(1) =1

x1=0— 1(1)(=D=1, x4=1—-1(1)(1)=0.

x,=0
m,=1 u,=2
e, ¢,=1,x,=0
m,=0
(@) (b)
=2
€5, =3, X,=3
=1
€, C=1, x,=2
=
(d) (e)

Figura 4.13 — Arvores e ciclos para a resolugdo do Exemplo 3.1.
(a) — Arvore para a iteragdo 1. (b) — Ciclo para a iteragdo 1.
(c) — Arvore para a iteragdo 2. (d) — Ciclo para a iteragdo 2.
(¢) — Arvore para a iteragdo 3.
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Passo 4 — (Actualizacdo da Arvore e das Variaveis Duais). w3 = {e4}, w4 = ¢. Assim,
em = €4, xB= [x1 X2 Xs],e XV = [x3 X4].
Passo 1 — (Avalia¢do na Iteragdo 2 com [x; X X3 X4 Xs]=[1 1 4 0 O0]).
Paraes: my—m3—c3=1-(-1) -3 =-1= e;ey,.
Paraes my—m3—ca=1—-(-1)-10=-8 = es2y; € €4 >.
Assime,=¢e3;ed=-1.
Passo 2 — (Atribui¢éo do Passo). P={1, e, 2, e, 3}. A; = min{co} = o0
Ay =min{4-1,2-1, 0} =1, A=min{oo, 1,4} = 1.
Passo 3 — (Actualizacéo dos Fluxos). x3=4 + 1(-1) =3
Xi=1-=1(-1)(1)=2, %= 1-1(-1)(1) = 2.
Passo 4 — (Actualizacdo da Arvore e das Variaveis Duais). wi=0, ys={e,}. Assim,
em= €2, 2= [x1 x3 Xs],e X\ = Xy  X4].
Passo 1 — (Avaliacdo na Iteracdo 3 com [X; X2 X3 X4 Xs=[2 2 3 0 O0]).
Para e;: m, — 3 — ¢ = 0—+(-2) —1=1= e, gy, ou Y.
Para es: mp — 3 — ca = 1+(-2) —10=-T= es2 | € €4 >.

Concluimos assim que, o 6ptimo foi atingido.

O método primal simplex num grafo ¢ um método expedito ndo s6 para utilizagdo
didactica em célculo manual, mas também para uma implementa¢do eficiente em
computador, recorrendo a técnicas computacionais adequadas quer para armazenamento
de dados, quer para processamento eficiente do codigo ditas de tecnologia de
implementagédo. Esta tecnologia envolve o desenvolvimento de estruturas de base de
dados, juntamente com algoritmos apropriados a execu¢do dos varios passos do método,

que ndo sdo abordados no ambito deste texto. Para iniciar o algoritmo do simplex ¢
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necessario conhecer uma solucao basica possivel. Esta solugdo nem sempre ¢ facil de
ser encontrada. Em seguida serd descrita uma técnica util para determinar uma solugdo

basica possivel para iniciar o algoritmo do simplex.

4.4- Solugao basica possivel inicial

O passo inicializacdo do Algoritmo 4.3 exige encontrar uma solugdo basica possivel
com a qual se inicia o algoritmo. O método de “all-artificial start” é um método
sistematico que permite encontrar uma solu¢do basica possivel com a qual se inicia o

algoritmo. Neste método, somente os arcos adicionadas, chamados arcos artificiais, tem

fluxo ndo nulo. Os arcos da rede determinada pelo problema t€ém fluxos nulos. Para

apresentar o método, considere uma rede, associada a um problema PLR, com | nds.

O método “all-artificial start” envolve o aumento da rede pelo acréscimo de um novo
no, 1+1 com requisito nulo. Na rede original para cada no fonte i, com requisito r;
positivo, adicionamos um arco artificial do né i para 1+1 com custo unitario de
transporte nulo e capacidade infinita. O fluxo neste arco ¢ igual a r;, satisfazendo a lei
de conservagdo do fluxo no no i. . Na rede original para cada né k com requisito I
negativo (procura), adicionamos um arco artificial de 1+1 para K com custo unitario de
transporte e capacidade infinitos. O fluxo neste arco serd igual a | Iy |, satisfazendo a lei
de conservacao do fluxo no n6 k. Como os custos unitarios de transporte dos ultimos
arcos artificiais sdo infinitos, qualquer solu¢do sem fluxo nestes arcos sera melhor que
uma solucdo que contemple fluxo ndo nulo neles. Portanto, fica assegurado que se
existir um ponto optimo o fluxo nos arcos artificiais tem que ser nulo. Esta formulag¢ao

corresponde ao que tradicionalmente se chama, em literatura de programacao linear,
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método “Big-M”, i.e., método do grande M, visto que, o infinito em computagdo tem

que ser simulado por um niimero grande.

Um exemplo do método “all-artificial start” ¢ apresentado na Figura 4.14. Note-se que

o nd 5 serve apenas como um destino ficticio com uma procura nula.

(©)

Figura 4.14 — Exemplo de “all-artificial start”. (a) — Rede original. (b) — Rede

aumentada com o nd e os arcos artificiais. (c) — Arvore geradora.
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4.5- Estratégias de avaliacio

Um arco ¢; pode ter uma alteracdo de fluxo favoravel se ejey Uy, (ver Passo 1 do
Algoritmo 4.3). A estratégia de avaliacdo selecciona entre vdarios arcos dentro do
conjunto ;U\, 0 arco nao basico cujo fluxo sera alterado. As estratégias usadas vai
desde a seleccao do primeiro arco candidato até a selecc¢ao, do arco candidato que tenha

o maior valor absoluto de lucro reduzido |mgg) — Trg) — Cjl-

Na maior parte das estratégias de avaliagdo, o ficheiro dos arcos ¢ gerido de forma
cronologica, isto ¢, numa pesquisa anterior o ultimo elemento observado foi o
localizado na posigdo k entdo, a préxima em pesquisa comega na posi¢ao k+1. Sempre
que o fim do ficheiro ¢ alcancado, a pesquisa continua na posi¢ao 1. O método simplex
termina quando a pesquisa através do ficheiro dos arcos ndo consegue encontrar um

arco candidato que por uma alteragdo de fluxo melhora o valor corrente da fungao

objectivo
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5-ALGORITMO DA CONDICAO PARA A PROGRAMACAO EM REDES

Neste capitulo sera apresentado outro método conhecido por Algoritmo da Condicao
para a resolugdo do problema de PLR. O problema PLR em estudo estd escrito na

seguinte formulagdo candnica:

min c¢x
sa Ax=r PR
0<x<u

Onde A ¢ a matriz de incidéncias dos nds nos arcos € 1r=0, i.e., a soma dos fluxos

que entram nos nos € igual a soma dos fluxos que saem dos no6s. Ainda, neste algoritmo
assume-se que u>0. O Algoritmo da Condi¢éo foi desenvolvido, como se disse no
capitulo 1, por Delbert Fulkerson em 1961. Contrariamente ao primal simplex, o
algoritmo da condi¢do ndo ¢ mais uma especializacdo de um método geral. Este
algoritmo foi desenvolvido especificamente para o problema PLR. Alguns estudos
computacionais tém sido efectuadas com o objectivo de comparar o desempenho do
Algoritmo Simplex para problemas em rede com o do Algoritmo da Condi¢do, mas

ainda se mantém duvidas sobre qual dos algoritmos ¢ superior.
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5.1- Condig¢oes de optimo

Este subcapitulo apresenta um conjunto de condigdes permitem terminar o algoritmo da
condi¢do com a conclusdo de que o optimo foi identificado. Estas condi¢cdes sdo uma
especializacdo das condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker apresentadas no capitulo 3.4.

Considere [N, A] o grafo associada ao problema PLR, as condi¢des de Karush-Kuhn-

Tucker para o problema podem ser apresentadas pelo seguinte sistema de Karush-Kuhn-

Tucker:
Ax=r 0<x<u 5.1
()~ Top() — € = B — A, para todo (5.2)
(xj —uj)uj =0 paratodo e; €A (5.3)
X;A;=0 paratodo e; €A (5.4)
e
u; 20, 4,20 paratodo e € A (5.5)

]

Caso seja obtido um conjunto de vectores (X, T, |, A) que satisfacam as condi¢des 5.1 a
5.5, entdo x ¢ 6ptimo para o problema PLR, visto que, este problema ¢ um problema de

programag¢do matematica convexo.

A cj =T — Ty —¢; € associado o nome de lucro reduzido, o seu simétrico € o custo

reduzido. Os vectores p e A podem ser eliminados do sistema de Karush-Kuhn-Tucker

acima apresentado, introduzido em sua substitui¢@o o lucro reduzido, visto que, A;>0 ¢
u; >0 n3o podem se verificar simultaneamente, atendendo a (5.3) e (5.4). e a que

u>0.
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Considere os casos.

Caso 1 — Para um arco j com ci<0 por 5.2 ¢ 5.5 A; >0. Logo 5.4 nédo sera

satisfeito se x; # 0, para o arco j 5.2 a 5.5 verificam-se se

Ai=-cj n;=0 e x;=0.
Caso 2 — Para um arco j com Ej >0 por 5.2 ¢ 5.5 pu;>0. Logo 5.3 néo serd
satisfeito se x; #u;, paraoarcoj5.2a5.5 verificam-se se

By =cj,A;=0 ¢ x; =u;.

,Cj =

Caso 3 — Para um arco 0 por 5.2 ¢ 5.5 verificam-se se p; =A; =0, visto

que, A; >0 e p; >0 ndo podem se verificar simultaneamente.

As condig¢des de Optimo anteriores escrevem-se como:

AXx=r (5.6)

Ej <0 quandox; =0
para o arco j: Ej:() quando 0 < x; <u; (5.7)

cj>0 quandox; =u;

com Cj = TEF(j) _TET(j) —Cj

Se (x, m) satisfazem 5.6 ¢ 5.7, x ¢ um Optimo para a PLR.
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O algoritmo da condi¢do comeca por iniciar o vector 7, vector cujas coordenadas sdo as

variaveis duais, também conhecidas por potenciais dos nos, e o vector dos fluxos x,

satisfazendo A x=r, 0<x<u, tal como o Algoritmo do Simplex necessita de uma

solucdo basica admissivel inicial. Os fluxos podem ser obtidos de forma sistematica

pelo método dos arcos e no artificiais, como ja se disse em 4.4. Se os fluxos satisfazem

5.6 e 5.7 o algoritmo termina com a conclusdo que o vector x corrente ¢ um Optimo,

caso contrario os fluxos x, ou as variaveis duais T ou ambos sao alterados.

Se um arco j satisfaz a 5.7, entdo e ¢ dito estar na condi¢do, caso contrario, e ; esta

fora da condicd@o. As varias condigdes que podem ocorrer sdo ilustradas no Quadro 5.1.

Quadro 5.1 — Condigdes possiveis de um arco ¢,

c; <0

Cj:O

c;i>0

X; =, Fora da condic¢ao

Na condi¢do

Na condi¢do

0<X;<u; | Fora da condi¢io

Na condi¢ao

Fora da condi¢ao

x;=0 Na condigio

Na condi¢ao

Fora da condi¢ao

Observe-se que das nove condigdes possiveis, cinco delas apresentam e; na condig@o.

Para cada uma das nove condi¢des ¢ definido um ndmero de condi¢do, como se

apresenta no Quadro 5.2.
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Quadro 5.2 — Condigdes possiveis de um arco ¢,

Ej<0 Ej:() Ej>0

X, =u, X 0 0
O<Xj<uj X; 0 u; —X;
xj:0 0 0 u; —X;

Note-se que os numeros de condicdo s3o todos ndo negativos e sdo as alteragdes de
fluxo necessario para que o arco esteja em condi¢cdo. Na primeira coluna o fluxo no arco
tem que decrescer, na segunda ¢ indiferente, enquanto que na terceira tem que ser

incrementado. Seja K; o numero de condigdo do arco e;. O numero de condigéo da

solugdo corrente, (x, 1), ¢ definido por

DK, .

ejeA
Uma solugdo cujo nimero de condigdo € zero resolve o problema PLR, ou seja, quanto
mais proximo o numero de condi¢do estiver de zero, mais proximo se estd da solugdo
optima. O método para o algoritmo da condi¢dao envolve alteragdes de (X, m) de forma a

que as seguintes condi¢des se verifiquem:

1 - O namero de condigdo de um arco nunca aumenta.

2— O numero da condicao ¢ reduzido, necessariamente em algum arco, apds

um numero de iteragdes finito.

O algoritmo da condi¢do tem duas fases, a fase primal que introduz alteragdes nos

fluxos dos arcos, e a fase dual que introduz alteragdes nas variaveis duais, ditas também
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potenciais dos no6s. Ambas as fases tem como objectivo reduzir o numero de condigdo,
1.e., algoritmo da condigdo faz iteragdes nas duas fases, a primal e a dual, até que se

verifique a condi¢do de paragens:

ZjeAKJ =0

5.3- Fase primal

Durante a fase primal as varidveis duais © mantém-se fixas. Os fluxos que sdo alterados
pertencem aos arcos de um ciclo que serd escolhido convenientemente como sera<
esclarecido mais a frente. Seja C={ s1, €jx1), S2, €j(2) 53, €j(3)» -+ » Sn> €j(n)s Sut1}s Sy =S,,1»
um ciclo simples no grafo [N, A] e seja a sequéncia de orientagcdo indicada por O(C).
0i(C) é o numero da orientagdo do arco i e A(ji) o vector coluna da matriz A
corresponde a esse arco, o somatdrio dos produtos, do nimero de orientagao de cada

arco pelo respectivo vector A( ji) ¢ nulo

0,(C)A(j,)=0

pela Preposicao 4.4
Seja y dado por

0,(C) se Je;, eCtalquee; =¢,

Y = L.
0 caso contrario

O vector y tem como coordenadas diferentes de zero os numeros de orientagdes dos
arcos da rede relativamente a um ciclo C: caso um arco ndo pertenca a este ciclo a

coordenada respectiva ¢ nula. Ou seja, se o arco da rede e, for também arco do ciclo C,
entdo y, =0, (C) (orientagdo do arco no ciclo), caso contrario y, =0. Logo Ay=0.

Como ilustracao considere a rede na Figura 5.1.
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Figura 5.1 — Exemplo de uma rede

Considere o ciclo C= { L, e, 2, ¢, 4, ¢,3, ¢, 1} a orientacdao dos arcos do ciclo ¢

O(C)={,1,-1,-1},sendo y=[I -1 0 1 —1]. A matriz de incidéncias dos nos nos

arcos ¢ dada por:

11
1 1
A=
1 1
1
(]
o
11
-1 0
| 11 . )
= X =
y 1 1
1 0
1

Considere o vector dos fluxos x possivel. Seja A >0, dado um ciclo e o correspondente

vector das orientagdes y, X=X+Ay satisfaz Ax=r. A transformacio de fluxo
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X =X+ Ay no ciclo C diz-se que aumenta o fluxo A. No entanto, convém salientar que
tal aumento corresponde para um arco e, cuja orientagdo y, =—1 a uma diminui¢do de

valor A no seu fluxo.

A

Considere K, o ntimero de condi¢do para o arco e, com fluxo x,, e Kk o numero de

-~ A .
condi¢do para o arco e, com fluxo X« . Dado o vector dos fluxos X, a fase primal tenta

A

encontrar um ciclo de modo que para x=x+Ay, K« <K, para todo o arco e, e

A

Km <K, para pelo menos um arco e, . Por outras palavras, tentar encontrar um ciclo

de modo que um aumento do fluxo nesse ciclo ndo aumente o nimero de condigdes de
nenhum arco e diminua o nimero de condi¢des de pelo menos um. No quadro 5.3, sdo

apresentadas as alteragdes de fluxo possiveis para os arcos num ciclo.

Quadro 5.3 — Alteragdes de fluxo possiveis para o arco e;

c; < ] ¢, 0 c, > 0
_ MNenhuma
= — -
X;=u I . Allaracao
= e Admitida
[} o
§ Py é Py
[ 1]
O<x;, <u . 5 ( ¥
=) 5
] ]
Menhuma % ®
X, = 0 Altaracio E 2
Admitida <T. -:?:

O método usado na fase primal do algoritmo ¢ a seguinte: Dado qualquer arco fora de

condicdo, e, encontrar um ciclo que inclua e, e permita de acordo com o Quadro 5.3

um aumento de fluxo no ciclo. Suponha que para o arco seleccionado fora de condicao
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¢s > 0. O método para verificar se existe um ciclo que inclua e, e permita de acordo

com o Quadro 5.3 um aumento de fluxo no ciclo, consiste na obtengdo de uma arvore
do grafo, designada por T, e com o no raiz no n6 F(s). Esta arvore sera de modo que, se
ono i e T, um aumento de fluxo serd apenas permitido no Gnico caminho que na arvore

T ligue o né i a0 no raiz. Se T(s)e T, o ciclo é o inico caminho na arvore T vai do nd
T(s) ao n6 F(s) fechando pelo e_, usando este caminho e retornando-se a T(s) através

do arco e, encontra-se o ciclo pretendido.

O algoritmo para a fase primal ¢ iniciado com a escolha de um arco fora da condigdo,

seja esse arco indicado por e, .

ALG 5.1 — Fase Primal

A

Passo 0 — Iniciar. Se ¢, <0, entio N ={T(s)} e Aq) =X, caso contrario

A

N ={F(s)} e Ags) =u, —X,. Atribuir ao conjunto dos arcos da arvore o

n

conjunto vazio A = ¢.

Passo 1 — Determinar os arcos para a arvore. Seja
v, ={ej te; £e,, ¢ >0,x; <uj,F(j)eEN,eT(j)eN}
e \|/2={ej:ej¢es,5jSO,XJ>0,F(j)eN,eT(j)eEN}

isto é, y; € o conjunto dos arcos diferentes do arco e, cujo lucro reduzido

c; >0, tendo fluxo menor que o fluxo maximo e que ndo partem dos nos

pertencentes a arvore, mas terminam num nd pertencente a arvore; e y, € 0
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conjunto dos arcos, diferentes do arco e, cujo lucro reduzido c¢; <0, tendo fluxo

maior que zero e que partem dos nds pertencentes a arvore, mas chegam aos nos

\

ndo pertencentes a arvore. Se y,Uwy, =¢, conclui-se que ndo existe

possibilidade de construir o ciclo pretendido, entdo segue-se para o algoritmo da

fase dual.

Passo 2 — Juntar a arvore um novo arco. Seleccionar um e, € y, Uy,. Se
e, €vy,, fazer Agy =min{A g, u, =X, }. Se e, €v,, fazer

Argy =min{Ag,X, }. Actualizar o conjunto dos noés e dos arcos,

A

I:I = I:Iu {F(k), T(k)}e A = Au {e.}. Se {F(s), T(s)} = N, seguir para o passo 3;

caso contrario seguir para o passo 1.

Passo 3 — Calcular os fluxos. Se ¢, < 0, aumentar o fluxo no ciclo de Ag(s)> €as0

contrario aumentar o fluxo no ciclo de A.

5.4- Fase dual

Se a fase primal termina com a conclusdao de que ndo existe ciclo, entdo alteram-se as

variaveis duais de modo a nao aumentar o numero de condigdo, isto ¢, mantendo os

fluxos dos arcos e ajustando as variaveis duais de forma conveniente.

A A

Seja a arvore com que terminou a fase primal indicada por T =[N, A]. Na fase dual

n

reduz-se cada uma das variaveis duais associadas com um n6 em N de um valor 6, onde
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A

B serd determinado pelo algoritmo seguinte. Seja e; € A. Entdo apos a redugdo das

variaveis duais tém-se

Portanto TE(r) = T1(r) = € = Tg(p) = Ty

Assim, reduzindo o valor de cada variavel dual corresponde a nds em T, ndo afecta o

nimero de condi¢gdes do arcos de T. Os unicos arcos cujos nimeros de condi¢do sdo

A

afectados por esta alteracdo sdo aqueles que sdo incidentes num n6 pertencente N e

A

num outro nd pertencente N — N.

O objectivo da fase dual ¢ determinar o valor da reducao O para as variaveis duais,
associadas com os n6s de T, de tal modo que nenhum nimero de condicdo dos arcos

sofra aumento e pelo menos um seja reduzido.

A alteragdo possivel para um arco ¢;, com T(J) eNe F(_]) € N-N, ¢ dada no quadro

A

5.4, enquanto que as alteragdes possivel para os arcos ¢;, com F(J) eNe T(j) eN-N,

¢ dada no quadro 5.5. as zonas em ambos os quadros sem indicacdo de valores
correspondem a situacdes que nao podem ocorrer na fase dual, visto que, correspondem

a situacdoes de expansdo da arvore da fase primal, i.e., correspondem a ter-se

YUy, 6.

128



5- ALGORITMO DA CONDICAO

Quadro 5.4 — Redugéo possivel em n ;)

Ej<0 cj=0 Ej>0

Quadro 5.5 — Redugéo possivel em n ()

Ej<0 c;j=0 Ej>0

A A

O algoritmo da fase dual ¢ iniciado com a arvore T =[N, A], obtida na fase primal.
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ALG 5.2— Fase Dual

Passo 1 — Determinar os arcos incidentes em T. Seja

v, ={ej :T(j)eI:I, F(j)eI:I, e c; <0}

e, :{ej :T(j)eEI:I, F(j)eIiI, e c; >O}

A

isto €, y, € o conjunto dos arcos que terminam nos nos pertencentes a N, mas

A

partem de nds ndo pertencentes a N, e tém lucro reduzido c;j<0;e y, éo

A

conjunto dos arcos que chegam a n6s ndo pertencentes a N, mas partem de nos

A

pertencentes a N, e t€ém lucro reduzido c; >0.

Passo 2 — Determinar a alteracdo maxima possivel. Fazer :
0 = min

ejey; Uy, {| Cj |}

0 ¢ o menor dos modulos dos lucros reduzidos ‘c i

, dos arcos pertencentes a

unido dos conjuntos y; ey, .

Passo 3 — Reduzir as variaveis duais: Fazer:

A

n, =7, —0 para todos os i€ N.
Note que um arco e, €y, Uy,, para o qual no passo 2 da fase dual tinha |Ek |=0,

depois do passo 3, terd um lucro reduzido cx =0. Por este motivo, se |cs |# 0 e a fase

primal for repetida, a rvore anterior ¢ de novo obtida com a adi¢do do arco e, e de um

novo n6 que ¢ um ponto extremo. Se |c¢s|=0, entdo e, estard na condigdo, tem
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consequentemente que determinar-se um outro arco fora de condicao antes de voltar a

fase primal.

5.5- Algoritmo da condiciao

O algoritmo da condi¢ao pode agora ser apresentado da seguinte forma:

ALG: 5.3 — Algoritmo da Condigao

Passo 0 — Iniciar. Seja x uma vector dos fluxos que seja uma solugdo possivel.
Uma solugdo possivel pode ser sempre obtida usando varidveis artificiais, como

se disse em 4.4. Seja mum vector de variaveis duais.

Passo 1 — Encontrar um arco fora da condigdo. Seja e, um arco fora da

condi¢do. Se todos os arcos estdo na condi¢do, terminar, concluindo que x ¢ um

optimo.

Passo 2 — Chamar a Fase Primal. Executar o algoritmo ALG 5.1 com o arco e

(arco fora da condicdo). Se o algoritmo ALG 5.1 terminar com a conclusdo de

que nao existe ciclo, avancar para o passo 3; caso contrario voltar ao passo 1.
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Passo 3 — Fase Dual. Executar o algoritmo ALG 5.2 com a arvore desenvolvida

no passo 2. Se e, estd fora da condicdo, voltar para o passo 2; caso contrario

voltar para o passo 1.

r

Considere novamente o exemplo 4.1. Por comodidade este problema ¢ ilustrado na

Figura 5.2. A variavel x foi omitida da rede uma vez que a soma das trés restri¢des de
igualdade implica x; = 0. Na apresentagdo feita no capitulo 4.3 a coluna associada com
x s fol necessdria para assegurar que a caracteristica da matriz das incidéncias dos nos

nos arcos fosse igual ao numero de linhas desta matriz. O algoritmo da condi¢do ndo

necessita de tal pressuposto, por isso X pode ser retirado da formulagdo do problema.
‘5»_ {ri}
{0}
(e, uj)
124>

(5} {-5}

[10, 10

Figura 5.2 — exemplo de rede para o algoritmo da condig¢dao

Ainda por comodidade, antes de iniciar a resolu¢do, vamos recordar o enunciado do

problema:

min x, + X, + 3x; + 10x,
s.a X, + x; + x, =5
-X, + X, =

- X, — X3 — X, = =5
com as seguintes restricoes de ndo negatividade:

0<x,<4,0<x,<2,0<x,<4,0<x,,<10.
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ALGS53

Passo 0 — (Iniciar).

Fazer[x1 X, X x4]=[0 0 4 1](*)6[7[31 T, n3]=[5 0 —1]
Passo 1 — (Encontrar um arco fora da Condigao).

Determinar os lucros reduzidos de cada arco:

Usando o quadro 5.2 determinar o nimero de condicao de cada arco e

usando o quadro 5.1 averiguar se estd na condi¢ao ou nio.

x, =0; =4 = K, =4 — fora da condigdo
X, =0; =0 = K, =0 — na condicdo
X; =4 =3 = K, =0 — na condi¢do
X, =1 co=—4 = K, =1— fora da condi¢do
LK =5
existem dois arcos fora da condicdo, e, e e,, escolhendo um qualquer, seja e,

para o arco escolhido para e_, passar a fase primal.

ALG 5.1

Passo 0 — (Iniciar).

Como ¢4 <0 entdo N= { T(4)} ={3}, Ay =%, > A; =1 ¢ o conjunto dos

A

arcos A=¢.

133



5- ALGORITMO DA CONDICAO
Passo 1 — (Determinar arcos da arvore).

Determinar os arcos dos conjuntos vy, € y,.
vV, =1e;:e; #e, Ej >0,x; <u;j, F(j)eENeT(j)eN}:{ez} e

Vv, =1 e, #¢, ci <0,x; > O,F(j)eN eT(j)eEN} =¢
como vy, Uy, # ¢, seguir para o passo 2.
Passo 2 — (Juntar a drvore um novo arco).

Y, Uy, ={e,}, como so existe um arco este serd o escolhido e, =e,,

€, €Yy = Apy) = App) = A, =min{Aq,),u, X, =min{l,2-0} =1,
A

N ={Nu F(Z), T(2)} ={3,2} e A=Aul{e,} ={e,}, (esta arvore ¢ apresentada

na Figura 5.3a). Como {F(4), T(4)} & N voltar ao passo 1.

Passo 1 — (Determinar da arvore).
v, ={e ey, =¢,como y, Uy, #d, seguir para o passo 2.
Passo 2 — (Juntar a &rvore um novo arco).

€. =¢,

e, =¢,,e, €y, = A, =min{l,4-0} =1, N=NU{F(), T(1)} = {3, 2} U {1, 3, 2},

A

e A=Auf{e}={e,} U{e} ={e,,¢,}. Como {F(4), T(4)} = N seguir para o
passo 3.

Passo 3 — (Calcular os Fluxos).

O ciclo ¢ {lLe,2,e,,3,e,,1}, como c4<0, os fluxos serdo alterados de

Agq =4, =1 (se o sentido do arco ¢ igual ao do ciclo o fluxo sera aumentado,
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caso contrario serd diminuido), o novo vector dos fluxos ¢

[x, x, x, x,]=[1 1 4 0]. Regressar ao passo 1 do ALG 5.3, para

encontrar um arco fora da condicao.

n2=0

Fora de
a2

214_5" Condigdo
rl=% @ R . ) n3~-1 =l i

-2 @ @ mi=-1
‘sy ed A3=1 Al=3 e A3=3
(b)
Fora de Condiglo
(a)
A2=1
r2=0
Fora de
Condic o -
E - e2
~ el
mi=2 n3=-1
1 3 =
Al=3 &3 A3=3

()

Figura 5.3 — Arvores associadas a fases do exemplo

ALG 5.3
Passo 1 — (Encontrar um arco fora da Condigao).

Os lucros reduzidos sdao os mesmos que foram calculados anteriormente. Os
numeros de condic¢ao de cada arco sdo agora:
x,=1; ci1 =4 = K, =3 foradacondigido

=0 = K, = 0 — na condi¢do

=3 = K, =0 — na condigdo

x, =0; ca =4 = K, =0 — nacondigido

YK =3
j=1 J

Agora s6 existe o arco e, fora da condi¢do, obviamente e, =e,, passar a

fase primal.
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ALG 5.1

Passo 0 — (Iniciar).

A

Como c1>0 entdo N ={F(1)} = {1}, Apy=u; =X, = A, =3 ¢ o conjunto dos

n

arcos A=¢.

Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).

v, Uy, =0 , seguir para a fase dual.

ALG 5.2

Passo 1 — (Determinar os arcos incidentes na arvore).

Determinar vy, e y,.
v, ={e;: T(j)e N,F(j)e N,ec; <0} =, e

v, ={e; :T(j) N,F(j)e N,ec; > 0} = {e,, e} .

Passo 2 — (Determinar a alteragdo méaxima possivel).

¢ =min{|ci|,|cs |} =min{4,3} =3.

Passo 3 — (Reduzir as variaveis duais).

n

n,=m,—-0=5-3=2 (ond 1 ¢é o unico pertencente ao conjunto N ). As novas

variaveis duais sio [x, m, m]=[2 0 =1].E os lucros reduzidos vém:

E] :TEF(I)_TET(I)_CI =2-0-1=1
C2 :7'CF(2)—TCT(2)—C2 :0—(—1)—1

C3 :7'[};(3) —TCT(3) —C; = 2—(—1)—3

Il
oS O

64 = TCF(4)—TCT(4)—C4 :2—(—1)—10:—7

Como e, esta fora da condigdo, voltar ao passo 0 do ALG 5.1 (fase primal).
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ALG 5.1

Passo 0 — (Iniciar).

N

I:I:{l}, A =4-1,A=9¢
Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).

v, =0,y, ={3} como y, Uy, # ¢ , seguir para o passo 2.
Passo 2 — (Juntar a arvore um novo arco).

Y, Uy, ={e}, logo e, =e;, e;ey, = Ay =A;=min{Ay,), x;} =min{3,4} =3,

N={}u{3}={1,3}e A={e,}, (esta arvore ¢ apresentada na Figura 5.3b). Como

A

{F(l), T(l)} & N seguir para o passo 1.

Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).
v, =1{e,}, ¥, =0 como y, Uy, # ¢ , seguir para o passo 2.

Passo 2 — (Juntar a arvore um novo arco).
e, =¢6,,6, ey, =>A, =min{l,3} =1,
N =NuU (F2), T(2)y = 1,3} U {2,3}=1{1,2,3} e A= AU {e,} ={e,ude,} ={e,, ;)
(esta arvore ¢ apresentada na Figura 5.3c). Como {F(1), T(1)} I:I seguir para o
passo 3.

Passo 3 —
O ciclo ¢ {2,e,,3,e;,1,¢,,2}, como ¢ >0 , os fluxos serdo alterados de
Arq) = A, =1 (se o sentido do arco ¢ igual ao do ciclo o fluxo serd aumentado,

caso contrario sera diminuido), e tomarao 0s valores

[x, x, x, x,]=[2 2 3 0]. Realizado o ciclo regressar ao passo 1 do

ALG 5.3, verificar se ainda ha algum arco fora da condigao.
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ALG 5.3
Passo 1 — (Encontrar um arco fora da Condigao).

De acordo com os lucros reduzidos calculados no passo 3 do ALG 5.2, os

numeros de condi¢do de cada arco s3o agora:

x,=2 a=1 = K, =2 forada condigio

; =0 = K, =0-—nacondigido

; cs=0 = K;=0-—nacondigdo
x,=0; cs=-7 = K, =0-> nacondigio

YK =2
j=1 J

O arco e, continua fora da condicdo, portanto e, = e, seguir para a fase primal.

ALG 5.1

Passo 0 — (Iniciar).

A

Como c1>0 entdo N = {F(l)} ={l}, Apg)=U;—X; = A; =2 ¢ o conjunto dos

n

arcos A=¢.
Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).
v, =6,y, ={e,} como y, Uy, # ¢ , seguir para o passo 2.
Passo 2 — (Juntar a arvore um novo arco).

Y, Uy, ={e;}, e, =¢;, e, eV, = AT(3) =A, = min[AF(3), x3J: min[3, 3]: 3,

A A

N ={}u[L,3]={,3}e :A ={e,}.Como {F(1), T(1)} & N voltar para o passo 1.
Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).

Y, Uy, =0 ,seguir para a fase dual.
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ALG 5.2

Passo 1 — (Determinar os arcos incidentes na arvore).
vy =dey, =1{e}.

Passo 2 — (Determinar a alteracdo méaxima possivel).
¢ =min[| ¢, [|=1.

Passo 3 — (Reduzir as variaveis duais).

n,=n,-0=2-1=1
n,=n,—0=-1-1=-2

As novas variaveis duais sdo [r, n, mz]=[1 0 -2] e os lucros reduzidos:

El :nF(l)_nT(l)_Cl =1-0-1=0
C2 =Ty —Ty(z) =€, :O—(—2)—1=1
C3 = Ty(y) — Ty —C3 =1—-(=2)=3=0

64 = TCF(4) —TCT(4) —Cy = 1—(—2)—10 =-7

Como c1 =6 =1 entdo e, = e, fica na condicio, voltar ao passo 1 do ALG 5.3.

ALG 5.3
Passo 1 — (Encontrar um arco fora da Condigao).

De acordo com os lucros reduzidos calculados no passo anterior, os nimeros de

condicdo de cada arco sdo agora:

X, =2; a=0 = K, =2 — na condigio
X, =2; =1 = K, =0 — nacondicdo
X, =3; =0 = K, =0 — na condicdo
x,=0; ca=-7 = K, =0—> nacondicio

4szo

Todos os arcos estdo na condi¢do. Terminar com a conclusdo de que o dptimo

foi alcangado.
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Para iniciar o algoritmo da condicdo pelo método do n6 e arcos artificiais a que
proceder de acordo com:
1°. Acrescentar um no artificial a arvore cujo requisito € igual a soma dos requisitos
dos outros nos.
2°. Criar arcos artificiais dos nds com requisito positivo para o n6 artificial e criar
arcos artificiais dos ndés com requisito negativo para o n6 artificial.
3°. Considerar os arcos criados em 2° que chegam ao n¢ artificial com um custo
zero e capacidade de transporte infinita, [O, oo], e 0s outros arcos, criados
igualmente em 2°, que partem do no artificial com custo infinito e capacidade de
transporte infinita, [0, 00].
4°. Transferir os fluxos pelos arcos ficticios, atribuindo aos fluxos dos arcos do
problema original o valor zero.
Esta iniciagdo corresponde a uma expansdo da rede do problema original. A rede

expandida ¢ representada na Figura 5.4, e os céalculos sdo indicados de seguida para os

dois primeiros passos do algoritmo da condigdo.

{ri}
0} ‘S,

3 [10, 10] ;
s e5 e6

"._[0,] [e0,00]

Figura 5.4 — Arvore para o exemplo, né 4 artificial.
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Seja M um ntimero positivo, mas muito grande, “Big M method”, ou considere no que

se segue que M — +0.

ALGS5.3

Passo 0 — (Iniciar).
Fluxos [x, x, x, X, X, x.]=[0 0 0 0 5 5].
Potenciais [, n, m, m,]=[0 0 0 0.

Passo 1 — (Encontrar um arco fora da Condicao)

Lucros reduzidos de cada arco:

Ci =nF(1)—nT(l)—cl =0-0-1=-1
C2 :TCF(Z)_TCT(Z)_CZ =0-0-1=-1
C3 = My — Mgy — €3 =0—0-3=-3
Ca =Ty — My — €, =0—0-10=—10
Cs = Tys) — g5y —C5 =0-0-0=0
56 :nF(ﬁ)—TCT(é)—CG =0-0-M=-M

Os numeros de condigao sao

x,=0; cic=-1 = K, =0-—nacondigdo
X,=0; cc=-1 = K, =0-—nacondi¢do
x,=0; ¢cs=-3 = K, =0—>nacondigio
x,=0; ¢4 =-10 = K, =0— nacondigdo
x;=5 ¢s=0 = K, =0 nacondi¢do
X, =5 ¢c6=—M = K, =5 foradacondi¢do

‘K. =5
=1
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5- ALGORITMO DA CONDICAO

O arco e, fora da condicdo e o algoritmo continua. Observe que pelo facto dos

potenciais dos nds serem nulos os lucros reduzidos sdo o simétrico dos custos unitarios
de transporte nos arcos, sendo estes custos ndo negativos s6 o arco com custo unitario
infinito estd fora de condi¢cdo. Seguidamente, serd feita de novo a resolucdo do
problema anterior alterando os requisitos dos nés e usando o método de iniciagdo por nd

e arcos artificiais, pelo que fica ao cuidado do leitor a continuacdo desta resolugdo.

5.6- Exemplo de iniciar o algoritmo da condicio por né e arcos artificiais

Uma empresa pretende proceder ao planeamento de uma subcontratagdo para transporte
de 10 geradores construidos na fabrica de Lisboa nd 1, para um cliente localizado em
Luanda n6 3, existindo a alternativa de enviar os transformadores para a Africa do Sul
no 2 e dai para Luanda. O grafo da rede para o problema ¢ representado na Figura 5.5,
sendo 0 n6 2 o né de transbordo situado na Africa do Sul e 0 n6 4, um né ficticio para
iniciar a solucdo do problema com uma solucao bésica admissivel pelo método dos

arcos e no artificial para o algoritmo da condigdo.

eﬁ_."

e5
*. [0,@] s B

Figura 5.5 — Grafo do problema
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Problema na forma canonica:

min X, +X, +3x; +5x, +
sa
X, +X, — X5 =10
X, +x;=0
—X, —X; =X, —X; =-10

—Xs +X,=0
0<x,<8,0<x,<40<x,<50<x,<20.
ALGS5.3
Passo 0 — (Iniciar).
Potenciais [r, n, n, =n,]=[0 0 0 0].
Fluxos [x, x, x; X, X; X.]=[0 0 0 0 10 10].
Passo 1 — (Encontrar um arco fora da Condigao).

Lucros reduzidos de cada arco:

Cl =Ty =gy =€, =0-0-1=-1
Co =Ty — Ty —C, =0—0—1=-1
C3 = Ty — Ty —C3 =0—-0-3=-3
ca = Tlp(y) ~ Tp(g) —€4 =0-0-5=-5
Cs = Tp(s) — Ty(s) —C5 =0—0-0=0

Ceo :TEF(G) _TET(6) —Cyq =0-0-M=-M
E os numeros de condigao

X, =0; ¢ =-1 K, =0 — na condigdo

X, =0; c»=-1 K, =0 — na condigdo

x; =0; c3=-3 K = 0 — na condi¢do

b4 Uy

x, =0; ca=-5 K, =0 — na condicdo

x5 =10; cs=0 = K, =0 — na condigdo

x, =10; cs=-M = K¢ =10 — fora da condigdo
6

" K =10
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Arco eg esta fora da condigdo, seguir para a fase primal.

ALG 5.1

Passo 0 — (Iniciar).

A

Como ¢ <0 entdo N = {T(6)} = {3}, Ar) = Ay

Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).

Como vy, Uy, =¢ , seguir para a fase dual.

ALGS5.2

Passo 1 — (Determinar os arcos incidentes na arvore).
Y, = {62,63,64,66, }e yv,=0.

Passo 2 — (Determinar a alteracdo méaxima possivel).
o= min[|—l

=3,-5

, -M|]=1.

b b

Passo 3 — (Reduzir as variaveis duais).

M, =0-1=-1

Xe =10 e A=¢.

o vector dos potenciais é [r, mn, m; m,]=[0 0 -1 0], calcular os lucros

reduzidos:

Voltar ao passo 1 do ALG 5.1.
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ALG 5.1
Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).

Y, = {ez}, ey, =¢.Como y,; Uy, # ¢, seguir para o passo 2.
Passo 2 — (Juntar a arvore um novo arco).

e, =e,. Como e, ey, = Ag =A, =min[A3,u2 —X2]=min[10, 4]=4,

A A

N ={2,3}e 1A\ ={e,}. Como {F(6), T(6)} & N voltar para o passo 1.
Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).

v, =y, =¢.Como y, Uy, = ¢ , seguir para a fase dual.

ALG 5.2

Passo 1 — (Determinar os arcos incidentes na arvore).
Vs = {61’647667 }e‘V4 =9¢.

Passo 2 — (Determinar a alteragdo méaxima possivel) ¢ = minﬂ—l -M+ 1|] =1.

|4

b

Passo 3 — (Reduzir as variaveis duais).
n,=—1-1=-2 e n, =0—1=-1. E para os potenciais vem

[t, n, mn; m,]=[0 -1 -2 0], tomando os lucros reduzidos os valores:

C1 =Ty — Ty — €, =0—(=1)=1=0 K, =0
Co =Ty — My =€, =—1—(=2)-1=0 K,=0
C3 = My — Tps) — €3 = —1—(-2)-3=-2 K,=0
Ca = T4y —Toppyy — €4 =0—(=2)-5=-3 K,=0
Cs5 = Tg(s) —Tp(s) ~C5s =0-0-0=0 K;=0
Co =Ty —Tyie) —Cs =0—(-2)-M=-M+2 K =10

> K =10

Voltar ao passo 1 do ALG 5.1.
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ALG 5.1
Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).

v, =1{e;} ey, =¢.Como y, Uy, # ¢ , seguir para o passo 2.
Passo 2 — (Juntar a &rvore um novo arco).

e, =¢,. Como e €Y, D Apgy =4, =min[A2,u1 —xl]:min[4, 8]=4,

A A

N = {1, 2,3}e A = {e1 ,€, . Como {F(6), T(6)} & N voltar para o passo 1.
Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).

vy =0ey, ={e;}. Como y, Uy, = ¢ , seguir para o passo 2.
Passo 2 — (Juntar a drvore um novo arco).

e, =€5. Como es ey, > Ay =4, =min[A1,x5]=min[4,lO]=4,

A A

N={1,2,3, 4}e A = {el, €,, es}. Como {F(6), T(6)}c N seguir para o passo 3.
Passo 3 — (Calcular os Fluxos).

O ciclo C= {4,e5,1, €,,2,¢,,3, e6,4} e esta representado na Figura 5.6, como

ce<0, A, =4, [x, x, X; X, X; X,]=[4 4 0 0 6 6]. Voltar ao

passo 1 do ALG 5.3.

{0}

o i a6
m_m]'f.';_».____._ .
-_"-}'.4_}-‘--"'--

Figura 5.6 — Ciclo C
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ALG 5.3
Passo 1 — (Encontrar um arco fora da Condigao).

De acordo com os novos fluxos e os ultimos lucros reduzidos os numeros de

condicdo sdo os seguintes:

x, =4 ¢ =0 = K, =0 — na condig¢io
X, =4 c2=0 = K, =0 — nacondigdo
x,=0; cs=—2 = K, =0—> nacondigio
x, =0; ca=-3 = K, =0 — na condi¢ado
X5 =6; cs =0 = K, =0 — nacondigio

Xe=6;, cc=-M+2 = K, =6— foradacondi¢do

6
K;=6

Arco eq esta fora da condigdo, seguir para a fase primal.

ALG 5.1

A

Passo 0 — (Iniciar). Como Ce <0 entdio N = {T(6)}: {3}, AT(G) =A,=x,=6 e 0

A

conjunto dos arcos A =¢.

Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore), y, =y, =¢. Como vy, Uy, =¢ ,

seguir para a fase dual.

ALGS5.2

Passo 1 — (Determinar os arcos incidentes na arvore).
Vs =1{€s.€4.86 fe v, = ¢.

Passo 2 — (Determinar a alteracdo méaxima possivel).

¢ = min[- 2, |- 3,|- M + 2|]= 2.
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Passo 3 — (Reduzir as variaveis duais).
na=-2-2=-4.
E para os potenciais vem [r, m, m, m,]=[0 -1 -4 0], tomando os

lucros reduzidos os valores:

O =Ty — gy —¢, =0—(=1)=1=0 K,=0
Co =Ty — My =€, = —1—(-4)-1=2 K, =0
C3 = My — Ty — €3 = —1—(~4)=3=0 K,=0
Ca =Ty — Ty —C, =0—(—4)-5=—1 K,=0
Cs = TMys) —Ty5y —C5 =0—0-0=0 K, =0

=6

Co =Ty~ Ty —Co =0—(-4)-M=-M+4 K,
3K, =6
=1
Voltar ao passo 1 do ALG 5.1.

ALG 5.1

Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).
y, = {e3}, ey, =¢.Como y, Uy, # ¢ , seguir para o passo 2.
Passo 2 — (Juntar a drvore um novo arco).

e, =€;. Como e;ey, > Ay =A, =min[A,,u, — x,]=min[6,5]=5,

A A

N= {2, 3}e A = {63 } Como {F(6), T(6)} & N voltar para o passo 1.
Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).

y, = {el}, ey, =¢.Como y, Uy, # ¢ , seguir para o passo 2.
Passo 2 — (Juntar a arvore um novo arco).

e, =¢,.Como e, ey, > Ay, =4, =min[A,,u, -x,|=min[5,8-4]=4,

A A

N={,2,3}e A = {e1 ,e,}. Como {F(6), T(6)} & N seguir para o passo 1.
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Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).

v, =d,ey, = {es}. Como vy, Uwy, # ¢ , seguir para o passo 2.

Passo 2 — (Juntar a &rvore um novo arco).

e, =e5. Como es ey, > Ay =4, =min[A,, x,|=min[4, 6] = 4,

A A

N=1{,2,3,4}e IAA ={e,,e,,e,}. Como {F(6), T(6)}c N seguir para o passo 3.

Passo 3 — (Calcular os Fluxos).
Ociclo ¢
C={, e, 1,¢e,2e¢€,3 ¢, 4
e esta representado na Figura 5.7, como cs <0, os fluxos dos arcos do ciclo
virdo alterados de A, =4 e tomam 0s valores
[x1 X, X; X, X x6]:[8 4 4 0 2 2]. Voltar ao passo 1 do ALG

5.3.

{0}

Figura 5.7 — Ciclo C
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ALG 5.3
Passo 1 — (Encontrar um arco fora da Condigao).

De acordo com os novos fluxos e os ultimos lucros reduzidos os numeros de

condicdo sdo os seguintes:

X, =8 ¢ =8 = K, =0 — na condigio
X, =4 cr=2 = K, =0 — nacondigao
x,=4 c3=0 = K, =0 — na condigio
x, =0; ca=-1 = K, =0 — nacondi¢do
X;=2 c5=0 = Kj =0 — na condigdo

Xe=2; c¢ =—-M+4 = K, =2 foradacondigdo

z;KJ’ =2

Arco eq esta fora da condigdo, seguir para a fase primal.

ALG 5.1

Passo 0 — (Iniciar).

n

Como ¢4 <0 entio N = {T(6)} = {3}, Ay =A; =X =2 e o0 conjunto dos arcos

A=9¢.
Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).

Y, = {eg}, ey, =¢ como y, Uy, # ¢ , seguir para o passo 2.
Passo 2 — (Juntar a arvore um novo arco).

€, =¢;. Como e; Y, = Ay =4, :min[A3,u3 —x3]= min[2, l]z 1,

A A

N=1{2,3}e A ={e,}. Como {F(6), T(6)} & N voltar para o passo 1.
Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).

v, =y, =0 como vy, Uy, # ¢ , seguir para a fase dual.
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ALG 5.2

Passo 1 — (Determinar os arcos incidentes na arvore).
vs={es.eslev,=9.

Passo 2 — (Determinar a alteracdo méaxima possivel).

¢ = min[|- 1], - M + 4[] = 1.

Passo 3 — (Reduzir as variaveis duais).
ny=-4-1=-5.
E para os potenciais vem [r, n, m; m,]=[0 -1 -5 0], tomando os

lucros reduzidos os valores:

Cl =Ty — Ty — ¢, =0—(=1)=1=0 K, =0
Co =Ty — My —C, =—1—(=5)-1=3 K, =0
C3 = My — Ty — €3 =—1—(=5)-3 =1 K, =0
C4 =Ty — Ty —C, =0—(=5)=5=0 K,=0

Voltar ao passo 1 do ALG 5.1.

ALG 5.1
Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).

v, =1{e,hew, =¢.Como y, Uy, # ¢ , seguir para o passo 2.
Passo 2 — (Juntar a arvore um novo arco).

e, =€,.Como e, ey, > Ay =4, =min[A3,u4 -x4]=min[2,20]: 2,

A A

N={, 3}e 1A\ ={e,}. Como {F(6), T(6)} ¢ N seguir para o passo .
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Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).
v, =b,ey, = {es}. Como vy, Uwy, # ¢ , seguir para o passo 2.
Passo 2 — (Juntar a &rvore um novo arco).

e, =€5.Como e, ey, > Ay =4, =min[A1,x5]=min[2,2]=2,

A A

N=1{,3,4}e 1A\ ={e,.e,}. Como {F(6), T(6)} c N seguir para o passo 3.

Passo 3 — (Calcular os Fluxos).
O ciclo ¢ C= {4,65,1,64,3,66,4} e esta representado na Figura 5.8, como
c6 <0, os fluxos dos arcos do ciclo virdo alterados de A, =2 e tomam o0s

valores [x, X, X, X, X; X,]=[8 4 4 2 0 0] Voltar ao passo 1

do ALG 5.3.

Figura 5.8 — Ciclo C

ALGS53

Passo 1 — (Encontrar um arco fora da Condigao).
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De acordo com os novos fluxos e os ultimos lucros reduzidos os nimeros de

condicdo sdo os seguintes:

x, =8 c1=0 = K, =0 — nacondi¢do
X, =4; ¢ =3 = K, =0 — na condig¢do
X, =4 ¢ =1 = K, =1— forada condigdo
X, =2; ca=0 = K, =0 — nacondigio
x; =05 cs =0 = K =0 — nacondi¢do

X¢=0; ce=—M+4 = K, =0 nacondi¢do

6
j:IKJ =1

Arco e, esta fora da condigdo, seguir para a fase primal.

ALG 5.1

Passo 0 — (Iniciar).

A

Como c3 >0 entio N = {F(3)}= {2}, Az =A, =uy; —x; =1 e o conjunto dos

n

arcos A=¢.
Passo 1 — (Determinar candidatos para a arvore).
v, =Wy, =¢ como y, Uy, # ¢ , seguir para a fase dual.
ALG 5.2
Passo 1 — (Determinar os arcos incidentes na arvore).
y,=bey, = {62,63}.
Passo 2 — (Determinar a alteracdo méaxima possivel).

¢ = min]-3),|-1]]=1.

3

Passo 3 — (Reduzir as variaveis duais).

m,=—-1-1=-2.
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E para os potenciais vem [r, n, m; m,]=[0 -2 -5 0], tomando os
lucros reduzidos os valores:

51=TEF(1)—TET(1)—C1:0—(—2)—1=1 K1=

Cy = TEF(Z) _TET(Z) —C, :—2—(—5)—1 =2
¢ 0

C3 :7'[];(3) —TET(3) —C3 :—2—(—5)—3: K3 =1

C4:TEF(4)—TET(4)—C4 :0—(—5)—5:0 K4 =0

Cs =Ty —Ty(s) —C5s =0-0-0=0 K;=0

Co =Ty — Ty —Cs =0—(=5)-M=-M+5 K =0
6

Zj=1Kj:1

Como ¢; =0, e, fica na condigdo, voltar ao passo 1 do ALG 5.3.

ALGS5.3
Passo 1 — (Encontrar um arco fora da Condigao).

De acordo com os novos fluxos e os ultimos lucros reduzidos os numeros de

condicdo sdo os seguintes:

x, =8 ci1=1 = K, =0 — na condigio
X, =4 cr=2 = K, =0 — na condi¢do
X; =4 ;=0 = K, =0 — na condicdo
X, =2; ca=0 = K, =0 — na condigdo
x5 =0; cs=0 = K, =0 — na condigio
X, =0; cs=-M = K¢ =0 — na condi¢do

6
K;=0

Todos os arcos estdo na condi¢do de optimalidade, sendo os fluxos e os
potenciais finais os seguintes:
[X1 X, X; X, Xs Xé]:[8 4 4 2 0 0]

[71:1 T, Mg TE4]=[O -2 -5 0].
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Assim o problema dado ¢ resolvido utilizando o algoritmo da condi¢do. Em anexos a
este capitulo, apresenta-se, em anexo 1 a listagem do programa de computador
desenvolvido no ambito deste trabalho, em anexo 2 os resultados dados pelo programa
da resolucdo do problema dado e em anexo 3 a resolu¢do de um segundo problema para

teste do programa.

5.7- Convergéncia do Algoritmo da Condi¢ao

Para provar que este algoritmo converge num niimero finito de iteragdes assume-se que
r, u, ¢, X, € 7 sdo vectores cujas coordenadas sdo inteiros. Assim, cada vez que se obtém
um avango ¢ uma alteracdo do fluxo na fase primal, o nimero da condig¢do de e, ¢
reduzido pelo menos de 1. Cada vez que se alteram as varidveis duais na fase dual, ou a
arvore desenvolvida na fase primal seguinte tem pelo menos mais um né (e um arco) ou
o numero da condi¢do do sistema ¢ reduzido de pelo menos 1. Por aplicagdo repetida
das fases primal e dual sobre um arco fora da condigdo, nao sera possivel desenvolver a
arvore indefinidamente. Uma arvore geradora para o grafo pode ser produzida na fase

primal. A 4rvore geradora juntamente com e, permite construir um ciclo. Entdo, apos

um numero finito de passos, Ze _, K sera reduzido a zero.
i
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6- CODIGO LSNNO, CASCATA HIiDRICA

Neste capitulo no ambito da programagdo matematica em redes ¢ abordado o problema
da simulagdo computacional da gestdo racional de albufeiras em cascata num horizonte
de curto prazo e para suporte computacional ¢ usada a aplica¢do informatica LSNNO,
“Large Scale Nonlinear Network Optimization”. O LSNNO foi desenvolvido no
departamento de matematica “ND de la Paix” (Bélgica) e que esta disponivel em
linguagem Fortran na Internet juntamente com um manual do utilizador. No entanto, o
manual do utilizador ndo esta em “word” pelo que se anexa uma versao deste manual no

fim deste capitulo.

6.1- Simulacao da Gestao de cascatas hidricas

Uma empresa de sistemas de energia eléctrica deve ter a preocupagdo de decidir com
racionalidade a gestdo dos recursos que gere, i.e., 0 parque de recursos que ¢ o seu
sistema a gerir, com o qual obtém os proveitos que justificam e asseguram a sua
existéncia. O objectivo a atingir na producdo da energia eléctrica e a maximizagdo do

lucro obtido com a venda da energia eléctrica dentro das condicionantes quer

156



6- CODIGO LSNNO, CASCATA HIDRICA

regulamentadas quer técnicas. A venda de energia eléctrica pode ser realizada quer
directamente aos consumidores por contratos bilaterais, quer num mercado de energia
eléctrica onde a empresa tem que caracterizar a sua oferta também de acordo com a

regulamentacdo para o mercado.

O objectivo de atingir, a maximizag¢ao do lucro obtido com a venda da energia eléctrica,
salvaguarda a viabilidade da empresa e a sua competitividade num mercado competitivo
de energia eléctrica. Num aproveitamento hidroeléctrico a optimizagdo da gestdo dos
recursos consiste em decidir a gestdo da dgua que estd disponivel. Esta optimizagdo
sujeita a condicionantes que sdo impostas quer pelo equipamento, condicionantes
técnicas, quer por razdes ecoldgicas e de seguranca, condicionantes politicas. Envolve a
determinagdo do volume de 4gua a turbinar mais proveitoso em cada periodo, tendo em
conta o valor pago pela energia produzida nesses periodos, que ¢ varidvel durante o
periodo. A dificuldade em tomar as decisdes mais adequadas cresce quando a empresa
de producdo de energia eléctrica tem que gerir mais de que um aproveitamento hidrico e
esses aproveitamentos sao em cascata. As variaveis ligadas aos transitos de volume de
aguas ficam relacionadas pelas equagdes de balango das dguas, complicando o problema
e 0 gestor tem que recorrer a sistemas de suporte a tomada de decisdo para conseguir ter

uma gestdo adequada, que atinja o melhor proveito.

O recurso a simulagdo computacional do modelo matematico do sistema a gerir e a
técnicas de optimizacdo, permitem gerar um sistema de informag¢do para o suporte das
decisdes racionais do sistema a gerir. Estes sistemas de informacdo de gestdo sdo
obviamente de grande interesse para a viabilidade da empresa e a sua competitividade
no mercado de energia eléctrica. Actualmente, ndo se pode conceber a exploragdo dos

recursos de forma eficiente sem o uso deste tipo de simulagdo computacional.
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6.2- Gestdo de uma cascatas hidricas no curto prazo

O estudo que ¢ apresentado aborda um aproveitamento hidrico com albufeiras em
cascata, que ¢ um problema bem adaptado para ser tratado por programagdo matematica

em redes cuja formulagao ¢ do tipo

max f(x)
sa Ax=r problema para a gestdo da cascata no curto prazo
0<x<u

Onde a fung¢do objectivo pode ser uma fungdo ndo linear e os fluxos sdo os volumes de

agua quer em transito quer armazenados nas albufeiras.

Seja a configuragdo para o problema a do seguinte aproveitamento hidrico em cascata

o . Legenda:
) \\1 - Nivel da albufeira em relagcdo ao mar

§
—— h - Altura de queda Gtil
v - Volume de agua na albufeira
Albufeira 1 t - Caudal de dgua turkinada
s - Caudal de agua entornada
a

- Afluéncias naturais & albufeiralexichuvas)

Albufeira 2

Albufeira 3

Mar (fim de cascata)

Figura 6.1 — Configura¢ao do aproveitamento hidrico em cascata.

Tipicamente, o problema da gestdo racional de albufeiras em cascata num horizonte de

curto prazo considera as decisdes tomadas em periodos horarios durante um horizonte
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temporal de alguns dias at¢é uma semana. Portanto, ¢ o horizonte de decisao do ciclo
diaria até ao semanal do uso de energia eléctrica por parte dos consumidores que ¢
considerado neste problema. No entanto, ¢ justificavel em certas situagdes um periodo
inferior, quer para obter uma melhor gestdo do aproveitamento quer para considerar
tempos de transito da dgua entre albufeiras que necessitem de reduzir a amplitude do
periodo. Neste problema existem condicionantes determinadas pelas limitagdes fisicas
das albufeiras, das turbinas e condicionantes determinadas quer por razdes de seguranca
das albufeiras quer por questdes ambientais. Os dados que caracterizam a capacidade
produtiva dos recursos ao longo do horizonte temporal sdo o volume inicial da agua
armazenado nas albufeiras e as séries de afluéncias aos reservatérios ao longo dos

periodos do horizonte temporal.

6.3- Limites para as variaveis

Os volumes maximos e minimos das albufeiras sdo determinados por razdes quer

ecoldgicas quer de seguranca, cujo o estudo ndo ¢ objectivo desta simulagdo.

Albufeira

Figura 6.2 — Volume méximo e minimo de uma albufeira nivel da 4gua numa albufeira.
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Consequentemente, os volumes méaximos € os volumes minimos para as albufeiras sao
considerados dados do problema. Nas expressoes indicadas de seguida o indice superior
corresponde ao periodo e o inferior corresponde a albufeira. Quando o indice superior

for nulo, periodo zero, corresponde a valores de iniciais das variaveis.

Dados

\'A - Volume inicial na albufeira i

al - Afluéncia a albufeira 1 no intervalo de tempo k

Vi, V. - Volume minimo e volume maximo permitido na
albufeira i

S, S; - Caudal minimo e caudal maximo que ¢ possivel
entornar na albufeira (i);

t,, t, - Caudal minimo e caudal méaximo que ¢ possivel

turbinar na albufeira (i);

As limitac¢oes consideradas sao:

v, v <vi- intervalo de variagio do volume admissivel na
albufeira i

s, <sf <s;- intervalo de variagio do caudal descarregado na
albufeira i

t, <t <t;- intervalo de variagio dos caudal turbinado na
albufeira 1.

Na pagina seguinte na Figura 6.3 esta representada a rede para o aproveitamento hidrico
em cascata em estudo. A rede descreve o aproveitamento hidroeléctrico em cascata
composto por trés albufeiras. O horizonte de exploracdo ¢ uma semana com periodos de

uma hora, isto ¢, 168 horas de exploracao.
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Figura 6.3 — Rede para o problema com trés albufeiras em cascata.
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Com a possivel excep¢ao da central de cabega cada central recebe a agua que provém da
albufeira de montante e envia a agua para jusante. Caso se justifique a agua pode ser
descarregada directamente para jusante, i.e., sem originar producao de energia eléctrica

na central.

6.4- Funcao objectivo
A fungdo objectivo que mede o mérito das decisdes tomadas ¢ a soma dos lucros
obtidos na exploracao das centrais hidroeléctricas, sendo a expressdo do lucro para uma

central i dada por

6.1
lucrof = ASp*(h¥,tf (6.1)

1

k . . , . . . ,
em que A; o preco unitario da energia eléctrica para a albufeira i no periodo k. No que

respeita a produgdo de energia eléctrica p;(hf,t*), esta depende ndo s6 do caudal de

agua turbinada como também da altura de queda util existente entre as duas albufeiras
de montante e de jusante. A figura seguinte representa algumas curvas que sdo

aproximacoes lineares das curvas tipicas para p(h, t).

‘ —

I t |

Figura 6.3 — Aproximacao linear das curvas de p(h, t).
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Assim, resulta que sdo consideradas as expressoes do tipo seguinte para a determinacao

da producao

pi =t (N, +n;hf) i=1,2,3 (6.2)
N> MN; €R
Considerando todos os aproveitamentos hidricos, ou sejam todas as trés albufeiras,

obtemos a seguinte funcdo objectivo

;(%‘ipi‘ +A5p; +A5ps) (6.3)

caso o valor unitario da energia eléctrica nas centrais produtoras seja o mesmo a fungao
objectivo ¢ a seguinte

D A (py +p5 +p3)

k=1
Na equacdo (6.2), a produgdo p sera relacionada com o caudal de dgua turbinada tf ea

altura de queda h’, pela seguinte relagio

Pi( = t!((nio ‘H'lihf)

onde o valor de h¥ depende dos niveis relativos das albufeiras em relagio ao mar. Estes

niveis serdo calculados em fun¢do dos volumes de agua armazenados nas albufeiras,
sendo consideradas respectivamente as seguintes expressoes, para a altura de queda e

nivel da 4gua nos reservatorios

Kk _qk K K K K
hi =17 =1, sendo I} =1, +myvi e I, =1, +m,v;, (6.4)

com [l,,m,eR
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A figura seguinte ilustra a conven¢do utilizada para os indicies e as varidveis que

determinam a producdo das centrais hidroeléctricas.

Legenda:

— Nivel da albufeira em relagdo ao mar

Albufeira (> - Altura de queda Gtil

- Volume de dgua no albufeira

L
al
v
v \Vi 5 t - Coaudal de agua turbinaca
’ s - Caudal de agua entornada
p

- Quoantidacde de energia produzida

j+1=tod

Albufeira (+1>

Mar (fim cde cascatad

Figura 6.4 — Representagdo da altura de queda til para uma albufeira.

6.5- Equacoes de balanco
Outras restricdes do problema sdo as equagdes de balango que impde a condigdo de os
nos nao terem capacidade de armazenamento. A soma de todos os fluxos dos arcos

sobre uma superficie fechada que encerra um no6 tem que ser igual a zero ou seja

n-1 n n n n n n
vV, +r +t_, +s,, =V, +t +5, (6.5)

6.6- Construcio dos ficheiros para a aplicacdo LSNNO
Como aplicagdo informadtica para suporte da solug@o deste problema decisonal de gestdo
de curto prazo de um aproveitamento hidroeléctrico em cascata composto por trés

albufeiras, sugere-se o Software designado por LSNNO “Large Scale Nonlinear
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Network Optimization”, desenvolvido no departamento de matematica “ND de la Paix”

(Bélgica) e que esta disponivel no “site” da Internet com o seguinte endereco:

http://www-fp.mes.anl.gov/otc/Guide/SoftwareGuide/Blurbs/Isnno.html

o software pode ser obtido em

ftp://ftp.bilkent.edu.tr/pub/IEOR/Opt/Network

LSNNO ¢ uma rotina para resolver problemas de optimizagao nao linear, com restrigdes

lineares em rede, desenvolvida em Standart ANSI Fortran.

Para utilizar este cddigo LSNNO ¢ necessario alterar em conformidade com os dados do
problema as seguintes sub-rotinas que estao dentro do pacote fornecido pelo autor:
exmain.f,
elfnct.f,
elpr.f,
els.f,
rhs.f,
xlower.f,
xupper.f,

range.f.
O manual do utilizador para este codigo ¢ anexado no fim deste do capitulo, sendo
conveniente uma primeira leitura do manual LSNNO, A Fortran Subroutine for Large

Scale Nonlinear Network Optimization Problems (User’s Guide) antes da apresentacio

que se segue do problema

Para compreender a introdu¢do dos dados neste codigo, considere-se apenas trés
periodos no horizonte temporal. A rede para a cascata hidrico ¢ entdo a apresentada na

figura seguinte.
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Figura 6.5 — Rede para o problema com trés periodos no horizonte.

As expressOes matematicas que definem a fungdo objectivo para as diferentes horas de

funcionamento e para as trés albufeiras, sdo obtidas usando as expressdes do lucro,

producao de energia eléctrica e altura de queda, sendo obtidas as equagdes seguintes.
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1*hora 2%hora 3%hora
ad Ap; 2p!
pll :t11(7710 +771h11) p =1, (7710 +771h ) pl3 :t13(7710 +771h13)
hll :(IIO "'mlvl1 _Izo _mzvé) (10 +mV 20 _mzvzz) hl3 :(IIO "'mlvl3 _Izo _mzvg)
A'p, 2 p 2'p;
p; :t;(ﬂzo +772h;) p22 :t22(7720 +772h22) p; =t23(7720 +772h23)
h; = (Izo + m2V§ - |30 - m3v§) hzz = (Izo + m2V22 - |30 - m3V32) hz3 = (Izo + mzvj - |30 - m3V33)
A'p) A p? Ap;
p; = t31 (7730 + 773h31) p32 = t32 (7730 + 773h32) p33 = t; (7730 + 773h33)
h31 = (I3o + m3V; - I40 - m4V411) h32 = (I30 + m3V32 - I40 - m4VZ) h33 = (I30 + sz33 - |40 - m4vj)
Na tultima albufeira 3 o nivel ¢ constante, i.e, tem-se m, = 0. Apds substituicdo obtemos
os seguintes elementos pertencentes a fung¢do objectivo
1*hora 2*hora 3%hora
a9}
'E At} [7710 +1, (|10 +mV, — L, —myv, )] Zan [7710 T (IIO + MY =l —m,v; )]
ﬁ an [7710 17 (IIO MV =l —m,v; )]
I
& 3 3
'é Aty [7720 +772(|20 +m,vy — 1, —m,v, )] At [7720 +772(|20 +MyV; =y, =M,y )]
ﬁ /12t22 [7720 +1, (Izo + mzvz2 -l - m3V§ )]
.
«
'E At [7730 + 175 (Iso +m; V -1, )] 't [7730 Rk (Iso +m; V -1, )]
.ﬁ: ﬂzt:sz [7730 + 175 (I3o + m3V32 —ly )]
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Substituindo nestas expressdes os caudais de agua turbinada t, descarregados s e os
volumes das albufeiras v por variaveis x de acordo com a Figura 6.5, obtemos as

seguintes expressoes:
Quadro 6.1- Expressoes para a fungdo objectivo

1?hora 2%hora 3%hora

ﬂ*lxlo[ﬂlo +771(I10 +m X, =1,y —m,X, )] ﬂ“}XlZ [7710 1 (|10 +mX; — 1y — m2X6)]

ﬂ“zxn [7710 +1 (IIO +m, X, =l —m, X, )]

/11)(13[7720 + 772('20 +m, X, =l —myX, )] /13)(15[7720 +772('20 +mM, X =l —m;X, )]

/12)(14 [7720 +1, (Izo +M, X5 — |30 — My X )]

1
/1 X16[7730 " 773 (I3O i m3X7 - I40 )] /13)(18[7730 + 773 (|30 + m3X9 - |40 )]

/12)(17 [7730 +175 (Iso +MyXg =l )]

Nesta fase da leitura é conveniente ler o manual LSNNO, A Fortran Subroutine for
Large Scale Nonlinear Network Optimization Problems (User’s Guide), no subcapitulo
6.7, e simular o exemplo que estd descrito nele, visto que, ajuda a compreender a
introducdo de dados no cédigo. O funcdo objectivo ¢ uma forma quadratica indefinida
como facilmente se prova pelo facto do trago da matriz hessiana ser nulo, pelo que este
problema deveria ser tratado como uma problema que necessita dos métodos de
optimizacdo global. No entanto, pode wusar-se este codigo se for iniciado
convenientemente e averiguado os resultados obtidos. Para a introdu¢ao da fungdo
objectivo no codigo € necessario decompor estas em termos aditivos ditos elementos
com um numero reduzido de variaveis para que o codigo tenha um desempenho mais

eficaz. Para obter as varidveis dos elementos da funcdo objectivo a introduzir no
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ficheiro elpr.f, vai se proceder a analise da distribuicdo dos indices das varidveis no

grafo seguinte.

Albufeira 1 {l’?

Albufeira 2 {r?

\ 1 2 3
3 | 3 | 3
x Y>< Y x x Y x
6 | es “17 | “es 8 | er
/ / /
/ / /

/ / / NO raiz

(Mar =>Fim de Cascata)

Figura 6.6 —Variaveis pertencentes a cada elemento da fungdo objectivo.

Agrupando as variaveis de cada elemento da func¢do objectivo obtemos o seguinte:

elm, (x,,x,,X,,) elm,(x,,X5,X,;) elm;(x;,X4,X,,)
elm,(x,,X;,X,;) elmg(X5,Xg,X,,)  elmg(Xq,Xg,X5)

elm, (x,,X) elmg (x5,X,,) elm, (X4,X5)
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Em conclusdo: os elementos associados as duas primeiras albufeiras, em geral os
elementos associados a todas as albufeiras menos a ultima, sdo compostos por trés

variaveis, com a seguinte determinacao dos indices:

A primeira variavel tem o indice igual ao do elemento;

A segunda tem o indice dado pela soma do indice do elemento mais o

numero de periodos do horizonte temporal em estudo.

A tltima variavel tem o indice igual ao do elemento somado com o
produto entre o numero de periodos de funcionamento € o nimero de

albufeiras do sistema hidrico em estudo;

Para os elementos associados a ultima albufeira a lei a determinagdo dos indices ¢
idéntica, mas sdo compostos por duas varidveis, com a seguinte determinacao dos

indices:

A primeira variavel tem o indice igual ao do elemento;

A ultima varidvel tem o indice igual ao do elemento somado com o
produto entre o numero de periodos de funcionamento € o nimero de

albufeiras do sistema hidrico em estudo;

Além da fungdo objectivo € conveniente introduzir no codigo o gradiente desta fungao.
Ainda, a matriz hessiana da funcdo objectivo pode ser introduzida ou caso contrario
serd estimada pelo cédigo, sendo dadas opcdes ao utilizador para a metodologia de
estimagao, que sugerimos seja testado pelo leitor o uso dessa estimativa com o fim de

tira conclusdes. As formulas para o calculo do gradiente e da matriz hessiana sdo
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seguidamente indicados a titulo de exemplo para o primeiro elemento e para o ultimo do

problema em estudo. A expressdo do primeiro elemento da fun¢do objectivo ¢ dada por

elm, = ﬂlxlo[ﬂm + 771('10 +m X, —ly, —m,X, )]

Gradiente do primeiro elemento da fung¢ao objectivo

3

oelm, Jdelm, OJelm, ]

V ELM, 2( PR
X10 ox, X,

Sendo as derivadas parciais

O0elm
L=N[n,, + nl(l10 +mx, -1, —m2x4)]
0x,,
|
Oclm, = }\'lxlonlml
0x,
|
Oclm, = _klxlonlmz
0x,

A matriz hessiana do primeiro elemento da fungdo objectivo

[ 9%lIm, &%Im, &’elm, |

ox,,.  0x,,0%, 0x,,0%,

d’elm, 0’elm, d’elm,
HELM, =| ox,0x,, dx,”  0x,0x,

0’elm, 0’clm, 8’elm,

ox,0x,, Ox,0x,  &x,’

Os elementos da matriz hessiana ndo nulos sdo dados por.

0’ el 07 el
elm, elm, _ Janm,

= m —
0x,0X,, i 0X ,0X
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Para o ultimo elemento sera:

O gradiente sera

as derivadas parciais sao

6- CODIGO LSNNO, CASCATA HIDRICA

elm, = /13)(18[7730 + 773('30 +MyX, =y, )]

1 1
VELM, :(8em9’6em9J
18 OX g

oelm
=7 [7730 +77; (I3o + My Xy =y, )]
OXg
|
Oclm, = 7»3X18113m3
0x,

A matriz hessiana do ultimo elemento €

o’elm,  o%elm,
2
OXig OX,50%,

H ELM, =
o’elm,  o’elm,
_ax«)axls ax«)z

O elemento da matriz hessiana ndo nulo ¢ dado por

Nota sobre o codigo LSNNO

0% elm,

=X’n,m,.
0X 130X 4 Tt

Da leitura do manual de utilizar do cédigo LSNNO, verifica-se que o mesmo foi

desenvolvido com vista a obtengao de solucdes Optimas para problemas em que o

operador de optimizagdo ¢ a minimizagao do tipo

min f(x)
sa Ax=r
0<x<u
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logo ha necessidade de recorrer da seguinte igualdade

= -min - f(x)
sa

xeF

a funcdo objectivo ndo ¢ o lucro, mas sim o simétrico do lucro, idem para o vector

gradiente e para a matriz hessiana. Além disto, como o volume de agua armazenado

numa albufeira tem um limite inferior nao necessariamente nulo as restricdes do nosso

problema sdo do tipo

0 que obriga a uma translacao do vector das varidveis do tipo

X =x"+1

para que as restricdes se possam escrever como

sendo

Ax'=r'

0<x'<u

r=r—AI
u=L-1

e a funcdo objectivo sera escrita como f(x'+1).

6.7- Dados para um caso exemplo

Na simulacdo computacional usaram-se os seguintes dados para as trés albufeiras

consideradas que sao uma aproximacao dos dados para as albufeiras de Miranda, Picote

, . , . .. . 6.3
e Bemposta. Volumes minimos e maximos permitidos nas albufeiras em [10"m”]:

Miranda;:
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Picote:
V=14
Bemposta: V=233
V=0

- Caudais minimos e méaximos que é possivel entornar nas albufeiras em [10°m’]:

Miranda = Picote = Bemposta:

- Caudais maximos que ¢ possivel turbinar nas albufeiras em [m’]:

Miranda: T =23 400
Picote: T =19800
Bemposta: T =25200

- Requisitos / Afluéncias verificadas nas albufeiras em cada hora em [m3]:

Albufeira 1°h 2%h 3*h 167°h 168°h
Miranda 9,2x10° 0 0 0 0
Picote 4x10° 0 0 0 0
Bemposta 5x10° 0 0 0 0

6.8- Manual do utilizador do LSNNO

O “Fortran Subroutine for Large Scale Nonlinear Network Optimization Problems
User’s Guide” estdo so disponiveis em LaTeX no ficheiro "lsnno.tex", com o objectivo

de permitir uma leitura o “Users' Guide of LSNNO” ¢ anexado nas folhas seguintes.
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