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Resumo

O estudo do processo de hidratagao do cimento em betdes tem aumentado devido a crescente
utilizagdo de betdes de elevado desempenho (que libertam maiores quantidades de calor) e o
desejo de abreviar a duracao do processo construtivo. Contudo, verifica-se que ainda ha muito
a fazer no sentido de controlar o processo de fendilhacdo durante a presa do betao, i.e., as-
segurar uma evolucao do estado de tensao compativel com o desenvolvimento das resisténcias
mecanicas. Salienta-se que, nas primeiras idades, a evolucao do estado de deformacao do betao
¢é fortemente influenciada por variagoes térmicas e volumétricas, quase sempre restringidas por
coacoes internas e externas.

Criou-se um modelo termo-quimico unidimensional de elementos convencionais (aproximando
o campo de temperaturas) que reproduz a evolu¢do do campo de temperaturas e do grau de
hidratacao do cimento. De forma deliberada, foram deixadas algumas opgoes ao utilizador que,
usualmente, sdo admitidas por defeito, nomeadamente a possibilidade de escolha entre varias
condicgoes iniciais para a hidratacao e a possibilidade de considerar uma taxa de libertacao de
calor nao nula no instante inicial.

Ap6s a apresentagao do modelo, é feita uma andlise de sensibilidade ao ntiimero de elementos
finitos e respectivos graus de aproximacao. Comparam-se os resultados obtidos com os de outros
programas, onde se verifica a plausabilidade das hipdteses assumidas.

Finalmente, com o intuito de perceber a adequabilidade da formulacao de elementos finitos,
de algumas hipéteses admitidas e do préprio modelo unidimensional, fazem-se comparagoes com
dois casos reais: uma laje estrutural de um pavilhao industrial e a fundacdo de uma torre edlica.
A primeira situacao encontra-se, a partida, dentro do dominio de aplicacao do modelo criado,
mas nao a segunda. Porém, sendo as torres edlicas de grandes dimensoes estruturas bastante
comuns e cujas fundacoes sao betonadas de uma sé vez, considera-se de todo o interesse saber

se é possivel aproximar o campo de temperaturas no eixo de simetria da fundagao.

Palavras-chave: Hidratacio do cimento; Elementos finitos convencionais; Transferéncias

de calor; Betao jovem.
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Abstract

The study of the process of hydration of cements in concrete has increased with growing demand
of high performance concrete (that release larger amounts of heat) and with the desire to shorten
the duration of the construction process. However, there is still much to do in order to control
the process of cracking of the concrete during hardening, i.e., ensure a evolution of the state of
tension compatible with the development of mechanical strength. It should be noted that, at
early ages, the evolution of the deformation of concrete is strongly influenced by thermal and
volumetric variations, almost always constrained by internal and external constraints.

A one-dimensional thermo-chemical model of conventional finite elements (approximating
the temperature field) was developed, that reproduces the evolution of the temperature and
hydration degree fields during the hydration process. Deliberately has been left to the user
some options that usually are admitted by default, namely the possibility to choose between
several initial conditions for the hydration and the possibility of considering a heat release rate
different from zero in the beginning of process.

After the formulation of the model, a sensitivity analysis was carried out where the number
of finite elements and their degrees of approximation was studied. The results were compared
with other programs, which verified the plausibility of the assumptions made.

Finally, in order to understand the suitability of the finite element formulation and some
assumptions made, the one-dimensional modelling approach was used for two case studies: a
slab of an industrial structure and the foundation of a wind turbine. The first situation is within
the scope of the model created, but that is not the case of the second. However, with the fairly
common large wind turbine structures, whose foundations are cast in one pour, it is of concern

whether it is possible to approximate the temperature field on the central axis of the foundation.

Keywords: Hydration of cement; Conventional finite elements; Heat transfer; Early age

concrete.
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Notacao

Em nome da clareza, as abreviatura e simbolos sao aqui introduzidos pela ordem da sua primeira
aparicao no texto, evitando-se assim repeticoes desnecessarias. Note-se ainda que, por vezes,
o mesmo simbolo pode ter significados diferentes ao longo do trabalho. Porém, embora possa

parecer confuso nesta listagem, ao longo do texto sao tomadas precaugoes para evitar dividas.

Lista de Abreviaturas
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K5O Oxido de potassio
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Observagoes Gerais

Em muitas aplicagoes, por uma questao de simplicidade, a evolucao do comportamento do
betdo no tempo tem sido desprezada. Tratando-se de um material compdsito, cujas tensoes se
vao instalando desde o inicio da sua formacao, o estudo exaustivo da sua histéria de tensoes
pode revelar-se bastante complexo. No entanto, a evolucao dos betoes de alta resisténcia e a
reducao dos prazos de construcao fizeram com que a analise do comportamento do betao desde as
primeiras idades tenha ganho importancia em muitas aplicagoes praticas, tais como barragens,
pontes e alguns tipos de fundacGes em que a cura usual se pode revelar ineficaz. Sucintamente,
as estruturas mais sensiveis a este problema sao: aquelas em que existem grandes volumes de
betao envolvidos, o que dificulta a dissipacao do calor; aquelas em que sao utilizados super betoes
que atingem temperaturas mais altas que os betoes correntes; as estruturas que sao colocadas

em carga muito cedo.

Durante a hidratacao do cimento ocorrem reacgoes quimicas exotérmicas e, sendo este um
material com baixa condutividade térmica [I], podem gerar-se grandes diferengas de temperatura
entre a superficie e o interior das pecas betonadas. Estes campos de temperatura originam, por
sua vez, variacOes de volume. Nas situagoes correntes em que as deformagoes se encontram
restringidas, aparecem, inevitavelmente, campos de tensoes. Sempre que for excedido o valor da
tensao de rotura a traccao ird ocorrer abertura de fendas. Note-se que, uma vez que o cimento
ainda nao formou presa, os valores da tensao de rotura sao inferiores aqueles que, usualmente,

sao considerados em projecto.

Também se tem verificado um aumento de preocupacoes quer ambientais quer ao nivel da

qualidade e durabilidade das estruturas. Ao contrario do que inicialmente se previu, as solugoes



de betao armado tém visto a sua competitividade aumentar relativamente a outras alternativas,
em consequéncia da evolucdo da tecnologia associada a este material. Actualmente, tem-se
assistido a um aumento da utilizagao de novos betdes. No entanto, tendo em consideragao que
as exigéncias colocadas sdo cada vez maiores, surge naturalmente a necessidade de perceber e,
consequentemente, controlar melhor o comportamento inicial deste material.

O processo de cura tem sido feito essencialmente de forma empirica, ficando, na maioria das
situacoes, ao cuidado da experiéncia e qualidade do construtor. Como em grande parte das obras
o projectista nao sabe a priori quem ird construir, existe uma grande incerteza relativamente
ao que ird ocorrer até a formacao da presa. As solugOes correntes de cura passam pela rega
das superficies das pecas e colocacao de um material cuja fungao visa, essencialmente, reduzir a
evaporacao de agua. No caso das barragens, instala-se um sistema de tubos onde se faz circular
agua fria, de forma a reduzir as temperaturas. Como referido, ambos os processos resultam da
experiéncia empirica, estando portanto subjacente alguma incerteza quanto a sua real eficacia
sempre que sao aplicados a um novo tipo de betao ou de estrutura.

Apesar de tudo, o tempo tem revelado que as préaticas de projecto e construcgao se tém
revelado satisfatérias para os estados limites ultimos, no sentido em que garantem coeficientes
de seguranca adequados. Porém, a situacdo nao é tao satisfatéria para os estados limites de
utilizacao. Verifica-se, por vezes, que as fendas tém aberturas acima do previsto ou que apare-
ceram em zonas cujos modelos de cdlculo correntes nao conseguem justificar [2]. Tratando-se
de estruturas de betao armado, a fendilhagdao é um fenémeno normal e inevitavel, mas deve ser

sempre controlada, pois pode ter iniimeras implicacoes praticas.

1.2 Estado da Arte

O comportamento do betao nas primeiras idades é caracterizado por um estado de deformacao
fortemente influenciado por variagoes térmicas e volumétricas, quase sempre restringidas por
coacgoes internas e externas que potenciam a fendilhagao precoce.

O aprofundamento do estudo do comportamento do betdo nas primeiras idades tem sido
suscitado pela crescente utilizacao de betoes de elevado desempenho e pelo desejo de abreviar
o processo construtivo. Sao maiores as exigéncias de modelagao que dai decorrem, nao s6 para
assegurar condicoes de durabilidade adequadas ao periodo de vida da estrutura, mas também
para evitar problemas que se tém verificado pela inadequada avaliacdo do comportamento do
betao na fase da construcao, Estrada et al. [3].

Contudo, sao ainda limitadas as ferramentas disponiveis para realizar a modelacao do com-



portamento de betoes nas primeiras idades e prever a fendilhagao durante o processo de presa,
assegurando uma evolucao do estado de tensao adequada ao desenvolvimento das resisténcias
mecanicas.

Para modelar a evolugao das propriedades do betao é necessario combinar [2) [4] a solugao
de um problema termo-quimico, para a reacgao de hidratagao do cimento e o comportamento
térmico associado [5], e de um problema mecanico, para simular a evolu¢ao das propriedades e
do comportamento mecanico do betao [6].

Na formulagdo do problema mecéanico é usual adoptar a hipotese de linearidade geométrica
na definicao das condic¢oes de equilibrio e de compatibilidade. No entanto, é necessario simular o
comportamento fisicamente nao-linear associado a ocorréncia da fendilhagao do betao, incluindo
os efeitos decorrentes da fluéncia [7] e da retrac¢ao autégena [§].

O comportamento termo-quimico, transiente e ndo-linear, combina a condicao de conservacao
do calor com a equacao que define a fonte de calor decorrente do processo de hidratacao. Tém
sido propostos modelos micro-estuturais para simular o processo de hidratagao [9, 10} 1T}, 12} 13
14, 15]). A sua implementagao é computacionalmente bastante pesada, produzindo um detalhe
de informacao que é supérfluo para a maioria das aplicagoes praticas. Por isso, por vezes, opta-se
pela utilizacao de modelos macro-estruturais [16] 17, [18, 19, 20, 21, 22}, 23], geralmente baseados
na lei de Arrhenius com parametros fisicos determinados e calibrados experimentalmente para

capturar adequadamente o processo termo-quimico [4], 24].

1.3 Problemas Térmico e Mecanico

Para estudar a evolucao do betao ao longo do tempo de forma completa é necessério resolver dois
problemas, um termo-quimico e outro mecanico. O problema termo-quimico (aqui designado
por térmico) é nao linear e varia no tempo, simulando o processo de hidratagdo. O problema
mecanico também varia no tempo e é fisicamente nao linear, porque as propriedades mecéanicas
variam durante o processo de hidratagao.

Importa sublinhar que ambos estao interligados, dado que se influenciam mutuamente. Por
um lado, o campo de temperaturas, ao promover variagoes de volume num material que, no caso
geral, tem as suas deformacoes restringidas, vai provocar alteracées no campo de tensoes. Por
outro, o campo de temperaturas vai ter uma grande influéncia sobre a velocidade das reacgoes
quimicas alterando, uma vez mais, o comportamento mecanico do material.

Comparativamente, a influéncia do comportamento mecanico no campo de temperaturas ¢é

menor que o oposto. Contudo, sempre que aparece uma fenda, é criada uma descontinuidade

3



no campo de temperaturas alterando a forma de transmissao de calor. Além disso, as variagoes
de volume da peca podem alterar as préprias condicoes de fronteira ao originar, por exemplo,
perdas de contacto.

Posto isto, em todos os estudos deste tipo, é necessario admitir véarias hipéteses simplifica-
tivas pois, caso contrario, o calculo seria extremamente moroso, devido as interdependéncias e
nao linearidades envolvidas. Como ja foi explicado a influéncia da variagdo das propriedades
mecanicas sobre o campo de temperaturas ¢é significativamente menor que o contrario. Assim, de
um modo geral, é habitual considerar como hipdtese que o campo de temperaturas nao depende
da variagao das propriedades do material [1} 2, 25]. Deste modo, é possivel modelar o campo de
temperaturas de forma independente e, posteriormente, quando se analisa a evolugao das pro-
priedades mecanicas utilizam-se as distribuigoes de temperatura e o grau de hidratagao ja calcu-
lados [4]. O output do modelo térmico serve assim de input no modelo mecanico, considerando-se
apenas a influéncia das temperaturas nas propriedades mecanicas. Existem outras abordagens
mais recentes em que se obtém melhores resultados. Por exemplo, através de estratégias ite-
rativas em que o processo acima descrito constitui a primeira iteracao e, posteriormente, os
resultados obtidos no modelo mecanico sao re-introduzidos no modelo térmico dando origem
a um processo iterativo. Actualmente, devido & melhoria das ferramentas disponiveis, é ainda
possivel considerar explicitamente as interacgoes sobre modelos termo-mecéanicos acoplados.

Conforme se depreende do paragrafo anterior, no estudo da evolucao do betao no tempo, a
andlise térmica antecede (ou acompanha) a andlise mecanica. Neste trabalho modelou-se apenas
o comportamento térmico, considerando-se que o campo de temperaturas nao depende do campo
de tensoes. Assim, possiveis desenvolvimentos futuros do modelo criado terao, forgosamente, de

passar pelas duas primeiras vias apresentadas.



1.4 Caracterizagcao do Material

Os betoes de ligantes hidrdulicos sao materiais que resultam da mistura, em proporcoes ade-
quadas, de cimento, britas, areias e dgua. Para além destes componentes bésicos podem ainda
conter adjuvantes e adigcoes. Este material pode ser classificado quanto a vérias propriedades
(peso volumico, resisténcia a traccdo, resisténcia a compressdao, médulo de elasticidade, etc),

existindo para o efeito normas bem definidas.

A propriedade mais significativa na caracterizacao do betao ¢ a resisténcia a compressao que,
expressa em termos de resisténcia caracteristica, é definida como o valor da resisténcia atingido
com uma probabilidade de 95% sem ocorrer a rotura. Por convengao, este valor é determinado
aos 28 dias. A classificagdo do betao é feita recorrendo a esta propriedade. Por exemplo, na
designagao C30/37, o primeiro valor apresentado define a resisténcia obtida em ensaios com
provetes cilindricos, conforme indicado no EC2, e o segundo ¢é obtido em provetes ctibicos, de
acordo com a designacao antiga. Na tabela retirada de [26], apresentam-se as propriedades
e os valores usualmente utilizados em projecto de estruturas de betao que, por conveccao, sao

obtidos aos 28 dias. Faz-se, no entanto, notar que as propriedades evoluem ao longo do tempo.

Tabela 1.1: Principais propriedades do betao

C15/20 C20/25 C25/30 C30/37 C35/45 C40/50 | Unidades
fed 10.7 13.3 16.7 20.0 23.3 26.7 MPa
fek 16.0 20.0 25.0 30.0 35.0 40.0 MPa

fetm 1.9 2.2 2.6 2.9 3.2 3.5 MPa
E.os | 290 30.0 31.0 33.0 34.0 35.0 GPa

Dos vérios componentes do betdo, aquele que mais influencia o calor de hidratacao é o
cimento. De tal forma que, no presente trabalho, mais do que saber se o betao é um C30/37,
interessa saber qual é o tipo de cimento utilizado, visto que tem influéncia nos parametros
de caracterizacdo que serao apresentados. Nao foram feitos ensaios experimentais, tendo-se
optado pela utilizagao dos valores apresentados em [2] onde foram caracterizados os cimentos
provenientes dos dois principais fornecedores do mercado portugués. Na tabela [I.2] apresenta-se

a composicao quimica referente a cada um dos tipos de cimento analisados.



Tabela 1.2: Composi¢ao quimica e finura do cimento [2]

Tipo de Cimento SiO4 AlsO3 FexO3 CaO MgO SO3 KO CaO Perda Blain
(Total) livre na (em?/g
ignicao

< CEM I 52.5R 18.98 5.43 3.57 64.03 1.6 3.31 1.03 1.126 2.13 3880
g CEMI42.5R 18.26  5.47 3.32 63.89 1.86 2.756 1.08 1.29 2.6 2950
% CEM II/A-L 42.5R 16.82 5.11 3.11 62.31 1.78 3.2 1 1.12 6.39 3830
5 CEM II/B-L 32.5N 12.74 417 2.31 59.75 1.47 3.04 0.79 0.73 14.54 4060

CEM IV/B(V) 32.5N 31.73  12.67 6.88 39.85 1.69 2 1.06 0.84 3.02 3630
m CEM I 52.5R 20.16 4.35 3.48 62.97 2.33 3.4 - - - 4914
g CEMI425R 19.82 4.22 3.4 62.66 2.21 3.47 - - - 4112
g CEM II/A-L 42.5R 18.58  4.18 3.22 62.02 2.09 3.35 - - - 4494
5 CEM II/B-L 32.5N 18.02 3.86 2.52 59.7 1.79 2.61 - - - 4433

CEM II/B-L 32.5R (w) 17.29  2.38 0.17 64.58 0.5 2.48 - - - 5019

1.5 Organizacao do Texto

A formulagao de problemas em engenharia civil deve ser feita de forma criteriosa, i.e., deve
ser seguida uma abordagem sistemdtica que conduza a resolucao pretendida mas que, além
disso, permita que outros possam acompanhar a linha de raciocinio. No presente trabalho,
identifica-se o problema (evoluc¢do no tempo das propriedades do betdo); escolhe-se o aspecto
concreto que se pretende estudar (evolugdo do campo de temperatura); introduzem-se algumas
hipéteses simplificativas que possibilitem a sua resolucao, sem destruir os aspectos essenciais que
se pretende modelar; identificam-se as varidaveis principais; escolhe-se a abordagem adequada e
procede-se a criagao do modelo. Por fim, é necessario validar o modelo criado, comparando-o
com outros modelos e aplicando-o a casos reais.

O presente trabalho estd organizado em nove capitulos, incluindo o de introducao. Em
seguida, apresenta-se, de forma sucinta, o conteido de cada um deles.

No capitulo 2, é seguido um dos principios fundamentais do Professor Edward Wilson [27]:

"Nao deve ser criado um modelo computacional antes de se definirem os carregamentos, as

propriedades do material e as condi¢des de fronteira”.

Assim, é apresentado o modelo seguido e sao explicadas as hipéteses simplificativas. No mo-
delo matematico caracterizam-se as principais equagoes, definem-se conceptual e numericamente
as grandezas principais e faz-se um paralelismo entre o problema do calor e o problema mecanico,
mais usual em engenharia civil. Neste capitulo sao ainda introduzidos alguns conceitos gerais
indispenséveis a compreensao do restante trabalho.

No capitulo 3, é introduzida a varidvel tempo, i.e., as equacoes apresentadas no capitulo
anterior sao ajustadas no sentido de permitirem um andlise ao longo do tempo.

No capitulo 4, segue-se o segundo principio fundamental do Professor Edward Wilson [27]:
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"Nao se deve utilizar um programa de andlise estrutural a menos que se perceba completa-

mente a teoria e aproximacoes subjacentes”.

Sendo este um problema sem solucao analitica, é necessario recorrer a métodos numéricos
para obter uma solugdao. Com este enquadramento, optou-se pelo método dos elementos finitos,
pelo que neste ponto sdo apresentados os conceitos e as equagoes necessarios a sua aplicacao.
Neste capitulo é, ainda, feito um paréntesis na exposicao para falar de alguns aspectos numéricos
necessarios a implementagao do método dos elementos finitos.

No capitulo 5, é retomada a linha que vinha a ser seguida e é apresentado o modelo criado.
Faz-se a ponte entre os conceitos tedricos previamente apresentados e os aspectos praticos da
sua aplicacao. De forma muito resumida, explica-se o funcionamento do programa desenvolvido.

A qualidade das solugoes obtidas através do método dos elementos finitos é muito dependente
das aproximacoOes utilizadas. Assim, no capitulo 6 calibra-se a malha de elementos e o grau
de aproximagao, no sentido de obter um compromisso entre o tempo dispendido, os recursos
consumidos e a qualidade do resultado.

No capitulo 7 é feita a validagdo do modelo por comparagdo com programas existentes.
Sendo este um problema sem solucao analitica, foi a tinica forma encontrada para realizar um
confronto sistematico de resultados. Nenhuma das soluc¢Ges presentes neste capitulo é, a priori,
exacta mas o facto de haver diferentes modelos a obter solugoes semelhantes dé, obviamente,
alguma garantia, sobretudo sabendo que os outros modelos j& foram validados. Aproveita-se,
ainda, este capitulo para avaliar as diferentes hipdteses e formulagoes do problema. Uma vez
que nao foi encontrado nenhum programa igual ao que foi criado, este ponto surge naturalmente
como justificagao das diferencas encontradas.

O capitulo 8 contém a comparagao do modelo criado com dois ensaios experimentais reais
realizados por um investigador nesta area.

Por fim, as conclusoes obtidas sao apresentadas no capitulo 9.






Capitulo 2

Definicao do Modelo

2.1 Introducao

O carécter exotérmico da reacgdo de hidratacao do cimento, associado a uma baixa condutivi-
dade térmica do betao, faz com que a temperatura suba, uma vez que o calor produzido nao é
facilmente dissipado. Assim, sdo originadas variagoes de volume no material que conduzem ao
aparecimento de tensoes, devido a restricao nas deformagoes. Estas tensoes, por sua vez, caso

ultrapassem o valor de fendilhacao, irao originar a abertura de fendas.

Os modelos de calculo usuais nao permitem integrar de forma adequada os efeitos do calor

de hidratacao, pelo que serd necessério criar modelos numéricos especificamente para este efeito.

Qualquer modelo (por muito bom que seja) constitui sempre uma aproximagao da realidade
que, geralmente, é bastante complexa. Logo, é necessario simplificar o problema, através da
introdugao de algumas hipdteses, com o intuito de estabelecer um modelo bem definido, exequivel

e valido no ambito das suposicoes admitidas.

Neste capitulo apresenta-se o modelo do comportamento no dominio e na fronteira, fazendo
uma pequena referéncia as simplificacées adoptadas, deixando para mais tarde a sua validacao.
Em seguida, introduz-se o modelo matematico comecando pelas suas equagoes bésicas (lei de
Fourier e equacao de calor) mas falando sobretudo da definicdo das grandezas. Houve a ne-
cessidade de recorrer a definigbes empiricas para algumas condicoes de fronteira, pelo que a
sua apresentacao é feita aqui. Por fim, faz-se a ponte para o modelo matematico dos tipos de

fronteira previamente enumerados.



Figura 2.1: Modelo unidimensional

2.2 Modelo

Conforme se pode observar na figura [2.1] utilizou-se um modelo unidimensional do comporta-
mento térmico como aproximagao de uma laje. Implicitamente, estd a considerar-se a laje como
suficientemente comprida e larga, de forma a desprezar os efeitos de fronteira em todas as faces,
a excepcao dos topos. Ou seja, e para o referencial indicado, admite-se que as varidveis do
problema sao independentes das coordenadas x e y.

A representacao apresentada necessitard, naturalmente, de ser validada posteriormente com

recurso a outros modelos ou, preferencialmente, a resultados experimentais.

2.3 Modos de Transferéncia de Calor

Fisicamente o calor pode ser transmitido de trés formas diferentes na fronteira de um corpo:

1. Condugao

A conducao é o processo de transferéncia de calor em que o transporte de energia térmica
¢é realizado através do movimento de vibragao aleatério de moléculas ou através do movi-

mento de electroes livres. E, tipicamente, a forma de transmissao de calor entre corpos
solidos (ver figura [2.2)).
2. Convecgao

A transferéncia de calor por convecgao é feita através do movimento de fluidos. Um caso

tipico é quando uma superficie quente aquece o fluido circundante que, devido por exemplo
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Figura 2.2: Conducao

a circulacao do vento, vai sendo renovado e transportado para outro local. Assim, o fluido
em contacto é aquecido e substituido por fluido circulante que, por sua vez, pode chamar

mais calor da superficie do corpo (ver figura [2.3]).

] T
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Figura 2.3: Convecgao

3. Radiacao

A transferéncia de calor por radiacao estd relacionada com a emissao de energia a partir
de um corpo como consequéncia da sua temperatura (ver figura . Ao contrario dos
dois modos anteriores, a radiagdo ocorre mesmo no vacuo. Alega-se que este tipo de
transferéncia é feito através de ondas electromagnéticas (de acordo com a Teoria Cléssica

de Maxwell), ou através de fotoes discretos (de acordo com a hipdtese de Planck).

g\\?‘ 11

Superficie

T

Figura 2.4: Radiagao
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2.4 Condicoes de Fronteira

De acordo com o exposto na seccao existem trés modos de transmissao de calor. Interessa,
no entanto, perceber de que forma os modos estudados se concretizam ao nivel da fronteira.
Assim, neste ponto principia-se por fazer uma observacgao fisica do problema, esquecendo a
parte numérica. Numa fase posterior, faz-se a apresentacao dos modelos matematicos a utilizar
e respectivas simplificacoes.

Apés observacao da natureza, verifica-se que qualquer um dos trés modos se pode subdividir

em duas categorias, conforme se sistematizou na tabela

Tabela 2.1: Condigoes de Fronteira

B e Livre
Condugao
e Imposta
B e Natural
Convecgao
e Forcada
.- e Ondas Curtas
Radiacao
e Ondas Longas

A condugao depende, para além da temperatura do elemento em andlise, de dois factores:
temperatura do corpo em contacto e fluxo de calor entre ambos. Logo, sempre que se im-
puser uma das duas varidveis, chama-se a conducao de imposta. Por oposicao, quando, quer a
temperatura, quer o calor puderem variar chama-se de livre.

Da mesma forma, a convecgao pode ser subdividida em natural e forcada. Como ja foi dito,
entende-se por conveccao uma troca de calor entre um corpo sélido e um fluido envolvente. Neste
caso, a troca de calor ocorrerd entre o betao e o meio ambiente. Este fenémeno sera regido,
essencialmente, pela velocidade do fluido e pela diferenga de temperatura entre o betao e o meio
ambiente. Sera natural quando o fluido em contacto for sendo renovado devido a variagao de
densidade que acontece em consequéncia da sua variacao de temperatura. Isto é, o betao aquece
o ar envolvente que, por sua vez, diminui de densidade, sobe e da lugar a uma nova porcao de ar.
Por outro lado, seré forcada quando, através de processos artificiais, se aumentar ou diminuir a
taxa de renovacao do fluido em contacto.

A subdivisao da radiagao é substancialmente diferente das duas anteriores. Este modo pode
ser subdividido em radiacao de onda curta ou de onda longa. A mudancga de categoria passa,
apenas, por uma diferenca no comprimento de onda. Em sentido lato, todos os corpos emitem

radiacoes de onda longa. A onda curta estd, geralmente, associada & radiacao solar [IJ.
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2.5 Modelo Matematico

Por forma a tornar a exposicao mais clara, o modelo matemédtico é apresentado por etapas.
Numa primeira fase, apresenta-se as equacoes a aplicar no dominio do elemento e introduz-se as
grandezas fisicas, bem como a sua concretizacdo para o caso em aprego. Numa fase posterior,

sao apresentadas as condigoes de fronteira, fazendo uma pequena introducao fisica da cada uma.

2.5.1 Equacgoes Basicas

Nesta subseccao faz-se a apresentacao das equagoes basicas referentes ao problema térmico.
Ficam por caracterizar algumas grandezas apresentadas, o que € feito na secgao seguinte.

Este problema tem duas equagoes fundamentais:

1. Lei de Fourier

De acordo com [28], demonstra-se experimentalmente que existem duas leis que regem o
fluxo de calor. A primeira condigao diz que o fluxo de calor (&) e a variacao da temperatura

no espago (VT) tém direcgoes opostas:

o vT
= = 2.1
o] = VT 21)

A segunda lei refere que a magnitude do fluxo de calor é directamente proporcional ao

gradiente de temperatura:

lo| o |VT| (2.2)

Posto isto, o fluxo de calor deixa de ser algo abstracto e passa a ser, a parte de uma cons-
tante de proporcionalidade, uma quantidade com uma direc¢ao e magnitude definidas. A
constante de proporcionalidade define a condutividade térmica (k em Wm™1K 1), con-

forme se observa na lei de Fourier:

o=—kVT (2.3)

Note-se que a lei de Fourier estabelece uma condicao de causalidade entre o campo de
temperaturas e o fluxo de calor.
2. Equacao de Calor

A deducao da equacao de calor pode ser feita de varias formas. A forma usual na literatura

[4, 28, 29] é através da conservacao da energia num volume de controle. Na figura
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Tp+dz

Figura 2.5: Volume de controlo

apresenta-se um volume de controle genérico, onde pode ser feito o balanco energético. De

acordo com a primeira lei da termodinamica para sistemas fechados,
Ein + Eg - Est = Eout (24)

onde, Ej, corresponde a energia que entra no volume, FE,,; é a que sai, E, é, nesta
aplicacao, a energia gerada pelas reaccoes de hidratacao do cimento e Ey; é aquela que fica

armazenada. FE;, é definido por,

Ein =0z +0y+0; (25)
e Eout por:
. ao'w oo 80'2
Eout = (04 + Edw) + (oy + a—yydy) + (0, + Edz) (2.6)

Para calcular a energia produzida durante a reaccao quimica, multiplica-se a taxa de

geragao de calor interno (Q em Wm™3) pelo volume de controlo:
E, = Q dxdydz (2.7)
A energia que fica armazenada dentro do volume de controle calcula-se através da equacao,
Ey = pe T dedydz (2.8)

em que pc define o calor especifico.
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Substituindo as equagdes (2.5) a (2.8) em (2.4),

ozdydz + oydrdz + o drdy + Q dxdydz — ch dxdydz =

= (o + adc;xdx)dydz + (oy + a;yydy)dxdz + (o, + %Ozdz)dmdy (2.9)
e simplificando, obtém-se:
do, Ooy 0o, . .
-z 7Y = ocT 2.1
oz y 0z +Q=pc (2.10)

Para que o resultado final dependa apenas do calor, da temperatura e das propriedades
do material, é necessério recorrer a Lei de Fourier (2.3). Concretizando-a para a presente

situacao, obtém-se:

oT
r=—k — 2.11
o ko (2.11)
oT
oT
o, = —k 5 (2.13)

Para finalizar, é necessério substituir a Lei de Fourier em (2.9)), obtendo-se a equacao do
calor,

. . 0 oT 0 oT 0 oT

—pcTlT=—(k—)+ —(—k—)+ —(—k—=—

@=pe Bac( 8:C)+8y( 8y>+8z( 8,2)

ou, denotando V = {0;, 8y, d,}7,

VI(kVT) +Q = pcT (2.14)

2.5.2 Analogia com a Mecanica dos Sélidos

A mesma expressao pode ser obtida por analogia com a teoria da analise de estruturas. Embora

menos 6bvia, esta deducao é mais simples de compreender por pessoas com formacao base em

engenharia civil. A dificuldade desta nova abordagem é perceber de que forma se relacionam

as grandezas deste problema com os deslocamentos, extensoes, relagoes constitutivas, tensoes e

esforcos.

Partir-se-4 dos deslocamentos! que, neste caso, correspondem & temperatura (T) até obter

o fluxo de calor (@), equivalente aos esforgos. Sendo o deslocamento uma grandeza conhecida,

é possivel, através da equagao de compatibilidade (2.15]), obter as extensoes (¢) que, neste caso,

correspondem ao gradiente no espago da temperatura (VT):

e=VT (2.15)

'Note-se que se obteria um resultado idéntico caso se comecasse pelos esforcos.
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Uma vez conhecido o gradiente térmico, €, pode determinar-se o equivalente as tensoes, através
da relacdo constitutiva. A lei de Hooke utilizada na mecéanica, mais concretamente na teoria da
elasticidade linear, é aqui substituida pela Lei de Fourier, equacao . Por fim, basta aplicar
a condicao de equilibrio, , para obter o resultado que foi obtido anteriormente em .

Apresenta-se na figura 2.6] um esquema grafico demonstrando a analogia com a anélise

estrutural.
Relacoes Constitutivas
o €
o= —ke
Equilibrio Compatibilidade
V7o +Q = pel e=VT
Q T

Figura 2.6: Equacao de calor por analogia com a teoria de anélise de estruturas

2.5.3 Definicao das Grandezas

Nesta subseccao, € feita a caracterizacao das grandezas necessarias a utilizacao das equagoes
anteriores, concretizando-as para o problema presente.
e Condutividade térmica (k)

A condutividade térmica ird variar ao longo do tempo, pelo que serd necessario traduzir
matematicamente a evolucao deste pardmetro. De acordo com [25] a variagao de k pode

ser traduzida pela expressao empirica,
k= koo(1.33 — 0.33x) (2.16)

onde ko, é o valor da condutividade do betao apds a formacao de presa e « representa o
grau de hidratacao.

e Grau de hidratagao («)
O grau de hidratagao é definido, em cada instante, pelo racio entre o calor libertado até

ao momento e aquele que sera libertado até ao final do processo:

alt) = %(: (2.17)
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Na aplicacao do modelo a casos reais, nao é facil estimar o valor inicial deste parametro,
uma vez que é dificil afirmar com certeza em que momento comecam as reaccoes condu-
centes a hidratagao, sobretudo devido ao transporte, onde é aproveitada a tixotropia que

o betdo possui na fase inicial. Todavia, ¢ usual admitir a(t = 0) = 0.

e Quantidade calor a tempo infinito (Q)

Um dos problemas da aplicacao da defini¢ao (2.17)) é a determinacao de Q. Este valor é
obtido pelo integral no tempo da taxa de calor libertado durante o processo de hidratagao

do cimento. Neste estudo recorre-se a valores de Qo retirados da literatura [2] e que se

apresentam na tabela

Tabela 2.2: Calor libertado a tempo infinito (Qoo)

Que (kJ/kg)
Tipos de Cimento Qoo
CA CEM I 52.5R 383.9
CA CEM I 42.5R 370.5
CA CEMIT A L 42.5R 352.5
CA CEM IT B L. 32.5N 270.3
CA CEM IV 32.5N 296.4
CB CEM I 52.5R 394.6
CB CEM I 42.5R 358.3
CB CEM II AL 42.5R 333.9
CB CEM II B LL 32.5N 303.5
CB CEM II B L 32.5R White 256.1

e Fonte de calor (Q)

A fonte de calor devido as reaccoes de hidratacao sera definido pela lei de Arrhenius [25],

Q = Arf(e) erp(— ) (218)

onde E, é a energia de activacao (J/mol), R é a constante universal dos gases (J/mol. K1),
Ar é o valor maximo da producao de calor (J/s) e f(«) define a evolugao da taxa de calor
normalizada em funcao do grau de hidratacao («). A funcao f(«), bem como E, e Ay sdo

determinados experimentalmente.

Existem varios métodos experimentais para determinar as grandezas que constam da

equagao (2.18]). Neste trabalho os valores sao directamente retirados da bibliografia [2]. De
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referir, por uma questao de coeréncia, que, na fonte utilizada, os valores sao determinados
através de dois processos cujas descrigoes podem ser encontradas em [24], 30]. Porém, na
tabela sao apenas apresentados os valores que serao, efectivamente, utilizados para

f(Oé), Ea € AT.

A fungao de hidratagao, f(«), é interpolada linearmente entre os valores medidos experi-

mentalmente, como se mostra na figura
0.8 / \

0.6 \
f(@) / \
0.4/ \
0.2 \\
\

0'8.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
a

Figura 2.7: Funcao de hidratacao, f(a) - CA CEM I 42.5R

A normalizacao da funcao de hidratagao garante a condigao,

fmax =1 (2.19)

e, em consequéncia da defini¢ao (2.17)), a hidratagao total é atingida para a condigao o = 1.
E experimentalmente muito dificil determinar o valor inicial da funcao de hidratacao, sendo

usual admitir que f(a =0) =0.

Olhando para a equagao , conclui-se que se f(a) tomar o valor zero, entao Q serd
nulo. Isto é um problema que, conforme se verd adiante, aparece no calculo na solugao
inicial pois, na tabela verifica-se que f(aw = 0) = 0. A implicacao imediata é uma
libertagao de calor nula no instante inicial. Caso nao seja acautelada, esta situacao nao

permite dar inicio a hidratacao.

Calor especifico (pc)

O calor especifico do betao é, de acordo com [2], influenciado por vérios factores, tais
como: volume dos agregados, proporgao dgua/cimento, tipo de agregados e temperatura.

No entanto, verifica-se que este parametro tem sempre uma variacao inferior a 10% no
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intervalo [5,50]°C, que contém a esmagadora maioria dos possiveis casos de estudo. As-

sim, no presente trabalho, opta-se por desprezar a sua variagao e utilizar valores médios

encontrados na literatura.

Tabela 2.3: Parametros a utilizar na modelagao numérica

e e 2 2 & e = )
N 0 0 3
. & = = z g B =
3 3 3 8 8 g 8 g
S S S S S g g g
Ar 2.150E+408 1.607E409 3.553E+09 4.096E+09 7.807E407 3.522E+08 1.374E+09 7.683E407
E, (kJ/mol) 43.83 48.19 51.02 52.10 41.84 44.38 47.40 41.30
Qoo (kJ/kg) 355.2 386.3 327.4 296.2 279.5 370.3 414.0 343.1
ar f(ar) f(ar) flar) flar) flar) flar) flar) f(ar)
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.05 0.65 0.62 0.75 0.83 0.62 0.58 0.53 0.68
0.10 0.91 0.88 0.95 0.99 0.85 0.85 0.83 0.92
0.15 1.00 0.99 1.00 0.99 0.98 0.98 0.99 1.00
0.20 0.98 1.00 0.97 0.95 0.99 1.00 0.98 0.98
0.25 0.94 1.00 0.96 0.87 0.92 1.00 0.89 0.91
0.30 0.86 0.95 0.90 0.83 0.82 0.94 0.76 0.82
0.35 0.75 0.85 0.78 0.77 0.72 0.83 0.57 0.74
0.40 0.63 0.70 0.66 0.68 0.58 0.69 0.39 0.64
0.45 0.51 0.56 0.56 0.59 0.41 0.55 0.24 0.52
0.50 0.41 0.45 0.46 0.51 0.27 0.41 0.17 0.41
0.55 0.32 0.36 0.34 0.42 0.19 0.30 0.16 0.31
0.60 0.24 0.28 0.25 0.30 0.15 0.22 0.14 0.24
0.65 0.18 0.23 0.20 0.21 0.12 0.17 0.11 0.18
0.70 0.13 0.18 0.16 0.16 0.10 0.13 0.08 0.14
0.75 0.09 0.13 0.12 0.12 0.08 0.10 0.06 0.10
0.80 0.06 0.08 0.08 0.08 0.05 0.07 0.04 0.07
0.85 0.04 0.04 0.04 0.04 0.03 0.04 0.03 0.04
0.90 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02
0.95 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01
1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
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2.5.4 Condicoes de Fronteira

Na seccao definem-se os tipos de fronteira possiveis. Agora é necessario traduzi-los matemati-
camente. Como nota prévia, convém referir que todos os modelos tém as suas limitagoes, pelo
que implicam, necessariamente, algumas simplificagcoes. Por forma a introduzir as condigoes
fronteira o mais correctamente possivel e para, posteriormente, se conseguir interpretar os resul-
tados, é necessario compreender, além das equacoes, as simplificacoes subjacentes. Em seguida,

apresentar-se-ao os trés tipos de fronteira que serao utilizados: Neumann, Dirichlet e Robin.

1. Fronteira de Neumann

Na mecéanica, a fronteira de Neumann (ou fronteira estdtica) define uma fronteira sujeita
a uma forca imposta, o que aqui correspondera a um fluxo de calor definido. Fisicamente,
representa a conducao com o fluxo de calor imposto. Matematicamente, pode ser traduzida

pela equacao seguinte, em que n define a normal exterior unitaria:

nlo=1 (2.20)

Sempre que se considera o fluxo de calor igual a zero, estd a admitir-se que nao existem
trocas de calor com o meio. Neste caso particular, a fronteira passa chamar-se adiabética.?
Esta condicao é muito utilizada para calibrar os ensaios e quando se estudam estruturas
de grande porte. Dada a grande quantidade de betao, em estruturas como barragens, é

legitimo admitir que néo existe troca de calor com o meio [28].

2. Fronteira de Dirichlet

Na mecanica, a fronteira de Dirichlet (ou fronteira cinemadtica) define uma fronteira sujeita
a um um deslocamento imposto. Nesta aplicacao corresponderd a uma fronteira com uma

temperatura imposta. Esta condicao é traduzida pela equacao:

T=T (2.21)

3. Fronteira de Robin

Na mecéanica, a fronteira de Robin (ou fronteira eldstica) define uma fronteira em que as
forcas sao proporcionais aos deslocamentos. Neste caso serd uma condigao que relaciona a
temperatura e o fluxo de calor na fronteira. Fisicamente, pode definir todos os fenémenos
apresentados. No entanto, no presente trabalho evita-se a sua utilizagdo na conducao,

pois de acordo com [28], de um modo geral, a conducao fica bem caracterizada utilizando

2Deriva da palavra grega adiabatos que significa impenetravel
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apenas a fronteira de Neumann ou de Dirichlet, sendo esta formulacao muito mais fiel no

caso da conveccao e radiacao. Matematicamente, pode ser traduzida pela equagao,
n''o = he(T — Ty) (2.22)
onde o coeficiente de conveccao-radiacao, he,, serd dada por:
her = he + Ry (2.23)

Para o coeficiente de convecgao, h., adoptou-se a expressao empirica, [25],

5.6 +3.950 sewv <b5m/s
he = (2.24)

7.60%7 se v >bm/s

onde v(m/s) representa a velocidade do vento. O coeficiente de radiagao, h,, é dado por

25,

£[4.8 + 0.075(T, — 278.15)] se T, > 278.15K
hy = (2.25)
48z se T, < 278.15K

onde ¢ representa o coeficiente de emissividade, que varia no intervalo [0.85,0.95].

Refira-se que as definicoes adoptadas para h. e h, foram escolhidas entre véarias possiveis.

Faz-se notar que, nas condi¢oes definidas anteriormente, todas as varidveis variam no tempo.
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Capitulo 3

Variacao no Tempo

3.1 Introducao

Os problemas térmicos dependem do espaco e, a parte de situagdes muito especificas, também
do tempo. Deste modo, qualquer modelo que almeje obter resultados correctos tem de integrar

esta variavel na sua formulacao.

A abordagem a problemas cujas grandezas se vao alterando pode ser feita de varias formas,

e.g., separar as variaveis no tempo e no espago:
v(x,t) = a(z).b(t) (3.1)

No presente trabalho, optou-se por uma estratégia incremental, calculando as variacoes das

grandezas e aplicando [25],

v(z,t) = vo(z,to) + dv(z, ot) (3.2)

onde v e vg representam a grandeza em estudo no instante ¢ e no instante inicial, respectivamente;

0t é o incremento de tempo e dv o incremento da grandeza.

A via seguida consiste em definir uma sequéncia incremental de problemas, aproximando nu-
mericamente as derivadas no tempo. Existem diferentes técnicas para definir as aproximacoes e o
valor do incremento de tempo de modo a satisfazer determinadas critérios de estabilidade e con-
vergéncia. Neste capitulo faz-se a apresentacao da formulacdo incremental utilizada, comecando
pelas equagoes vélidas no dominio do elemento, prosseguindo para as expressoes validas nos
diferentes tipo de fronteira e continuando para a redefinicao das expressoes empiricas. Por fim,

serd explicado o processo de discretizacao no tempo, nomeadamente através dos métodos 6.
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3.2 Formulacao Incremental das Condicoes de Dominio

De forma a adoptar a formulagao incremental serd necesséario reescrever algumas das equagoes
previamente apresentadas no capitulo Assumindo que todas as condigoes sao satisfeitas no
instante tp, utilizando a definigdo (3.2]) e seguindo, uma vez mais, a forma usual em anélise

estrutural, obtém-se as seguintes descricoes incrementais para a condicao de compatibilidade,

0e =VoT (3.3)
para a relagao constitutiva,
0o = —kgde + Ry, (3.4)
onde,
Ry, = 0.33koo (g0 + 0€) (3.5)
e para a condicao de equilibrio:
— V7166 + Quobir = pc 6T (3.6)

A obtencao das expressoes (3.3)) e (3.6) é imediata. No entanto, os passos seguidos até a
equagao (3.4) podem ser encontrados no apéndice

3.3 Formulacao Incremental das Condicoes de Fronteira

De mesma forma, as equagoes referente as condicoes de fronteira podem ser reescritas em forma
incremental, aplicando apenas a definigao (3.2), encontrando-se as seguintes expressoes para a

condi¢ao de Neumann,

nléo =6t (3.7)
de Dirichlet,
0T = 6T (3.8)
e de Robin,
nl'do = hodT + Ry (3.9)
onde:
ho = herg + Oher (310)
Ryo = —herodT, + 5hCT(TO - Ta) (311)

O coeficiente dh,, denota a variacao da conveccao e radiacdo e é dado por,
6her = 6he + 6h, (3.12)
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onde a variagao do coeficiente de conveccao (0h.) é definida por,

3.950v sewv <bm/s
She = (3.13)

7.6(vg + 0v)%™8 — 7.6097 se v > 5m/s

e a variacdo do coeficiente de radia¢ao (dh,) por:

0.075e6T, se T, > 278.15K
Oh, = (3.14)
0 selT, <278.15K

3.4 Fonte de Calor de Hidratacao

Esta grandeza é definida pela lei de Arrhenius 1) No entanto, Q serd substituida, pela taxa
do grau de hidratagao (2.17)),

Qucs = Arf(a)eap(~B(T)) (3.15)
onde:
BT) = 22 (3.16)

Sera pois necessario definir a lei de Arrhenius, bem como as grandezas nela envolvidas, para

a formulagao incremental. Assume-se que a evolucao da produgao de calor normalizada é funcao

do grau de hidratagao, através da fungao f(a) definida por trocos lineares, como se ilustra na
figura 2.7}

fla) = fo+ foda (3.17)

Tomando esta hipétese e recorrendo ao Teorema de Taylor (ver apéndice, a equacao (|3.15))

pode, no caso geral, ser escrita na forma incremental, através de,

oT 4
56 = dpBy— + G 2da + &ByRa (3.18)

To fo

onde:
o fooT

R, = (1+ =6a)R. + =— —d« 3.19
( fo ) fo To (3.19)
Re= ()1 560 = (1= o+ G 7+ (3.20)

Os passos intermédios para a obtengao das equagoes (3.18) a (3.20)) podem ser encontrados
no apéndice [C|
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3.5 Discretizagcao no Tempo

Existem inumeros procedimentos que podem ser utilizados para proceder a discretizacao na
dimensao tempo. Aqui utilizam-se os chamados métodos € [31] que podem ser escritos, de forma
geral,

v =vo + (1 — 0)8tig + 65t (3.21)

onde v representa a varidvel genérica, vg e © representam os valores da derivada no instante inicial
(to) e no instante ¢, respectivamente, sendo 0 o factor de integracdo. Podem ser atribuidos a
0 diferentes valores dando origem a diferentes métodos, designadamente: o método de Euler
progressivo (6 = 0), o método de Euler regressivo (# = 1) e o método de Crank-Nicholson
(0 =0.5).

A forma incremental dos método 6,
O6tdv = dv — oty (3.22)

cuja deducao pode ser encontrada no apéndice é usada para obter a discretizacao no tempo

da condigao de equilibrio térmico (3.6)),
— 06tV 50 + Qoodar = pedT + Reg em V (3.23)

onde:

Reo = 0t(Qoocto — pcTp) (3.24)

Da mesma forma, (3.22)) pode ser utilizada na defini¢ao (3.18)), ficando,

dao = A1g6T + Roo + AaoRa (3.25)
onde:
Ao = f;%o (3.26)
Ay = m (3.27)
Rug = 9;’0 (3.28)

Os passos intermédios para a obtengao das equagoes (3.25)) a (3.28)) encontram-se no apéndice
[El
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Capitulo 4

Elementos Finitos

4.1 Introducao

Estando o modelo definido, importa agora escolher a abordagem a seguir na sua resolucao. Uma
vez que nao é possivel impor de forma forte todas as condicbes, o leque de caminhos possiveis
reduz-se substancialmente, ficando limitado aos métodos numéricos.

A maioria dos problemas tratados pela engenharia civil ndo tém solu¢ao analitica, pelo que
a situacao nao é nova. Dai resulta a importancia de dispor de um método que permita obter
solucoes aproximadas para os problemas as derivadas parciais, lineares ou nao lineares, que
caracterizam todos os modelos de analise estrutural. Esse método deve ser geral, aplicavel a
todos os modelos estruturais, ser relativamente facil de aplicar e produzir solugoes com os niveis

de precisao exigidos pelos critérios de dimensionamento.

Existem varios métodos que permitem a obtencao de solugoes aproximadas e, dentro de
cada método, varias técnicas para a formulacao do problema. No presente trabalho, adopta-se o
métodos dos elementos finitos, que é o mais popular na resolucao de problemas ligados a analise
estrutural. Este método surgiu quando foi proposto um conceito que consistia em discretizar o
dominio da estrutura (originando os elementos finitos) e aproximar em cada uma dessas partes
algumas das varidveis em estudo [32]. O que distingue as diferentes formulac¢oes do método sao
as variaveis que se escolhe para aproximar directamente e a forma como se impdem, nao sé as
condigoes no interior de cada elemento (equilibrio, compatibilidade e elasticidade), mas também
as condicgoes utilizadas para reunir os elementos e recuperar a continuidade da estrutura e dos
campos que se pretende obter.

Os métodos numéricos tém a desvantagem de, em certa medida, deixar de ser facilmente

identificavel o significado fisico das varidveis do problema e, em geral, também deixa de ser
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imediata a interpretacao fisica das equagoes resolventes que se obtém. No entanto, neste caso,
esta é a Unica alternativa possivel.

Neste capitulo comecga-se por fazer uma breve introdugdo ao método dos elementos finitos
e ao modo como sao reunidas as equacoes elementares. Posteriormente, apresenta-se a for-
mulacao adoptada e vérias formas diferentes de a obter e fala-se das fungoes de aproximacao
utilizadas. Por fim, apresentam-se alguns aspectos numéricos necessarios a implementagao do

método. Muitos dos pontos agora abordados podem ser encontrados em [25].

4.2 Método dos Elementos Finitos

Aborda-se o problema térmico recorrendo a elementos convencionais que permitem aproximar
directamente apenas um campo: neste caso, aproximou-se o campo de temperaturas. Apds a
aproximacao directa do campo de temperaturas, segue-se a compatibilidade, relacoes constituti-
vas e equilibrio até chegar ao campo do fluxo de calor, o caminho que foi apresentado na figura
A continuidade entre elementos sera imposta através das incidéncias habituais em termos
de temperatura, recorrendo ao conceito de tabela de incidéncias, garantindo a continuidade do
campo aproximado, mas nao necessariamente das suas derivadas.

E habitual aproximar directamente os deslocamentos ou, neste caso, as temperaturas, por
ser sempre mais ficil definir uma solucao cinematicamente admissivel do que uma solucao equi-
librada. A admissibilidade cinemética é satisfeita utilizando fungoes continuas e escrevendo-as
de maneira a ser facil impor as condi¢oes de compatibilidade na fronteira.

O método dos elementos finitos pode, resumidamente, ser dividido nos oito passos que se

apresentam:
1. Discretizacao da estrutura;
2. Identificacao dos deslocamentos independentes;
3. Definicao das fungoes de aproximagao;

4. Equacoes elementares:
4.1. Matriz de rigidez elementar;

4.2. Vector das forgas nodais equivalentes.

5. Reuniao das equagoes elementares:
5.1. Matriz de rigidez da estrutura;

5.2. Vector das forcas nodais equivalentes.
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6. Resolucao da equacao do Método dos Elementos Finitos;
7. Anélise critica dos resultados;

8. Verificacao do equilibrio.

4.3 Discretizacao no Espaco

Nesta secgao é apresentada a formulacao dos elementos a utilizar para resolver o problema da
modelacdo da resposta térmica do betdo na sua fase inicial. Antes de prosseguir, para apoiar
a deducao das equagoes a utilizar num elemento tipico de dominio V', convém atentar nas
equacoes que sao necessarias, a saber: equacao de compatibilidade , relagao constitutiva
e condigao de equilibrio . Sera ainda necessario ter presente a forma incremental da
lei de Arrhenius ([3.25).

Admite-se que o dominio unidimensional foi discretizado em elementos, como se observa na

figura e considera-se um elemento genérico, como se indica.

Figura 4.1: Discretizacao de um dominio genérico em elementos

O elemento convencional é deduzido aproximando o campo de temperaturas no dominio do
elemento, V¢,

T(x) =¢YT em V° (4.1)

onde T é o vector dos valores nodais da temperatura e 1 é o vector-linha que contém a funcgoes

de interpolacao adiante definidas. Estas funcbes tomam o valor um no né a interpolar e zero

nos restantes,

lsei=7j
Yilxs) = o (4.2)
0seiz#j

sendo a sua soma ¢é igual a unidade:
Y =1 (4.3)
i
Assume-se, ainda, que o gradiente de temperatura é imposto localmente,

e(x) = BT em V* (4.4)

onde:

B =V (4.5)
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Existem quatro tipos de fronteira, nomeadamente a fronteira entre elementos, I'Y, e aquelas
que ja foram apresentadas: Neumann (3.7), Dirichlet(3.8)) e Robin(3.9). Ou seja, pela mesma

ordem:

r“=riurgulpuly (4.6)
A continuidade entre elementos serd assegurada através do campo de temperaturas,
0T = 6T; em I'E, (4.7)

onde 0T'; representa o campo de temperatura na fronteira inter-elementar ou na fronteira de

Dirichlet do elemento.

4.3.1 Método dos Residuos Ponderados

Podem ser utilizadas varias técnicas para obter as equagoes dos elementos mas, no presente
documento serd utilizada a versao Galerkin do método dos residuos ponderados, que pode ser

sumarizada nos seguintes passos:

1. As fungoes de aproximacao da temperatura sao utilizadas para impor em média a condigao

de equilibrio térmico:

/ T (05t VI60 — Quodar + pc 6T + Rep) dVE =0 (4.8)

2. O primeiro termo ¢ integrado por partes, de forma a obter explicitamente, um termo para

impor as condicoes de fronteira':

— 05t / (Vap)l'6o dVe+05t / pInTso dre— / T (Quodar—pc 6T — Rep) dVE =0 (4.9)

3. As condigoes (3.3) e (3.4) sdo impostas, obtendo a definicio da matriz de rigidez do

elemento, K, e o termo residual associado a relacao constitutiva, Ry:

05t (K 6T — Ry,) + 06t / wInTsodre — / P! (Quodr — pc 6T — Reg) AV =0 (4.10)

K= / BTkyB dv© (4.11)

Ry = / BTRy, dve (4.12)

LY fg'de = — [ f'gdz + [fol}
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4. A aproximacao (4.1)) é também imposta, obtendo-se a definigdo da matriz do calor es-

pecifico, H, e o termo de equilibrio residual, Ro:

(06t K + H)ST + (Reo — 05t Ry) + 66t / pInTsodr® — / W Quoda dVE =0 (4.13)

H = / Yl pep dve (4.14)
Ry = / YT Ry dV© (4.15)

5. O termo de fronteira é separado de forma a impor as condigdes (3.7)) e , obtendo-se
a definicao da matriz de convecgao-radiacao, C, o vector de fluxo de calor, Q,, o vector

nodal equivalente de calor, Q;, e os residuos associados:

[06t (K + C) + H] 6T + [05t (Rpo — Ry) + Reo] + 05t (Q, + Q;) — /wTQooéa dVe=0

(4.16)

C = / Y hoyp dI; (4.17)
Q, = [w'star; (4.18)
Q, = / YInTso drs, (4.19)
Rpo = / " Ry dT (4.20)

6. E inserida a lei de Arrehenius lb obtendo-se a definicdo da matriz de hidratacao, A,

e o termo residual associado:

(05t (K+C)+H — A]0T+ (06t (Rpg— Ri) + Reo— Roo— Ro]+ 06t (Q,+Q;) =0 (4.21)

A= [ 9T Quar v ave (4.22)
R, = / T Qoo R dV© (4.23)
R, = / W' QuoAaoRe dV© (4.24)

4.3.2 Balango Energético

As mesmas equagoes podem ser obtidas fazendo o balancgo energético do sistema. Assim, uti-

lizando a convencao da mecanica, o trabalho das forcas interiores é dado por,
W; = / elodVv + / ul KqudV (4.25)
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onde, € e ¢ representam o campo de deformacoes e de tensoes, respectivamente, u simboliza o
campo de deslocamentos e K é o coeficiente de amortecimento. O trabalho das forcas exteriores

tem a seguinte expressao,
W, = / ul'pdl’ + / ul Fdv (4.26)

em que p representa as forgas aplicadas na fronteira e F' o campo de forcas de massa.
Utilizando as mesmas expressoes, mas alterando as grandezas para o problema térmico (como

feito anteriormente), tem-se,

W; = — / elodV + / TpcTdV (4.27)

W, = — / TnTodl + / TQAV (4.28)

para o trabalho das forcas interiores e exteriores, respectivamente.

Introduzindo a lei de Fourier e a definicao do gradiente térmico obtém-se,
W; = / (VD)TEVTAV + / TpcTdV (4.29)
ou, para as aproximacoes da temperatura e do seu gradiente (4.5)):
W; =TT / BTEkBAvVT +T7 / T pe pdVT (4.30)

Para a mesma aproximacao, a definigao (4.28) para o trabalho das forcas exteriores tem a
seguinte expressao:
W, =-17 / YInTe dU +TT / YT Qdv (4.31)
Igualando as definigoes ((4.30)) e (4.31)), para qualquer aproximagao da temperatura, e usando
as definigoes (4.11)) e (4.14) para o instante ¢, obtém-se:

KT + HT = — / YI'nTo dl + / YT QdV (4.32)
Desenvolvendo o termo de fronteira, de acordo com as definigoes (4.6)) e , obtém-se,

KT+ HT = — / PpInTedle — / Pnlodl, — / YInTedlr; + / PYQAV (4.33)

ou, depois de impor as condigdes (2.20)), (2.21)) e (2.22)),

KT+ HT =-Q, - Q, — / T her (T —T,) dTy + / T QdV (4.34)

em que as definigoes (4.18]) e (4.19)) sdo aplicdveis para as varidveis totais, t e o, respectivamente.
Introduzindo a aproximacao da temperatura no termo de convecgao-radiagdao, obtém-se o

resultado,

(K+C)T+HT =-Q, - Q, + / Y he T, dTy + / T QdV (4.35)
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em que se aplica a definicao para a matriz de convecgao-radiacao, calculada no instant t.
O resultado é recuperado tomando a forma incremental da equagao (4.35)) e impondo
a aproximacao no tempo definida pela equacao (3.22]).
Utilizando qualquer uma das vias apresentadas, a forma final e compacta do sistema resol-

vente é a seguinte:

StréT = Ry — 06t (QU + Qz) (4.36)
Sy =H — A+ 66t (K + C) (4.37)
Ry = Rao + Ra — Reo — 0ot (Rho — Rk) (4.38)

4.4 Assemblagem do Sistema

Apos o célculo separado dos varios termos elementares, é necessario proceder a assemblagem
das matrizes e vectores que compdem o sistema. Assim, é necessario saber, de forma inequivoca,
qual a correspondéncia entre a numeracao local (dentro dos elementos) e global (na estrutura)
dos nds. A maneira habitualmente utilizada para guardar esta informagao é através da tabela
de incidéncias.

Considerando as matrizes e vectores globais, o sistema resolvente continua a ser dado por

([@.36).

4.4.1 Tabela de Incidéncias

De forma a ser possivel a sua implementacao computacional, importa clarificar o conceito de
tabela de incidéncias. Esta tabela permite guardar, sob a forma de uma matriz, a informagao
necessaria a assemblagem do sistema. Intuitivamente esta matriz pode ser vista como uma
espécie de abaco de duas entradas onde, na horizontal, entra a informacao relativa ao ntimero

dos elementos e, na vertical, a numeracao local dos nds, conforme se pode ver na figura [4.2

Numero do né no elemento

¢
1 Npg

nos

Ntmero do elemento =

N, elementos

Figura 4.2: Tabela de incidéncias

Faz-se notar que nao é necessario guardar de forma explicita a matriz de incidéncias.
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4.5 Solucgao Inicial

Para poder prosseguir é necessdrio definir as condigoes iniciais do problema. Por definicao,
as equagoes basicas sao validas em qualquer instante, consequentemente, também o sao no
instante inicial. Assim, utilizando o método de Galerkin, a obtencao da solugdo inicial pode ser

sumarizada nos seguintes passos:

1. As fungoes de aproximacao da temperatura sao utilizadas para impor em média a condigao

de equilibrio térmico ([2.10)):
- / T (Voo + Qo) dV = / YT pe TodV (4.39)

2. O primeiro termo é integrado por partes de forma a obter, de forma explicita, o termo

associado as condigoes de fronteira:
/ Bloy dv — / YInloq dl — / PrQy dv = / W pcTy dV (4.40)

3. As condigoes (2.3]) e (2.15]) sao impostas por forma a obter a matriz de rigidez do elemento,

obtendo-se o seguinte resultado depois de expandir o termo de fronteira:
— / BTkyB dVTy — / vInToy dl, — / v nloy dl, —

— / YInToy dl; — / YT Qo dV = / YT pe ap todV (4.41)

4. Introduzindo as definicoes (4.11)), (4.17) e (4.14), obtém-se o sistema,

- (K+0C) TOZQJ+Q¢M0+/¢TQ0 dv + HT (4.42)
onde:
Q, <> / Tty dr, (4.43)
Ry <> / T hoTyo dT, (4.44)
) E,
[Ty = [wrars@)eap(-2)av (4.45)

Olhando para o sistema , verifica-se que serd necessario fornecer uma primeira estima-
tiva para a T ou para T, por forma a dar inicio ao cdlculo: é esse o sentido da condicao inicial.
E imperativo recorrer a condicao inicial de temperatura prescrita, quando se pretende realizar
um teste adiabdtico, uma vez que, neste caso, 7' é nulo. Neste caso, para a temperatura inicial

devera ser prescrito o valor medido aquando da betonagem. Prescrever um valor para T é a
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condicao inicial mais corrente, uma vez que se aplica a generalidade das situagoes. Neste caso,
dada a dificuldade em arbitrar valores precisos para este parametro, opta-se por assumir que na
solucao inicial o seu valor é suficientemente pequeno para poder ser tomado como zero, embora

tal seja apenas uma aproximagao para iniciar o processo.

4.5.1 Hidratacao

O inicio do processo de hidratacdo nao é ainda claro, sendo por isso matéria de investigacio.?
Actualmente, pensa-se que existe uma libertagao inicial de calor, o que implica f(a = 0) = ¢, com
€ > 0. Todavia, nos resultados experimentais disponibilizados (tabela tal nao é considerado.

Matematicamente, caso se considere nula a libertacao de calor inicial, f(aw = 0) = 0, o
sistema torna-se indeterminando e o processo de hidratacao nao é iniciado. Para contornar
este problema, alguns autores arbitram um valor para f(a = 0) diferente de zero [33]. No
entanto, para resolver o problema, considerando como nula a libertagao inicial de calor, basta
arbitrar para o grau de hidratacao um valor suficientemente préximo da origem, cuja finalidade
¢ unicamente dar inicio ao processo iterativo. Esta alternativa é conhecida como push over e é
utilizada, por exemplo, no software DIANA [34].

O programa agora criado permite as duas alternativas. No caso do push over permite ainda
escolher o grau de hidratacdo que se pretende arbitrar para o inicio do processo. Assim, sempre
que se opte pela segunda via, recomenda-se a adopgao de valores bastante pequenos (na ordem
de 1076), uma vez que tal é praticamente imperceptivel no tempo gasto pelo programa.

Por uma questao de coeréncia, sempre que sao feitas comparacoes com outros trabalhos,

opta-se por seguir a via ali escolhida.

4.6 Funcoes de Aproximacao
O vector ¥ e a matriz B que tomam a forma genérica,

Y = [192...YN] (4.46)

B = [V, Vps..Vy] (4.47)

sao obtidos através das funcbes de aproximacao e da sua derivada. O numero de entradas
depende directamente do grau de aproximacao, sendo sempre uma unidade superior a esse grau.
As funcoes de aproximacao a utilizar podem ser de véarios tipos, nomeadamente polinémios

de Legendre, fungoes de Chebychev ou polinémios de Lagrange. Os polinémios de Legendre tém

2Neste momento, no IST, estd a decorrer um trabalho de doutoramento sobre o assunto
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a grande vantagem de serem ortogonais entre si (ver figura [4.3),

1 2_
-1 0

sei =]
J (4.48)
sei#£j

o que faz com que muitos termos do sistema se anulem. Consequentemente, pode ser poupado
espago de armazenamento, recorrendo a matrizes esparsas respeitando apenas os coeficientes
nao nulos. As func¢oes de Chebychev sao mais estaveis para graus de aproximacao elevados, mas
nao sao ortogonais, pelo que ambos tém o seu espaco de aplicacao.

2.0y

1.0

15
0.5

0.5

-10 -05 05 10
0.5 Yy -10 Ké -/ 10
-10 -05 0.0 05 1.0 -1.0 9
_ _ _ 1 2
Py(e) =1 Pi(e) =« Py(e) = —5(1 —3¢%)
Figura 4.3: Polinémios de Legendre
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6f 0.6
04 04
0.2 0.2
-10 -05 0.0 05 10 -10 -05 0.0 05 10

PLagrange 1(6) = %(1 - E) PLGQT(WQG 2(8) = %(1 + E)

Figura 4.4: Polinémios de Lagrange de 1° grau

1.0

0.8;

0.6;

0.4

0.2

-10 -05

05 __~To

PLag'range 1(5) = %(5 - 1)

-10

-05

05

10

PLagrcmge 2(6) = (6 + 1)(1 — E)

1.0

0.8,

0.6,

0.4

0.2

-Td~__-05

0.5 1.0

PLagrange 3(5) = %(5 + 1)

Figura 4.5: Polinémios de Lagrange de 2° grau

Os polinémios de Lagrange sao os mais intuitivos, uma vez que sao obtidos directamente
através do produto das varias rectas que tomam o valor zero em todos os nés em que se pretende

que a fungao se anule. Existe ainda um coeficiente que serve apenas para se obter o valor unitario
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no tnico né em que se pretende que a fungao seja diferente de zero. Prova-se [31] que o polinémio

interpolador é tinico. Os polinémios de Lagrange,

P ( k) grﬁﬂ (@ = z)) (4.49)
T, z,grau, k) = —-_— .
agrange ot ($k - l’j)

ik

sao a unica opc¢ao para implementar a formulacdo convencional do método dos elementos finitos
em problemas unidimensionais.

O gradiente, no caso de problemas unidimensionais, simplifica, ficando V = 0z. Assim, o
vector B serda composto pela derivada em z dos polindémios de Lagrange previamente apresen-

tados,

d d grau+1 (SC g )
%PLagrcmge(xa grau, k) = % JI_J: m (450)
ik
ou, de forma a ser programavel:
d grau+1 grau+1 1 grau+1
— Pragrange(x, grau, k) = Z —x;] H H (x —zj))] (4.51)
dx — 1 (@ — ;) 1
ik ik ik
J#

4.7 Aspectos Numéricos

Existe uma tendéncia natural para desvalorizar (ou encobrir de forma expedita) os problemas
numéricos até ao ponto em que se tornam insustentaveis. Existem, no entanto, casos de pe-
quenos erros que resultaram em perda de vidas humanas e que mostram as proporgoes que um

simples erro de arredondamento pode tomar, como se pode ver no exemplo seguinte:

A 25 de Fevereiro de 1991, durante a guerra do Golfo, uma bateria de misseis Patriot
Americana em Dharan, Ardbia Saudita, falhou a intercep¢do de um missil Scud Iraquiano. O
Scud atingiu assim um quartel Americano, matando 28 soldados e ferindo cerca de 100 pessoas.

A falha que causou este incidente deveu-se, em ultima instincia, a erros de arredondamento.”[35]

Tendo em mente situagoes como a apresentada, tomaram-se algumas precaugoes no sentido de
eliminar ou, pelo menos, mitigar eventuais erros numéricos. Apresentam-se, assim, nesta seccao
as técnicas utilizadas. Aproveita-se ainda para esclarecer o método numérico de integracao
utilizado e a forma com as nao linearidades sao tratadas. Por fim, sao apresentados os critérios

de convergéncia dos métodos 6 que foram utilizados para fazer a integracao no tempo.
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4.7.1 Escalas

De acordo com [30], para melhorar a estabilidade numérica e aumentar a velocidade de con-
vergéncia, o sistema deve ser implementado e resolvido em forma adimensional, utilizando para
tal um critério que garanta que as grandezas tém uma grandeza da ordem da unidade.

Deste modo, definiu-se um sistema que permitisse escalar todas as grandezas envolvidas nos
cdlculos. As escalas bdsicas sdo o comprimento, Ls (a definir pelo utilizador), a temperatura,
T (a definir pelo utilizador), o calor total, Qs = @, € a condutividade térmica esperada apds
a conclusao das reacgoes de hidratacao do cimento, K, = K.

E necessario um segundo conjunto de escalas que garanta a coeréncia do problema térmico:
o gradiente de temperatura, e, = Ts/Ls; a velocidade do fluxo de calor, s = kses; 0 tempo,
ts = QsLs/0s; o calor especifico, (pc)s = Ls/Ts; o coeficiente de convecgao-radiagao, hs = ks/Ls.
O termo exponencial da lei de Arrhenius deve ser estabilizado, sendo o valor de escala usado

para o valor méaximo da taxa de produgao de calor,

ATS = exp(/Bs)Qs/ts (452)
onde:
E,
/Bs = RTS (4'53)

Todas as variaveis e parametros foram escalados, de acordo com a regra geral,
v = Ug0 (4.54)

onde vs representa o factor de escala e U o valor adimensional da varidvel v. A maioria das
equagoes ja definidas sdo escaladas através da substituicdo directa das grandezas, v, pelo seu
valor escalado, v. As equagbes mantém as expressoes anteriormente definidas, sendo, no entanto,

necessario substituir o termo exp[3(T")] por exp[B(T) — Bs] na lei de Arrhenius (3.15)),

~

exp|B(T)] <> exp[B(T) — Bs] = exp[B(T)(1 - T)]

A forma escalada da lei de Arrhenius (3.15)) fica:
Qootr = Arf(a)exp[B(T — 1)] (4.55)

4.7.2 Método de Integracao de Gauss

Muitos dos integrais que é necessario calcular no ambito da aplicacdo do método dos elementos
finitos nao sao triviais pois, ou a primitiva da funcao integranda nao tem expressao analitica,

ou ¢é demasiado complicada para viabilizar a sua utilizacao pratica. Por este motivo, é essencial
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recorrer a técnicas de integracao numérica que também recebem a designacao de regras de
quadratura.
Existem vérios métodos de integracdo numérica, como se pode constatar em [3I]. Neste

trabalho utiliza-se sempre a quadratura de Gauss,
1 n
[ s =S wisr) (456)
- 1

onde n representa o numero de pontos de Gauss, fazendo a mudanca de coordenadas para o
intervalo [—1, 1] para evitar recalcular os pontos, P;, e pesos de Gauss, W;, em cada integragao.
A dedugao para um polinémio de grau 5 encontra-se no apéndice [F} Esta regra permite inte-
grar exactamente polinémios de grau 2n — 1. No entanto, uma vez que nao se estd a integrar
polinémios, devido a presenga de termos nao lineares, foi necessario acrescentar uma margem a

esta regra por forma a obter bons resultados [37].

4.7.3 Mudanca de Coordenadas

Para realizar todas as integragoes no mesmo intervalo é necessario proceder a uma mudanca de
coordenadas, passando das coordenas genéricas de cada elemento (ver figura para coorde-
nadas fixas e pré-definidas. Neste caso utiliza-se o intervalo [—1,1]. Convencionando x4 como
a primeira coordenada de um elemento genérico e xp como a ultima, L = xp — x4 define o
comprimento do elemento, tomando para transformagao de coordenadas a seguinte expressao:

6:f—1 com —1<e<1 (4.57)

Figura 4.6: Mudanca de coordenadas

4.7.4 Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Rapshon é um algoritmo que permite resolver iterativamente equagoes (ou
sistemas) nao lineares. Concretizando para o caso das estruturas, este método caracteriza-se por
38,

F(d;) = k(do)di41 (4.58)
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onde F representa as forcas aplicadas, k a matriz de rigidez e d o deslocamento. E necess4rio es-
colher um valor inicial, dgy, e dar inicio ao processo iterativo. E importante escolher com cuidado
a estimativa inicial pois, caso contrario, pode contribuir para a nao convergéncia do algoritmo.
O método de Newton-Raphson tem a particularidade de recalcular em cada incremento a matrix
de rigidez, k.

Este método nao é estritamente convergente, independentemente da funcdo. De forma
sucinta, é preciso verificar se a primeira derivada da funcao é bem comportada, i.e., é necessario
assegurar que a funcao nao apresenta os fenémenos apelidados de snap-trough e snap-back. Na

figura apresentam-se os fenémenos referidos e o caminho seguido por este método nessas

situacoes.
2.0
1.5
gl.O Shap-through /; Snap—ba&/
L / \./
0.5
0'00 1 2 3 4 5

Deslocamento

Figura 4.7: Snap-trough e snap-back

4.7.5 Convergéncia dos métodos ¢

Antes de mais, os métodos 8 apenas sdo aplicdveis a funcoes lipschitzeanas, ou seja,
fI<L (4.59)

sendo L uma constante. Assim, para garantir a convergéncia destes métodos é necessério
respeitar a condicao,

1
it < oL (4.60)

onde &t representa o passo de integracdo no tempo.
Aquilo que se verifica é que o passo de integracao no tempo depende do tipo de ensaio. No

entanto, em geral, passos inferiores a trinta minutos fornecem boas solugoes.
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Capitulo 5

Modelo Numeérico

5.1 Introducao

O objectivo deste capitulo é clarificar o funcionamento do programa desenvolvido, explicando
como deve ser utilizado adequadamente. Deste modo, pretende-se que seja possivel a qualquer
pessoa a utilizagdo do programa de forma ficil e eficaz, sem perdas de tempo excessivas no
processo de aprendizagem, mas obtendo os resultados pretendidos.

E, ainda, importante que o funcionamento do algoritmo implementado fique claro, de forma
a possibilitar um controlo efectivo dos resultados. Pretende-se, por isso, que esta parte do
trabalho possa, posteriormente, ser utilizada como um manual do utilizador, fazendo a ponte
entre a formulagao tedrica, os detalhes do funcionamento interno e os aspectos praticos da
utilizacao do programa.

Neste capitulo principia-se por clarificar o conceito genérico de algoritmo, explica-se o fun-

cionamento interno do programa e introduzem-se os aspectos praticos da utilizacao do software.

5.2 Algoritmo

De modo genérico, um algoritmo pode ser visto como uma receita para executar bem uma tarefa,
independentemente do operador. Dito de outra forma, um algoritmo pode ser considerado como
uma sequéncia de passos que, em teoria, dispensa a imaginacao e inspiracao de quem os segue
mas que, apesar disso, continua a permitir a obtencao do resultado esperado. Usualmente,
associa-se a palavra algoritmo a conjuntos de operacoes numéricas mas, a verdade é que, uma
receita culindria ou um trajecto pré-definido entre dois locais podem também ser apelidados de

algoritmos.
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O facto de ser obtido o resultado esperado nao é, por si so, satisfatério, pois, uma vez que se
estd a padronizar uma determinada operacao, importa que o resultado seja obtido da forma tao
eficiente quanto possivel. Por exemplo, existem muitos trajectos para ir do ponto A ao ponto B
mas, sobretudo se for necessario fazer a viagem com grande frequéncia, interessa que o caminho
a percorrer seja tao curto ou tao rapido quanto possivel.

Assim, o conceito de algoritmo pode, de acordo com [39], ser formalizado do seguinte modo:

e A descricao de um procedimento, numa linguagem cujo vocabulario e regras matematicas

sao definidos de forma precisa;

e Esta descricao consiste numa sequéncia finita de frases discretas, as instrugoes que um

agente computador (humano ou nao) é suposto ser capaz de executar.

O facto de a sequéncia de operacoes ser finita ou nao pode ser discutivel, dependendo do
contexto mas, no presente texto, esse detalhe nao serd abordado, uma vez que todos os algoritmos
implementados contém um ntmero de acgoes finito.

Um outro aspecto que importa referir é o conceito (nada ébvio) de eficiéncia. Existem varios
critérios (tempo de execucao, espago de memoria, consumo de energia, etc) mas, de modo geral,
quando se fala de algoritmos pensados para implementagbes computacionais os dois principais
critérios sao: tempo de execugao e memoria requerida. Infelizmente, em muitos casos, estes dois
objectivos sao antagdnicos, pelo que é necessario encontrar uma solugao de compromisso.

Face ao exposto, um programa pode ser visto como a implementacao de um algoritmo num

dado ambiente computacional.

5.3 Estrutura do programa

Analizando as defini¢oes dos coeficientes do sistema resolvente conclui-se que hé coeficientes
que sao independentes do tempo (constantes durante a andlise), coeficientes que dependem da
solucdo inicial em cada incremento (constantes no incremento) e coeficientes que variam em cada
incremento (designadamente os residuos nao lineares).

A implementagdo numérica criada pode ser sumarizada nos seguintes passos:
1. Ler e, com o intuito de conter possiveis erros numéricos, escalar os dados;

2. Calcular e guardar de forma esparsa os coeficientes constantes nao nulos do sistema resol-

vente;
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3. Inicializar o tempo, ¢ = 0, e o campo do grau de hidratagdo, «, resolver as condigoes

iniciais para obter o campo de temperatura, 7', e da taxa de variagao no tempo, 7T’

4. Implementar o incremento de tempo, t = ¢+ dt, inicializar as varidveis incrementais, 6t = 0
e 0T = 0, calcular e guardar de forma esparsa os elementos do sistema resolvente constantes

no incremento 4t;
5. Calcular os coeficientes que dependem do tempo e resolver o sistema;
6. Actualizar os valores do grau de hidratacao, a = a + dq;

7. Verificar a convergéncia das varidaveis incrementais e, caso a margem prescrita como critério

de convergéncia nao tenha sido atingida, voltar ao passo 5;

8. Actualizar as varidveis do sistema, T' =T + 6T e t = t + dt, e voltar ao passo 4, caso ainda

nao se tenha atingido o tempo de anélise, ou seja, t < tymqz-

Na figura apresenta-se o fluxograma do programa e na figura o fluxograma do célculo
da solucao inicial.

Apenas a titulo de exemplo, inclui-se ainda na figura[5.3]o fluxograma do célculo da matriz de
rigidez, K. As restantes matrizes e, de modo geral, os vectores foram implementados seguindo
o mesmo tipo de légica, pelo que é desnecessario apresentar os restantes fluxogramas, apesar de
existirem algumas diferencas.

Existem varias maneiras de conceber as rotinas de incidéncias, dependendo de quem pro-
grama. No programa criado, existem varias rotinas diferentes para este efeito, cada uma com
o seu campo de aplicagdo. Sendo impossivel explicar detalhadamente aqui o funcionamento de
cada uma delas e estando os conceitos subjacentes amplamente divulgados [39, 40, 41, [42], [43]
opta-se por omitir o funcionamento destas rotinas. De qualquer modo, na secgao [£.4] foi explicada

a linha de raciocinio seguida.

5.4 Leitura de Dados

O primeiro ponto da implementagao computacional é ler, escalar e armazenar os dados necessarios
a execucao do programa.

O ficheiro de dados principal, com a extensao ”".DAD”, pode ser encontrado no apéndice [G]
e é auto-explicativo. A 1nica opg¢ao que, neste caso, é dada de forma ligeiramente diferente do
habitual prende-se com o comprimento dos elementos. O utilizador define se pretende uma malha

regular ou irregular. No primeiro caso, basta definir o niimero de elementos e o comprimento total
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Figura 5.1: Fluxograma do programa

da estrutura, ficando o programa encarregue de gerar a malha. Na segunda situagao, o utilizador
deve definir o nimero de elementos que pretende e as coordenadas dos nds inter-elementares. E
também pedida a escala a utilizar nos comprimentos, definida sobre o comprimento total e nao
sobre um elemento. Com o intuito de mitigar eventuais erros numéricos, é conveniente que o
valor desta escala seja escolhido por forma a que o comprimento escalado de cada elemento se

situe proximo da unidade, no caso de uma malha regular, ou seja,

L
Lym— " (5.1)

Nelementos

onde Lg representa o valor da escala, L o comprimento total € Njementos © niimero de elementos.
Recomenda-se, também, algum cuidado na escolha da tolerancia numérica, valor a partir do qual
um determinado nimero é tomado como nulo. Ao prescrever uma tolerancia grande o programa
corre mais rapidamente, mas pode nao convergir para a solugao correcta, pelo que é necesséario

algum cuidado. A partida, salvaguardando eventuais casos particulares, um valor da ordem dos
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Figura 5.3: Fluxograma do calculo da matriz, K

10~ permite obter bons resultados.
Relativamente as condigoes de fronteira, serd necessario fornecer dados adicionais. No en-

tanto, podendo ser necessario ler séries grandes de valores, optou-se por ler as temperaturas
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impostas ou as temperaturas ambiente, velocidades do vento e emissividades a partir de outros
ficheiros que podem ser consultados no apéndice[l] Caso se trate do caso de temperatura imposta
as séries de valores sao lidas do ficheiro cuja a extensao é ”_BD_TEMP.txt”e, caso se trate da
condicao de conveccao de ”_BD_CONV.txt”.

E ainda necessdrio ler os valores da funcao de hidratacao, f(«). Esta fungao é lida do ficheiro
de texto com extensao " _BD_HYDR.txt”, como se exemplifica no apéndice

Finalmente, é necessario ler a distribuigao inicial pretendida para a temperatura (sempre
que tal se justifique) e para o grau de hidratagdo que, na maioria dos casos, é zero em todo
o dominio. Os valores iniciais do grau de hidratacao e da temperatura sao lidos dos ficheiros

”_PRES_ALFA.txt”e ” _PRES_T.txt”, respectivamente.

5.5 Escrita de Resultados

O programa escreve dois tipos de ficheiros de dados. Um apresenta os resultados efectivamente
calculados e outro limita-se a apresentar informacoes relevantes para detectar eventuais erros ou
para confirmar resultados intermédios.

Nos ficheiros cujas extensoes sao ”_TPL.txt”e ”_HTL.txt” sdo apresentadas as evolugdes
da temperatura e do grau de hidratacao, respectivamente, numa seccdo da pega previamente
escolhida. Existe, para cada um destes dois ficheiros, um programa (cujo o nome é igual ao
de cada ficheiro) em ambiente Mathematica que permite a criacdo imediata de um grafico para
facilitar futuras leituras dos dados.

Do mesmo modo, nas extensoes ”_TPL.txt”e ” _HTF.txt” sao apresentados os valores das
mesmas grandezas em varios instantes, mas em todo o dominio. A semelhanca do que sucedia
anteriormente, existem mais dois programas criados em ambiente Mathematica que processam
automaticamente a informacao ali contida, criando uma animacao da evolugao das grandezas ao
longo do tempo no dominio.

Os ficheiros de caracter mais informativo e, portanto, dispensdveis na maior parte das

aplicacoes sao:

e 7 RES.txt”, onde se escreve as opgoes gerais tomadas, as varias grandezas lidas e escaladas,
as matrizes e vectores elementares, as matrizes e vectores globais, o sistema resolvente e a

solugao em cada instante;

e 7 _SCL.txt”, onde se escrevem as escalas usadas;
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e 7 INF.txt”, onde se apresentam as informacoes relativas ao armazenamento interno de

variaveis e que pode ser util caso se pretenda acrescentar funcionalidades ao programa;

e 7 _ALFA.txt”, onde se escreve os valores lidos para a fungao de hidratacao, f(a).
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Capitulo 6

Convergéncia das Solucoes

6.1 Introducgao

Antes de apresentar os problemas de aplicacdo, importa analisar a convergéncia das solugoes do
modelo anteriormente descrito. Assim, principia-se por fazer uma andlise de sensibilidade ao
grau de aproximacao e ao numero de elementos, no sentido de encontrar um equilibrio entre a
qualidade dos resultados e a eficiéncia computacional. E certo que, em geral, o programa criado
nao consome um tempo desmesurado na andlise, mesmo com um refinamento relativamente
forte. No entanto, a procura de uma aproximacao equilibrada deve ser feita, pois caso se utilize
uma discretizacao da estrutura demasiado grande desperdicam-se recursos computacionais, o
que, por principio, deve ser evitado, e caso se escolha uma aproximacao demasiado fraca pode

dar-se o caso de a solucao obtida nao fazer sentido.

No modelo criado, os elementos finitos aproximam directamente o campo da temperatura,
sendo posteriormente calculado o valor do grau de hidratacao através da equagao . Deste
modo, é expectavel que o campo de temperatura convirja mais rapidamente do que o grau de
hidratacao. No entanto, para evitar eventuais surpresas, é conveniente analisar a convergéncia
de ambos os campos.

A parte de erros numéricos, os resultados da andlise de problemas lineares aproximam-se
sempre da solugao exacta com o aumento do nimero de elementos e/ou com o aumento do grau
de aproximacao, sendo a convergéncia mais rapida no segundo caso. No entanto, importa referir
que o problema em apreco é nao linear, pelo que, a partida, nao é possivel garantir que tal se
verifique.

Importa clarificar os critérios a considerar nesta analise, uma vez que existem varias opcgoes

possiveis. Assim, procura-se um equilibrio entre o tempo consumido, os recursos dispendidos
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e, obviamente, a qualidade da solucao. O bindémio recursos computacionais - qualidade da
solucao determina a malha mais adequada para cada aplicacao, mas é necessario atender aos

condicionantes de tempo®.

6.2 Testes

Como se apresenta na figura [6.1], para esta anélise considera-se uma laje suficientemente grande
em planta de forma a que seja possivel admitir como nulo o fluxo de calor nas faces laterais.
Nas faces superior e inferior considera-se uma temperatura imposta 7' = 25°C (condicdo de
Dirichlet). Apesar de ter pouca aplicacdo pratica, esta é a condi¢do de fronteira que origina
maiores gradientes de temperatura no interior da peca, sendo portanto a mais desfavoravel para
este estudo. Utiliza-se sempre o mesmo tipo de cimento (CA CEM I 42.5R, na notagao de [2])
e arbitra-se uma espessura h = 0.5m, uma vez que parece ser um valor equilibrado para chegar

a um bom compromisso. As restantes caracteristicas do testes estao resumidas na tabela
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Figura 6.1: Caracterizacao dos testes de convergéncia das solucoes

Na figura [6.2] apresenta-se a evolugao da temperatura e do grau de hidratacao de referéncia
na seccao média e nas seccoes extremas da peca.? Como era expectivel, devido a condicio
de fronteira, nas secgoes de extremidade a temperatura é constante e igual a 25°C. Na figura
[6.3] ilustra-se a distribui¢do de referéncia da temperatura e do grau de hidratagao na secgao
em quatro instantes de tempo. Uma vez que os maximos ocorrem sempre no ponto médio, na
analise subsequente apresentam-se apenas os resultados nesse ponto.

Posto isto, para que seja possivel tirar conclusoes, procede-se a uma anédlise de sensibilidade
ao numero de elementos (refinamento-h) e, em separado, ao grau de aproximagcao (refinamento-

p), considerando apenas o ponto médio da secgao. Posteriormente, juntam-se ambos os resulta-

nclui o tempo gasto na corrida do programa, mas também o tempo dispendido na preparacio dos dados.
20btidas com uma malha de 8 elementos de grau 13.

50



Tabela 6.1: Caracteristicas do ensaio - Convergéncia das solugoes

Propriedades Térmicas do Betao

Tipo de Cimento CA CEM I 42.5R
Condutividade Térmica koo = 2.6 W/mK
Calor Especifico pc = 2400 kJ/m3K
Energia de Activagao E, = 43.83kJ/mol
Taxa de producao de calor Ar = 2.15 x 108W/kg
Calor libertado a tempo infinito Qo = 355.2kJ/kg
Peso volimico do cimento C, = 290 kg/m?

Geometria e Malha de Elementos Finitos

Espessura da pega 0.50 m
Numero de Elementos varia
Grau de Aproximagao varia

Integracao no tempo

Passo 15 min
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Figura 6.2: Evolugao da temperatura e do grau de hidratagao em duas secgoes
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Figura 6.3: Seccao em alguns instantes de tempo

dos com o proposito de obter uma visao geral do problema. Sendo este um problema que varia
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ao longo do tempo e dada a impossibilidade de comparar as solugoes em todos os instantes, os
resultados sao comparados em apenas trés momentos que se consideram como representativos:
as sete, catorze e quarenta e oito horas. No primeiro instante a temperatura encontra-se em fase
ascendente, no segundo esta perto do seu ponto maximo e proximo da estabilizacao no terceiro,

conforme se ilustra na figura [6.2}

6.2.1 Formatacao dos Resultados

A analise de sensibilidade que foi feita produziu um grande volume de resultados, pelo que
foi necessario escolher um processo de representagdo que permita comparar a informacao sem
dificultar a interpretacdo do processo de convergéncia das solucoes obtidas.

Os resultados obtidos para a temperatura e para o grau de hidratacdo no centro da laje, o
ponto B indicado na figura [6.2] encontram-se resumidos nas figuras a

Nesses graficos, o eixo das abcissas define o logaritmo do ntimero de graus de liberdade da
aproximacao da temperatura, NV, e o eixo das ordenadas define a razao entre o valor obtido com
essa aproximacao e o valor tomado como referéncia.

Uma vez que o presente problema nao tem solucao analitica, os valores de referéncia para a
temperatura, T,.r, e para o grau de hidratacao, a;.s, foram determinados numericamente. A
solucao de referéncia utilizada foi obtida com uma malha de 8 elementos de grau 13, tendo a
sua convergéncia sido assegurada analisando os resultados obtidos com malhas mais refinadas.

Como se ilustra nas a o refinamento-p é feito utilizando sempre graus impares e o
refinamento-h é feito subdividindo o dominio em 2™ elementos. Em cada grafico, a convergéncia
com refinamento-p é definida por interpolagoes lineares dos pontos que representam as solugoes
obtidas com o mesmo grau de aproximagao, estando a cor associada a um dado refinamento-h.
Para analisar a convergéncia desta forma de refinamento basta interpolar os pontos que definem
o mesmo grau de aproximacgao, como se ilustra na figura [6.5] para a aproximacgao linear. De
referir que se optou por nao apresentar as curvas de refinamento-h para evitar uma densificagao
excessiva dos resultados resumidos em cada figura.

Para além disso, e com o intuito de mostrar as conclusoes de forma tao clara quanto possivel,
optou-se por separar os resultados em aproximacoes fracas e fortes, utilizando o grau cinco como
charneira. Limitou-se as ilustracdes a malhas com oito elementos, por se ter confirmado serem
suficientes para assegurar a convergéncia da solugao.

Ainda com o intuito de facilitar a leitura, apresentam-se apenas as linhas correspondentes ao
refinamento-p e, junto de cada ponto, encontra-se o nimero do grau de aproximacao utilizado

para aproximar o campo de temperatura.
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6.3 Aproximacoes Fracas

Apresentam-se a seguir os resultados dos ensaios de convergéncia sobre as solucoes obtidas para
os campos de temperatura e do grau de hidratagdo quando se utilizam aproximacoes fracas, isto

é, quando o grau de aproximagcao da temperatura é menor ou igual a cinco.

6.3.1 Convergéncia do Campo de Temperatura

No ambito das aproximacoes fracas, o primeiro aspecto a referir é que nao faz sentido utilizar
um elemento de primeiro grau quando se impoe a temperatura nas fronteiras. Na pratica, uma
vez que a temperatura nas fronteiras é imposta, esta malha nao tem graus de liberdade. Assim,
qualquer que seja o instante considerado obtém-se sempre a distribuicao de temperaturas que
se mostra na figura ou seja a distribuicao de temperatura no dominio fica condicionada

exclusivamente pelas condicoes de fronteira.

w
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0'33 24 25 26 27 28
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Figura 6.4: Temperatura prescrita - 1 elemento de grau 1

Observando as figuras e verifica-se que quando o nimero de graus de liberdade ¢é
baixo (um elemento com grau inferior a cinco ou dois elementos com grau inferior a trés) as
solugbes do modelo ainda apresentam um erro apreciavel. De facto, conforme se confirmara
adiante, quando se utilizam poucos graus de liberdade a reaccao de hidratagao nao é processada
de forma adequada.

Note-se, ainda, que a qualidade da solucao cresce muito mais rapidamente com o aumento do
grau de aproximagao do que com o nimero de elementos, o que que recupera um resultado bem
estabelecido na solucao de problemas lineares. Conclui-se ainda que, com malhas relativamente
grosseiras e quando o processo de hidratacao estd em franco desenvolvimento, contra o que
sucede na andlise de problemas lineares, a solugao pode piorar quando, para um dado grau
de aproximacao, se aumenta o numero de elementos, como ilustra a linha de refinamento-h

representada na figura [6.7
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6.3.2 Convergéncia do Grau de Hidratacao

Nas figuras a é visivel a convergéncia do modelo para aproximagoes baixas no que
diz respeito ao grau de hidratagao. Verifica-se que, para modelar a reaccao de hidratacao do
cimento, é necessario um numero de graus de liberdade minimo, facto que se deve a existéncia

do termo exponencial na lei de Arrhenius (2.18)).

Na interpretacao do grafico da figura Sa0 necessarios especiais cuidados, uma vez que se
trata de um grafico normalizado, onde o valor de referéncia é muito pequeno. Assim, podem
existir eventuais desvios causados nao pelo modelo numérico em si, mas pelo software utilizado
na criacao dos graficos. De qualquer forma, as oscilagoes proximo da unidade representam, na

realidade, discrepancias muitas vezes abaixo da milésima e sao, portanto, desprezaveis.
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Figura 6.8: Grau de hidratacao, aproximacoes fracas - 7 horas (a;.r = 0.072)
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Figura 6.10: Grau de hidratacao, aproximacoes fracas - 48 horas (a;.r = 0.801)

6.4 Aproximacoes Fortes

O aumento do grau de aproximacao é cessado no momento em que se considera que ja existem
dados suficientes para tirar as conclusoes pretendidas, pois nao faz sentido aumentar, indefinida-
mente, o grau quando deixa de ser evidente que existam melhorias na solu¢do. Assim, considera-
se suficiente apresentar apenas aproximacoes até ao grau nove. Para permitir comparar de forma
directa os graficos que agora sao apresentados com os seus congéneres correspondentes as aprox-
imacoes fracas, inclui-se novamente as aproximacgoes de grau cinco.

Convém referir que, a partir de certo ponto, os graficos referentes as aproximacoes fortes
podem apresentar oscilagoes que se devem a problemas de precisao numérica e nao a problemas
nas solugoes obtidas. Assim, na interpretacdo dos graficos seguintes (figuras a , é
conveniente reparar na margem de erro que existe relativamente a solucao de referéncia, pois,

em muitos casos, apresenta valores bastante abaixo de 1%.

6.4.1 Convergéncia do Campo de Temperatura

Descartando o desperdicio de recursos computacionais, existe muitas vezes a tendéncia para pen-
sar que o grau de aproximacao dos elementos pode ser aumentado indefinidamente, convergindo
sempre para a solucao exacta. Na realidade, esta ideia nao é correcta. Ao aumentar o grau
da aproximacao a solugdo converge para a exacta mas, a partir de um certo ponto, comecam
a aparecer erros numéricos que levam, muitas vezes, a rotura do programa. Na figura
é visivel que, para um elemento, a solugdo deixa de ter significado quando se utilizam graus
superiores a vinte e um. Os polinémios de Lagrange sao instaveis para graus elevados, i.e., o

polinémio comeca a ter oscilagoes grandes. Na figura [6.12] apresenta-se o polinémio de Lagrange
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de grau vinte que toma o valor um em —0.143 e zero nos restantes nds de interpolacao.
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Figura 6.11: Temperatura - 7 horas (T.y = 27.708°C)
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Figura 6.12: Polinémio de Lagrange - grau 21

Nos graficos a é visivel que, a parte dos erros numéricos ja referidos, se obtém sempre

boas solugoes quando se utilizam aproximagoes fortes. O problema passa a ser o desperdicio

de recursos computacionais. As oscilacGes visiveis na convergéncia para a solucao de referéncia

devem-se a problemas de precisao numérica, mas estao sempre a baixo de 1%, pelo que se podem

considerar desprezaveis.

6.4.2 Convergéncia do Grau de Hidratacgao

Nas figuras a ¢é visivel a convergéncia do modelo no que diz respeito ao grau de

hidratacao quando se utilizam aproximagoes fortes. Verifica-se que, para graus de aproximacao

superiores a cinco e esquecendo erros numéricos provenientes do aumento do grau, o erro da

grau de hidratacao é também sempre inferior a 1%.
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6.5 Conclusoes

Em suma, e para o problema ensaiado, utilizando graus de aproximacgao iguais ou superiores a
cinco consegue-se sempre boas solucoes. A partida, quanto maior for o grau utilizado, melhor sera
a solucao obtida. No entanto, mostrou-se que o grau nao pode ser aumentado indefinidamente,
atendendo a que aparecem erros de precisao numérica. No exemplo criado, o erro ocorreu quando
se utilizou elementos de grau vinte e trés. Sugere-se que relativamente a este valor seja dada uma
margem de seguranca ou, pelo menos, se confira que nao estao a aparecer resultados descabidos

sempre que se opte por graus préximos deste valor.

E visfvel que o refinamento-p converge mais rapidamente para uma boa solucao do que o
refinamento-h. Observando os graficos e escolhendo uma malha que permita obter boas solugdes
com o menor nimero possivel de graus de liberdade, verifica-se que o nimero de elementos nao
é preponderante. Assim, escolhendo correctamente o grau de aproximacio, um unico elemento

parece ser suficiente, embora tal possa gerar algum desconforto na aplicacdo a casos reais.

Na prética, o principal factor a considerar na geracao de uma malha é o tempo, que nao foi,
até ao momento, tido em conta nesta andlise. Nao faz, obviamente, sentido dizer aqui quanto
tempo demorou cada uma das corridas do programa, visto que tal varia de computador para
computador. No entanto, como ordem de grandeza, um processador Intel(R)Core(TM) i3 CPU
M330 @ 2.13GHz, demora vinte e quatro segundos para fazer uma anélise a dez dias, utilizando
quatro elementos de grau sete. Relativamente ao operador, nao existe diferenca no tempo gasto
ao adoptar qualquer uma das malhas apresentadas. O unico acréscimo encontrado deve-se a
utilizacao de malhas de elementos finitos de diferentes dimensdes que nao foram consideradas
neste capitulo, pois ndo se encontraram vantagens que as justifiquem. Assim, verifica-se que,
para este exemplo, existe claramente margem para utilizar aproximagoes fortes, aumentando a

confianca na resultado.

Posto isto, convém referir que, do ponto de vista da qualidade dos resultados, o refinamento
é sobretudo influenciado pela geometria, pelas condicoes de fronteira e pelo carregamento. Neste
problema o carregamento torna-se pouco importante, pois o calor libertado pelos varios tipos de
cimento é sempre da mesma ordem de grandeza, para cada tipo de cimento. Porém, continua a
ser necessario ponderar a geometria e as condicoes de fronteira. Se por um lado, se utilizou a
condicao de fronteira mais desfavoravel, por outro a geometria podera em alguns casos reais ser
superior e deve ser tido isso em conta. Logo, continua a ser necessario, caso a caso, ponderar um
pouco a malha a utilizar mas, a partir deste momento, os valores estao balizados, isto é, devem

ser utilizados graus entre cinco e dezanove e um numero de elementos que pareca adequado
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tendo em conta a dimensao da peca, os gradientes esperados e os proprios graus considerados
nas aproximagoes. Para além disso, deve ser refinada a malha nas zonas em que se espere (ou

venha a verificar) a ocorréncia de grandes gradientes da temperatura.
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Capitulo 7

Comparacao com Outros Modelos

Numeéricos

7.1 Introducao

Neste capitulo, os testes visam, essencialmente, a validacao do cédigo criado e a compreensao das
valéncias do modelo. Depois de validar a implementacao do modelo desenvolvido, comparam-se,
no capitulo seguinte, os resultados com medicoes experimentais realizadas em aplicagoes reais.

A opgao seguida para validar o modelo passou por confirmar todas as matrizes e vectores
usando o programa Mathematica, e por comparar directamente os resultados obtidos com os de
modelos desenvolvidos por outros autores. O confronto com outros programas tem a vantagem
adicional de permitir comparar diferentes formulacées do método dos elementos finitos.

Assim, neste capitulo, mais do que uma simples validagao, é feita uma comparacao en-
tre varias abordagens. Ressalva-se ainda que, a partida, todas as solugoes apresentadas neste
capitulo sao aproximacoes numéricas, pelo que a proximidade entre resultados nao implica ne-
cessariamente que a solucao real esteja, de facto, préxima. No entanto, se todos, ou grande parte,
dos modelos dessem resultados semelhantes, seria necessaria uma reflexdao profunda acerca das
hipéteses admitidas se, posteriormente, houvesse um grande desfasamento para os resultados
experimentais.

Para efeitos de comparacao, sao utilizados dois programas cujas informacoées podem ser
encontradas em [33, 44]; ambos utilizam elementos finitos hibridos que aproximam directamente
a temperatura e o grau de hidratagdo, sendo um unidimensional [33], como o modelo aqui
criado, e outro bidimensional [44]. Posto isto, comega-se por comparar resultados com o modelo

unidimensional e, posteriormente, faz-se o confronto com o modelo bidimensional.
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7.2 Modelo Unidimensional

Por convencao, quando nada for dito em contrario, todos os graficos temperatura/tempo apresen-
tados nesta seccao representam medicoes feitas no centro da laje. Para facilitar a anélise, opta-se
por utilizar um refinamento mais apertado do que qualquer um dos utilizados em [33] e correr
ambos os modelos com o mesmo nimero de elementos e com o mesmo grau de aproximacao.
O cimento é do tipo CA CEM I 42.5R[2]. As propriedades térmicas do betdo, a geometria
da pega, a malha de elementos finitos e o passo de integracao no tempo utilizado nos ensaios
estao definidos na tabela De referir ainda que, nas comparacoes efectuadas com o modelo
unidimensional de elementos hibridos, se utilizou como condicao inicial para a hidratagao a que

é sugerida em [33], i.e., f(a =0) =0.1.

Tabela 7.1: Caracteristicas dos ensaios - Modelo unidimensional de elementos hibridos

Propriedades Térmicas do Betao

Tipo de cimento CA CEM I 42.5R
Condutividade Térmica koo = 2.6 W/mK
Calor Especifico pc = 2400 kJ/m3K
Energia de Activagao E, = 43.83kJ/mol
Taxa de produgao de calor Ar = 2.15 x 108W/kg
Calor libertado a tempo infinito Qs = 355.2kJ/kg
Peso volimico do cimento C. = 290 kg/m?

Geometria e Malha de Elementos Finitos

Espessura da peca 0.30 m
Ntimero de Elementos 4
Grau de Aproximagao 7

Integracao no tempo

Passo 15 min

7.2.1 Teste Adiabatico

O primeiro ensaio simula um teste adiabatico. Esta condicao ¢ muito utilizada para calibrar os
ensaios experimentais, pelo que parece ser a escolha ideal para principiar a validacao do modelo.
Este teste tem ainda a vantagem de, na pratica, se a distribuicdo inicial de temperatura for
constante, reduzir todo o dominio a um ponto (distribui¢ao de temperaturas constante), o que
facilita a interpretacao de resultados. Considera-se uma temperatura de 25°C no instante da

betonagem.
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Como se pode observar na figura[7.1] as duas abordagens produzem os mesmos resultados até
ao terceiro dia. A divergéncia que se verifica apds esse momento decorre de uma simplificacao

(fisicamente inaceitével) assumida na implementagao do modelo hibrido.

Na implementagao desse modelo, e em consequéncia de se aproximar directamente o grau
de hidratacao, ocorre uma dificuldade numérica quando termina o processo de hidratacao, sob

a condi¢do f(aw=1) =0 como se ilustra na figura

Apesar de ser possivel resolver essa dificuldade respeitando a condi¢do qjnq: = 1, na im-
plementagao [33] do modelo hibrido optou-se por estender a definicao da funcao de hidratacao
admitindo que f(a = 1) = ¢, sendo £ um ndmero pequeno e mantendo a fungao constante a
partir desse ponto, f(a) = e para o > 1, o efeito desta simplificacdo esta claramente ilustrado

na figura|7.1

Faz-se notar que o modelo de hidratagao aqui adoptado, descrito no capitulo[2} assume existir

sempre o teor de humidade necessario para a hidratagao ser completa.
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Figura 7.1: Comparacao com modelo hibrido unidimensional - Teste adiabatico

7.2.2 Temperatura Prescrita

No segundo ensaio, considera-se a temperatura nas fronteiras constante e igual a 25°C'. Este caso,
apesar de ser essencialmente tedrico, é particularmente critico para a validagdo do programa que
foi desenvolvido, uma vez que testa o procedimento adoptado para implementar as condigoes de
incidéncia na presenca de condigoes de Dirichlet.

Na figura[7.2 observa-se que a correspondéncia entre os dois modelos é praticamente perfeita.
Existe, no entanto, uma discrepancia no instante inicial de 0.431°C, ou seja 1.7%, devida a
diferentes hipdteses assumidas na deducao dos elementos. Esta diferenca serd explicada no

exemplo seguinte, onde é mais evidente.
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Figura 7.2: Comparacao com modelo hibrido unidimensional - Temperatura prescrita

7.2.3 Convecgao-Radiacao

Com o intuito de validar todas as condigoes de fronteira, o terceiro ensaio incide sobre a simulacao
da condicao de conveccao-radiagao, a condicao mais importante para a aplicagao a casos reais.
Utiliza-se novamente condigoes de fronteira simétricas, considerando uma temperatura de 25°C,
uma velocidade do vento de 3m/s e uma emissividade de 0.9. Os resultados obtidos estao

representados na figura
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Figura 7.3: Comparacao com modelo hibrido unidimensional - Conveccao

A semelhanca daquilo que ja acontecia no caso da temperatura prescrita, existe uma diferenca
no ponto inicial do gréfico tempo/temperatura que, neste caso, tem o valor de 1.3°C, ou seja
5.2%. Esta diferenca pode ser vista com maior clareza na figura[7.4] que apresenta a distribuicao
de temperaturas em t = 0 nas duas formulagoes. A origem desta discrepancia prende-se com
o facto de no modelo de elementos hibridos se assumir que @ é nulo no instante inicial, f (a =
0) = 0, mas nao no programa de elementos convencionais, o que explica o valor de temperatura
nas fronteiras apresentado na ﬁgura (25.8°C' em vez de 25.0°C).

Na figura encontra-se o resultado do mesmo ensaio, considerando @ = 0 no instante

inicial em ambos os modelos. A sobreposicao das solugoes torna-se evidente.
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Figura 7.5: Comparacio com modelo hibrido unidimensional - Conveccao e Qg = 0

Posto isto, conclui-se que & parte de pequenos detalhes que se prendem com a implementacao

das equacoes do problema, ambos os programas fornecem valores idénticos.

7.3 Modelo Bidimensional

Na comparagao com o modelo bidimensional é seguida uma estratégia diferente. Uma vez que
ja foram testadas, separadamente, algumas situacoes consideradas mais criticas, agora faz-se a
comparagao directa com um teste escolhido pelos autores deste segundo programa [44]. Este
caso apresenta duas fronteiras com fluxo nulo e duas com conveccao, pelo que, na pratica, se
trata de um ensaio unidimensional.

Na figura é definido o problema (geometria, condigoes de fronteira e discretizagao do mo-
delo bidimensional). O elemento do modelo bidimensional hibrido utiliza aproximacoes de grau
nove para a temperatura e para o grau de hidratagao, o modelo convencional utiliza aproximagoes
de grau nove para a temperatura. Nas condigoes de fronteira apresentadas, o fluxo de calor é
nulo e as fronteiras convecgao-radiacao sao implementadas assumindo uma temperatura do ar,

uma velocidade do vento e uma emissividade constantes: T, = 20°C, v = 0.3m/s e ¢ = 0.88.
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Ao considerar o fluxo como zero em duas fronteiras o ensaio passa a ser unidimensional, pois,
conforme se pode observar na figura [7.7] que apresenta as distribui¢oes de temperatura obtidas
com o modelo bidimensional em vérios instantes, as linhas isotérmicas sdo rectas. Na figura
ilustram-se as distribuigoes de temperatura obtidas nos mesmos instantes de tempo com o
modelo agora criado. Para o grau de hidratacao as conclusoes sao idénticas, encontrando-se nas

figuras e os resultados obtidos com os modelos bi e unidimensional, respectivamente.

Fluxo

Conveccio Convecgio 1m

Fluxo

1m

Figura 7.6: Malha de 2 x 2 elementos

No Apéndice [J] encontram-se os resultados obtidos com o modelo bidimensional num maior
nimero de instantes de tempo. Do mesmo modo, no Apéndice [K] apresentam-se os resultados do

modelo unidimensional. Na tabela pode ser encontrada a informagao referente a este ensaio.
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Figura 7.7: Modelo bidimensional - Campo de temperatura as 17.5, 44.4 e 72.5 horas
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Figura 7.8: Modelo unidimensional - Campo de temperatura as 17.5, 44.4 e 72.5 horas
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Figura 7.10: Modelo unidimensional - Grau de hidratacao as 17.5, 44.4 e 72.5 horas

Tabela 7.2: Caracteristicas do ensaio - Modelo bidimensional de elementos hibridos

Propriedades Térmicas do Betao

Tipo de cimento CA CEM I 42.5R
Condutividade Térmica koo = 2.6 W/mK
Calor Especifico pc = 2400 kJ/m3K
Energia de Activagao E, = 43.83kJ/mol
Taxa de produgao de calor Ar = 2.15 x 108W/kg
Calor libertado a tempo infinito Qs = 355.2kJ/kg
Peso volimico do cimento C, = 400kg/m?

Geometria e Malha de Elementos Finitos - Modelo Unidimensional

Espessura da peca 1m
Numero de Elementos 1
Grau de Aproximagao 9

Integracao no tempo

Passo 15 min

Na figura [7.11] sdo apresentadas as evolugoes da temperatura e do grau de hidratacao ao
longo do tempo em ambos os modelos, sendo visivel a proximidade dos valores relativos ao
grau de hidratagao. Na evolucao de temperatura, existem pequenas discrepancias apds o valor

maximo, mas sempre inferiores a 2°C'. Diferencas desta ordem podem ser devidas apenas a
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problemas de precisao, nomeadamente a diferencas nos valores da tolerancia numérica. Para
clarificar as diferengas apresentam-se, na figura [7.12] as distribui¢oes da temperatura e do grau
de hidratagao ao longo da seccao em cinco instantes de tempo, onde se representa com linha

continua os resultados do modelo criado e a tracejado os resultados do modelo bidimensional.
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Figura 7.11: Comparagao com modelo hibrido bidimensional - 1 camada
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Figura 7.12: Comparagao com o modelo bidimensional as 3.2, 17.5, 24.0, 44.4 e 72.4 horas

7.4 Conclusoes

Neste momento, o modelo unidimensional de elementos finitos convencionais encontra-se vali-
dado por comparacao com outros programas. Quando se consideram hipdteses semelhantes,
todos os modelos aqui considerados dao resultados praticamente coincidentes.

Verificou-se uma grande correspondéncia com o modelo unidimensional de elementos hibridos.
As discrepancias verificadas no teste adiabatico devem-se a problemas de representacao da lei
de hidratacao e estdo claramente justificadas. Todas as outras diferengas encontradas foram
motivadas pela consideracao (ou nao) de uma libertagao inicial de calor.

Olhando para o teste com o modelo bidimensional, parece legitimo concluir que nos casos em

que o comportamento é unidimensional ambos os programas recuperam os mesmos resultados.
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Capitulo 8

Comparacao com Ensaios

Experimentais

8.1 Introducao

Pretende-se agora comparar os resultados fornecidos por este modelo com resultados experi-
mentais. Tem-se a certeza de que a implementacao estd correcta e de que as hipdteses sao, pelo
menos, plausiveis. Todavia, falta saber até que ponto estas hipdteses sao validas na simulacao
de casos reais. Assim, sao utilizados dois casos experimentais retirados de [2, 4], (45, 46] que se

apresentam em seguida.

8.2 Laje de um Armazém

O primeiro caso é a betonagem de uma laje estrutural de um armazém que servirda para ar-
mazenamento de leite, que se ilustra na figura 8.1l Trata-se de uma laje de grandes dimensoes
em planta, cuja betonagem terd, forgosamente, de ser faseada. Na figura [8.2] encontram-se as
dimensoes da laje, bem como o faseamento das betonagens e o local dos sensores térmicos em
planta.

Conforme se pode observar, trata-se de um exemplo de aplicagdo claro para um modelo
unidimensional. As dimensoes da laje, mesmo considerando as etapas de betonagem (= 6 X
137m?), tornam a influéncia das fronteiras de extremidade muito diminuta na zona central. O
ensaio é, portanto, claramente controlado pelas faces superior e inferior da pega. Considerou-se
a condicao de convecgdo em ambas as fronteiras, adoptando para o solo 17°C' e um conjunto
de valores medidos por um sensor para a temperatura ambiente. Considera-se a velocidade do

vento nula em ambas as faces, numa porque estd em contacto com o solo e na outra porque se
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Figura 8.2: Planta da laje [4]

trata do interior de um pavilhao, conforme se pode observar na figura Para a emissividade,
adopta-se o valor 0.95. Na tabela encontram-se as restantes especificagoes necessarias a

corrida do exemplo.

Este ensaio levanta, contudo, um problema de modelagao. Em [45] o tipo de cimento utilizado
¢é identificado como CEM I 42.5R, mas nao ¢ identificado o fabricante. Esta omissao poderia, de
facto, ser desprezavel mas, neste caso concreto, os dois produtores nacionais apresentam algumas
diferencas significativas, sobretudo relativamente a energia de activacao, conforme se observa na
tabela Existe, em [4], uma curva pseudo-adiabdtica (ver figura que poderia ajudar a
esclarecer a situacao. No entanto, este grafico nao foi obtido experimentalmente, mas com um

modelo que o tragou a partir da composicao quimica do cimento. De facto, & partida, utilizando
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Tabela 8.1: Caracteristicas dos ensaios - Laje de armazém

Tipo de cimento
Empresa A
Condutividade Térmica
Calor Especifico

Energia de Activagao
Taxa de producao de calor
Calor libertado a tempo infinito
Empresa B
Condutividade Térmica
Calor Especifico

Energia de Activacao
Taxa de producao de calor

Calor libertado a tempo infinito

Propriedades Térmicas do Betao

CEM I 42.5R

koo = 2.6 W/mK

pc = 2400 kJ/m3K
E, = 43.83kJ/mol
Ar = 2.15 x 103W /kg
Qoo = 355.2kJ kg

koo = 2.6 W/mK

pe = 2400 kJ/m3K

E, = 44.38k.J/mol

Ap = 3.522 x 108W/kg
Qoo = 370.3kJ kg

Peso volumico do cimento

C. = 285 kg/m?

Geometria e Malha de Elementos Finitos

substituindo Q pela definigao,

Espessura da peca 0.35 m
Ntmero de Elementos 4
Grau de Aproximacao 7
Integracao no tempo
Passo 15 min
a equacao de calor aplicada ao caso adiabdatico,
Q = pcT’
E .
At f(a)expl——=] = peT

RT

obtém-se:

A1f(@) = peTeapl 2]

RT

(8.3)

Sabendo pc, E,, R, os valores da temperatura ao longo do tempo e que o valor maximo f(«)

¢ unitério, juntando a expressao retirada de [47],

Tt — Ty
Too - TO
e aproximando,
T _ Ti+1 - Tz
tiv1 — 1
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tem-se, supostamente, tudo o que se necessita para a determinacao da evolugao da taxa de calor.
Porém, conforme se pode observar na ﬁgura a curva obtida (tragada a azul) ndo apresenta
nenhum ponto de inflexao, ao contrario das duas simulacoes obtidas com o modelo criado uti-
lizando os valores do fornecedor A (CA) e B (CB). Fisicamente, a curva de um teste adiabético
nao pode apresentar um maximo da derivada logo de inicio, a menos que f(«) seja sempre
decrescente, o que nao faz sentido. O modelo utilizado na elaboracao da curva retirada da lit-
eratura assume que f(a =0) =0 e ap > 0 por forma a iniciar a reac¢ao, embora nao seja claro
qual o valor arbitrado para o grau de hidratagao inicial, crg. Importa ainda observar, na figura
que a curva apresentada na literatura estd sempre acima daquelas que foram calculadas.
Assim, é provavel que os cimentos utilizados na determinacao de valores a utilizar no modelo
(tabelas e tenham uma composicao quimica diferente daquele que é utilizado nesta laje.
E, ainda, expectavel que os valores da empresa B fornecam uma melhor aproximagao do que
os da companhia A mas, em qualquer caso, é provavel que a solucao fique sempre abaixo das
medicoes reais. Estas discrepancias nao devem, contudo, ser atribuidas ao programa, mas a

variacdo que existe na composi¢do dos cimentos e, consequentemente, & indefinicdo que existe

quanto aos parametros a introduzir no modelo.
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Figura 8.3: Curva de caracterizacao pseudo-adiabatica

Posto isto, opta-se por realizar a simulacao utilizando os valores de ambos os fabricantes,
onde, como era esperado, devido a grande discrepancia entre os valores da energia de activagao,
Ay, se observam diferencas claras na amplitude dos gréaficos obtidos. Observando as figuras
e conclui-se que, em principio, foi utilizado o cimento do fornecedor B.

Olhando apenas para a empresa B (ﬁgura, verifica-se que proximo da superficie o modelo
aproxima bastante bem as medigoes. Porém, existem algumas discrepancias no sensor inferior
durante a fase descendente, que se pode dever a aproximagao assumida para a temperatura do
solo. Note-se que, no ensaio, se considera que o solo permanece sempre com uma temperatura

constante de 17°C', o que nao é completamente fiel a realidade. Nessa fronteira devia ser imposta
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uma condicao de conducao em vez da condicao adoptada. No entanto, apesar de tudo, as

diferencas sao sempre inferiores a 5°C', o que parece razoavel.
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Figura 8.4: Evolucao das temperaturas - CA CEM I 42.5R
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Figura 8.5: Evolugao das temperaturas - CB CEM I 42.5R

Neste momento, nao é ainda claro como deve ser modelado o inicio do processo de hidratacao.
Contudo, a semelhanga do que é feito, por exemplo, no software comercial DIANA (bastante
utilizado na resolugao destes problemas), optou-se pelo push over, isto é, por forgar a primeira

iteracao nao nula no primeiro passo do processo de analise incremental.

8.3 Torre Edlica

Por fim, optou-se por ensaiar a fundacao de uma torre edlica, cujo comportamento é tridimen-
sional. No entanto, verificou-se que, tirando partido da simetria axial, é possivel obter bons
resultados com um modelo bidimensional [34]. Agora pretende-se saber se, tirando novamente
partido do comportamento préximo do eixo, é possivel obter uma boa solugao no eixo recor-

rendo a um modelo unidimensional. Até a data e com base na literatura consultada, este caso
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nunca foi testado com um modelo unidimensional, pelo que existe todo o interesse em saber se
é aplicavel. Referéncias a este ensaio podem ser encontradas em [2), 46].

Com o fim das energias fésseis a vista e, mais recente, com o receio dos desastres nucleares, as
energias alternativas tém vindo a ganhar forga. Falando no caso portugués, tonaram-se bastante
comuns torres com cerca de 100m de altura, onde sdo instaladas pas que rondam os 50m de
envergadura. No entanto, estruturas deste porte obrigam, necessariamente, a fundacdes com
enormes dimensoes. Estas torres apresentam fundagoes que em planta tém dimensoes na ordem
dos 20 x 20 x 2m? feitas, geralmente, em betdo armado, sendo betonadas de uma sé vez.

Como € facilmente perceptivel neste ponto do trabalho, atendendo as grandes quantidades de
betao envolvidas, sao estruturas onde é grande a probabilidade de aparecimento de fendilhagao
prematura, ou de instalagdo de um estado de fendilhagdo eminente causado pelo calor de
hidratacao. Assim, estamos perante um caso pratico onde estas andlises fazem todo o sentido

(as medigoes utilizadas adiante resultam, alids, de uma investigacdo contratada).

Terreno

a) Estrutura real b) Modelo utilizado em [2] 146]

Figura 8.6: Torre edlica e modelo utilizado em [2], 46]

Esta estrutura é axissimétrica, pelo que em [2, 46] foi utilizado o modelo bidimensional
representado na figura (onde o vermelho simboliza o betao, o azul o anel metalico e o verde
o terreno), tendo-se constatado que o erro cometido era aceitavel. Contudo, verificou-se que as
linhas isotérmicas eram perpendiculares ao eixo central (ver figura , pretendendo-se entao
saber se é possivel obter bons resultados aproximando o comportamento na zona central da
torre com um modelo unidimensional. Na realidade, verifica-se na figura que a maioria dos
sensores foram, de facto, colocados na zona que agora se pretende analisar, o que vai permitir
uma melhor comparagao com o modelo criado. Na figura é ainda visivel uma aproximacao
da zona central da estrutura onde se incluiram as posi¢oes dos sensores cotadas, bem como uma
fotografia de pormenor.

Uma betonagem destas dimensoes nao €, obviamente, instantanea, o que tem de ser tido em
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Figura 8.7: Resultados no dominio - Modelo bidimensional [2]
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Figura 8.8: Dimensoes da fundacao e localizagao dos sensores [40]

conta na interpretagdo das medigdes experimentais. Os sensores instalados comegaram todos a
fazer medigOes a0 mesmo tempo, mas nem todos entraram em contacto com o betao no mesmo
instante. Verifica-se, assim, que existe, em todos os sensores, um periodo inicial onde os valores
medidos correspondem a temperatura ambiente, seguidos de um salto que se assumiu como
sendo o ponto de inicio da medigao do calor de hidratacao (ver ﬁgura. Também se percebe
que, sendo uma pega de grandes dimensoes em planta e com uma espessura consideravel, nao é
possivel que a hidratagao tenha ocorrido ao mesmo tempo, o que também é perceptivel na figura
Tentando ter em conta, indirectamente, este fenémeno considerou-se uma distribuicao
linear para o grau de hidratacao inicial, ag, tomando o valor 0.004 junto a superficie e 0.005
junto ao macico. Uma vez que nao foi possivel observar a betonagem in situ € como o programa

criado nao permite ter em conta casos em que a betonagem, apesar de ser realizada de uma s6
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Figura 8.9: Torre edlica - Sensores

vez, é demorada, estas calibracoes foram feitas recorrendo ao bom senso e a sucessivas tentativas.
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Figura 8.10: Valores medidos nos sensores

Olhando, novamente, para a figura [8.10] interessa identificar tendéncias gerais que, poste-
riormente, possam permitir, de alguma forma, verificar as hipéteses assumidas neste exemplo.
Como era expectavel, a temperatura maxima é obtida no sensor 3, que se localiza a meio da
fundagado onde, consequentemente, a energia demora mais tempo a dissipar. Apesar do sensor
4 ser o primeiro a entrar em contacto com o betao, é aquele em que o pico de calor ocorre mais
tarde. Este facto é explicado pela proximidade do macigo rochoso que vai absorver algum calor.
Posteriormente, verifica-se que este sensor é também aquele que demora mais tempo a retornar
a valores préximos da temperatura ambiente, aparecendo uma zona com declive constante. O
macico rochoso revela alguma inércia térmica e, se é verdade que demorou algum tempo até

elevar a sua temperatura, também leva algum tempo a dissipar o calor acumulado depois de ter
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aumentado a temperatura.

Tal como na figura [8.6] opta-se por modelar 5m de terreno onde se utiliza uma malha de 5
elementos de grau 5, uma vez que se esperam gradientes relativamente baixos. Quanto a zona de
betao, utiliza-se uma malha de 2 elementos de grau 13. O terreno e o betao sao modelados com
a formulagdo anteriormente descrita, admitindo no primeiro caso que Ar = 0, para assegurar
que ai é nula a taxa de libertacao de calor, definida pela equacao (2.18)).

A semelhanca do que ja acontecia na laje do armazém, neste caso também se conhece apenas
o tipo do cimento (CEM II AL 42.5R), mas nao a empresa que o fabricou. Assim, testam-se
novamente as duas empresas, como se mostra na tabela

Quanto as condicoes de fronteira, o modelo bidimensional considera convecgao na face su-
perior e fluxo nulo na face inferior. No entanto, no modelo agora criado opta-se por manter a
conveccao na fronteira superior, mas por adoptar a condi¢ao de temperatura prescrita para a
inferior. Na face superior utilizam-se os valores medidos pelo sensor 5, e na base uma tempe-
ratura fixa e igual a 9.5°C. Os 9.5°C sao determinados com base numa andlise da variacao da
temperatura em profundidade apresentada em [2], tendo-se constatado que, a partir dos 5m, a
temperatura tende a estabilizar neste valor. Nao sendo dito nada quanto a emissividade, utiliza-
se o valor médio de 0.9. Relativamente a velocidade do vento na fronteira superior também nada
é dito, mas em [46] é referido que, sendo este um local onde o vento circula a baixas velocidades
préximo do solo (< 5km/h) e porque foi colocada uma membrana geotéxtil, se recomenda um
coeficiente de conveccio-radiacio constante de 10Wm 2K 1. Optou-se por, com base naquele
coeficiente, calcular a temperatura ambiente média e determinar uma velocidade média do vento

correspondente, ou seja 0.01m/s. Na tabela pode ser encontrada a ficha técnica do ensaio.
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Figura 8.11: Torre Edlica - Sensor 1

Nas figuras [8.11], [R.12] e [8.13] apresentam-se os resultados para os véarios sensores, con-

siderando as empresas A e B. Observa-se que os valores da empresa A modelam melhor os
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Tabela 8.2: Caracteristicas dos ensaios - Torre edlica

Propriedades Térmicas do Betao

Tipo de Cimento CEM IT A L 42.R
Empresa A

Condutividade Térmica koo = 2.6 W/mK
Calor Especifico pc = 2400 kJ/m3K
Energia de Activagao E, = 51.02kJ/mol
Taxa de produgao de calor Ar = 3.553 x 10°W /kg

Calor libertado a tempo infinito Qo = 352.5kJ/kg
Empresa B

Condutividade Térmica koo = 2.6 W/mK
Calor Especifico pc = 2400 kJ/m3K
Energia de Activagao E, = 41.30kJ/mol
Taxa de producao de calor Ar = 7.683 x 10"W /kg

Calor libertado a tempo infinito Qs = 333.9kJ/kg

Peso voltimico do cimento C. = 220 kg/m?

Propriedades Térmicas do Granito

Condutividade Térmica koo = 2.79 W/mK

Calor Especifico pc = 2040 kJ/m3K

Geometria e Malha de Elementos Finitos na Zona de Betao
Espessura da peca 2m

Nuimero de Elementos 2

Grau de Aproximagao 13

Geometria e Malha de Elementos Finitos na Zona de granito

Espessura da peca 5m
Numero de Elementos 5
Grau de Aproximagao 5

Integracao no tempo

Passo 15 min

valores medidos até ao segundo dia no sensor 1, enquanto os valores da empresa B reproduzem
melhor as restantes medicoes. Neste caso, nao existe uma tendéncia clara para uma companhia,
pelo que nao é possivel concluir qual foi o fornecedor. A consequéncia pratica desta incerteza é
que inviabiliza a realizacao de afinacoes adicionais, uma vez que se pode estar a cair no erro de,
em vez de melhorar a solucao, adulterar os resultados, conduzindo a solugao para o fornecedor

errado. E entao preferivel assumir as limitacoes encontradas e apresentar apenas conclusoes

gerais, tendo em conta sobretudo o andamento e nao tanto o afastamento.
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Figura 8.12: Torre Edlica - Sensor 3
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Figura 8.13: Torre Edlica - Sensor 4

Na figura estdo representados os resultados do sensor 1. E visivel que o modelo néo
representa adequadamente as oscilagoes medidas pelo sensor. De facto, no caso de estruturas ao
ar livre, existem factores que nao sao integrados no modelo, tais como a chuva (existe a indicagao
de que choveu'!) e o ciclo dia/noite (mesmo considerando que a temperatura é a mesma, nao
¢ indiferente ser de dia ou de noite devido a diferente radiagdo). Assim, sendo insuficiente
a definicao das condigoes ambientais, é normal que o programa nao reproduza exactamente
as oscilagoes que ocorrem proximo da superficie, embora, a partida, deva obter as tendéncias
medidas, o que se verifica.

O sensor 3 encontra-se a meia altura da fundacgao, sendo portanto o local que sofre menos
influéncia das condigoes de fronteira. Conforme se pode observar na figura [8.12] nao surpreende
que este seja 0 ponto onde sao obtidos melhores resultados, com erros na ordem dos 5°C. Os
valores obtidos recorrendo aos coeficientes da empresa B estdao mais proximos dos medidos,
embora nao seja possivel afirmar com certeza que foi este o fornecedor.

Os resultados numéricos e experimentais referentes ao sensor 4 estao representados na figura

"nformacéo dada pelo autor do trabalho experimental.
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8.13l Falando especificamente dos resultados com os valores da empresa B, verifica-se que o
andamento é bem simulado pelo modelo e que, & parte do momento inicial, o erro se situa numa
gama de valores aceitavel.

Conclui-se que o modelo unidimensional traduz adequadamente as tendéncias da estrutura
mas, infelizmente, os valores obtidos apresentam, nalguns casos, erros proximos dos 10°C'. De
referir ainda que, com o intuito de esclarecer algumas imprecisées nos dados, durante esta
analise se contactou o autor dos trabalhos experimentais e foi transmitida a informagao de que
o cimento utilizado apresentava uma percentagem de cinzas superior ao normal, o que pode, por
si s, justificar alguns dos desvios encontrados.

Existem parametros que ainda poderiam ser sujeitos a afinagdo, mas como existe uma grande
incerteza relativamente as propriedades do cimento optou-se por nao o fazer. Assume-se, assim,
as limitacGes encontradas na modelacdo deste caso e, com grande frustragdo, admiti-se que,
apesar das diligéncias efectuadas e do esforgo dispendido, este ensaio nao é totalmente conclusivo.
No entanto, fica claro que o modelo recupera as tendéncias esperadas e existe a conviccao forte de
que grande parte dos erros se devem, muito provavelmente, & incerteza relativa aos parametros

do cimento.
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Capitulo 9

Conclusoes

9.1 Resultados

Os resultados apresentados foram obtidos através do programa unidimensional de elementos fini-
tos convencionais desenvolvido pelo autor e comparados com resultados obtidos com programas

elementos hibridos-mistos e em ensaios experimentais.

Verifica-se que praticamente nao existem diferencas na qualidade da solugao entre os elemen-
tos convencionais e os hibridos-mistos. Quando é feita a comparacao entre modelos unidimen-
sionais a concordancia é, de facto, enorme e as diferencas encontradas podem ser justificadas
por factores externos as diferentes formulagoes. Assim, e analisando as discordancias encon-
tradas, é também possivel concluir que na criacao destes modelos é imperativo garantir que nao
é libertado calor apés a hidratacao total. Caso contrario, aparecem resultados sem sentido fisico
aquando da realizagao de andlises mais longas ou em ensaios mais sensiveis a este efeito, e.g. o
teste adiabdtico. Ainda por comparacao com o mesmo modelo, verifica-se que nao é indiferente
considerar a libertagao de calor no instante inicial como nula, embora as diferencas sejam peque-
nas. Relativamente a comparagao com o modelo bidimensional, verificou-se que, considerando
as mesmas hipodteses, os resultados sao também bastante préximos. Neste caso, as diferencas

encontradas devem-se apenas a problemas de precisao numérica.

Relativamente aos ensaios experimentais, é necessario fazer uma ressalva relativamente a
incerteza encontrada na definicao de alguns parametros importantes, nomeadamente o tipo de
cimento e o momento exacto em que cada sensor ficou submerso no betdao. Todavia este tipo
de duvidas s@o naturais na interpretagdo de ensaios, sobretudo quando apenas se tem acesso
a valores medidos e a trabalhos realizados sobre o assunto, i.e., quando nao se assistiu in loco

aos ensaios. Assim, as conclusoes aqui retiradas devem ser vistas com alguma cautela, embora
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pareca seguro tecer algumas consideragoes.

Conclui-se que, desde que se defina de forma criteriosa alguns dados, o modelo unidimensional
fornece bons resultados dentro do seu dominio de aplicacao. Existem, obviamente, limitagoes
como a nao consideragao da radiagao solar directa (considerada indirectamente através da tem-
peratura ambiente) e da chuva. Todavia, aquilo que se verifica é que a nao consideragao explicita
destes factores nao conduz a solugoes necessariamente erradas (excepto, naturalmente, em casos
extremos), isto é, existem discrepancias ao nivel das oscilagoes, mas as tendéncias parecem ser
bem modeladas.

A laje de betdo do armazém encontra-se perfeitamente dentro do dominio de aplicacao do
modelo e os resultados falam, de facto, por si. Conclui-se, portanto, que nestes casos podem ser
utilizados modelos unidimensionais com seguranca. A torre edlica é um pouco diferente, uma
vez que ficaram bastantes mais davidas relativamente a alguns parametros importantes. Além
disso, o modelo considera as betonagens como instantaneas o que neste caso pode ser um pouco
forcado. A via encontrada para ter, indirectamente, em conta este facto foi considerar diferentes
valores para o grau de hidratacao inicial ao longo da peca, i.e., valores superiores junto a base
que vao diminuindo até a superficie. Poderiam ainda ter sido feitos ajustamentos adicionais
relativamente a distribuicao do grau de hidratacdao. No entanto, uma vez que os resultados nao
estavam a tender de forma clara para nenhum dos dois tipos de cimento possiveis, optou-se
por assumir as limitagoes encontradas de forma a evitar conclusoes forgadas. Assim, escolheu-
se a via intelectualmente honesta, assumindo as margens de erro encontradas (da ordem dos
10°C). Todavia, fica a ideia que, havendo maior certeza relativamente ao cimento e fazendo
ajustamentos adicionais, o modelo tenderia para a solugao correcta.

Apesar de tudo, aquilo que parece importante concluir é que, mesmo integrando as incertezas,
o modelos nunca deu resultados inverosimeis e, caso se considere uma margem de seguranca
adequada para cada aplicacao, pode perfeitamente ser utilizado na previsao de casos reais, onde
também nao se sabe a priori quais serdo as temperaturas ambiente.

Posto isto, ficou criada, explicada e validada experimentalmente uma ferramenta que pode,
de forma simples e acessivel, ser utilizada por empreiteiros, projectistas e investigadores, embora

falte ainda incorporar a parte mecanica do problema.
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9.2 Formacao

O presente trabalho permitiu ao autor adquirir um conjunto de competéncias que dificilmente
desenvolveria de outra forma. Assim, neste caso concreto, o aspecto formativo em temas que
nao sao abordados na parte curricular do mestrado em engenharia civil foi significativo. Neste
ambito, para além dos aspectos ligados a hidratacao do cimento, destacam-se os conhecimen-
tos adquiridos em programacao (concretamente em Fortran77 e Mathematica), na aplicagao
de métodos numéricos em engenharia (durante a realizacdo deste documento foi, inclusiva-
mente, possivel assistir ao Congresso sobre os Métodos Numéricos em Engenharia que se realizou
em Coimbra), na interpretagao e andlise de resultados experimentais. De referir ainda que se

aproveitou esta oportunidade para aprender a utilizar o INTEX.

9.3 Desenvolvimentos Futuros

O tema da hidratacado do betao é relativamente recente e encontra-se muito longe de estar
esgotado. Existem, portanto, muitas linhas que podem ser seguidas com o intuito de aumentar
o conhecimento existente. O desenvolvimento 6bvio de um modelo unidimensional passa por
aumentar o nimero de dimensoes. No entanto, existem outros caminhos possiveis.

A primeira proposta sugerida passa por uma melhor definicdo das condi¢Ges iniciais de
hidratacao. Os resultados experimentais mostram que no momento em que comegca a hidratacao
do betao existe logo uma libertagao de calor. Contudo, conforme foi abordado, existem algumas
duvidas acerca de como se deve iniciar a reaccdo. Assim, este parece um terreno propicio a
realizagdao de novos trabalhos.

Um outro caminho possivel é a criagdo de um modelo em que seja possivel introduzir os
sistemas de refrigeracao utilizados em barragens. Este modelo tem, forcosamente, de ser tridi-
mensional por forma a permitir modelar adequadamente as estruturas em causa. Existem, neste
campo concreto, propostas mais praticas para o desenvolvimento das técnicas de refrigeracao.
Tem sido tentado, até agora sem sucesso, o recurso a fluidos que possam ser mais competitivos
do que a dgua na relagao custo/qualidade. Existe ainda uma equipa que esta a trabalhar com
o intuito de alterar o préprio método de refrigeragao, i.e., em vez de apenas passar dgua (ou
outro fluido) numa canalizacao prépria e construida para o efeito, fazer uma rega controlada a
partir do interior do betao durante o tempo da reaccao.

A 1ltima sugestao prende-se com a relagao do problema térmico com o problema mecanico.
E sabido que a evolugao das propriedades mecénicas do betao é fortemente influenciada pela

evolugcao das temperaturas. No entanto, os modelos termo-mecanicos que existem actualmente
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desprezam, em certa medida, esta relacdo. Sabe-se que, comparativamente, a influéncia do
comportamento mecanico no campo de temperaturas é menor que o oposto. Contudo, sempre
que aparece uma fenda, é criada uma descontinuidade no campo de temperaturas alterando a
forma de transmissdo de calor. Além disso, as variacbes de volume da peca podem alterar as
préprias condigoes de fronteira ao originar, por exemplo, perdas de contacto. A maioria dos
modelos encontrados limita-se a utilizar o output da andlise térmica como input do problema
mecanico. Mas, estas andlises sao pesadas e, consequentemente, demasiados lentas por forma
a poderem ser utilizadas de forma corrente por projectistas e empreiteiros. As experiéncias
de acoplamento que foram feitas noutros problemas tiveram resultados bastante animadores,
nao tanto na qualidade da solugao, mas por exigirem de menos espaco de memoria e permitem
andlises mais répidas, sobretudo quando se considera mais de 100000 graus de liberdade [48].

Deste modo, propoe-se a criacao de um modelo termo-mecéanico acoplado para este problema.
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Apéndice A

Formulacao incremental da lei

Constitutiva

Pretende-se obter a expressao incremental da lei constitutiva,
o= —ke
para tal, é necessario substituir k pela sua definicao empirica,
ko = koo(1.33 — 0.33c)

obtendo-se:

0 = —koo(1.33 — 0.330)e

Introduzindo a formulacao incremental em , obtém-se:
00+ 00 = —K(1.33 — 0.33(ag + 0av) ) (g9 + d¢)
Por ltimo, basta substituir a definicao,
00 = —K(1.33 — 0.33c0) 20
em e simplificar até a expressao pretendida,
6o = —Kpde + Ry

onde:

Ry = 0.33Kda(eg + 0¢)
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Apéndice B
Teorema de Taylor

O teorema de Taylor refere que qualquer fungao suficientemente suave pode ser localmente

aproximada através de um polinémio,

fa) ~ F(@) + f@)e - a) + L0 e a4

(x—a)" (B.1)
O teorema pode ser enunciado, de acordo com [49] do seguinte modo:

Teorema B.1. Se f ¢ uma fungao que admite derivadas até a ordem n no ponto x = a, entdo

existe um e um so polinomio P de grau < n que satisfaz as n + 1 condicoes,

Este polinémio é definido pela equagao
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Apéndice C

Formulacao Incremental do Fluxo de

Calor

Pretende-se obter a formulacao incremental da expressao,

Qoo = A7 f(a)exp(—P) (C.1)
onde:
E,
B=+wr (C.2)

A funcdo f(«) é definida por trogos lineares:

f(@) = fo+ foda (C.3)

Por forma a obter o resultado pretendido, é necessério aproximar exp(— ) recorrendo ao teorema

de Taylor - ver apéndice |Bl Por comodidade define-se,

g = exp(=p) (C.4)

Nas expressoes apresentadas, o indice ”0” significa que se estd a referir ao valor tomado no

instante inicial da grandeza onde for aplicado. As primeiras derivadas de g tomam a forma:

§ = (~B)g = (g (©5)

E, E, E,  E, 2

"o g Ta - _z .
g rr3?t R R = e e~ Y (C.6)

Substituindo na expressdo geral do teorema de Taylor (B.1)), truncada no terceiro termo, para
facilitar a exposicao, obtém-se,

Eq
RTj

P e 9 Jeap(— o)
RTZ'RTZ ~ "1, P RLy

a

RTj

a
5 exp(—
0

g~ exp(— )+ )oT + (C.7)

RT,
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ou, depois de simplificar,

E, E,  E, 1. 617
R 2—|go—— .
9= 90+ 55 RT; RT2 [RTQ TO]QO 9 (C 8)
0T 1 61
gol1 + Ao+ 360(60 — 2) 7 (C9)
Substituindo (C.9) em (C.1]) e utilizando a formulagéo incremental,
. . oT 1 612
Qoo(do + dé) = Az (fo + f'da)go[l + 50?0 + 550(50 - 2)?] (C.10)
introduzindo ,
, 'S T 1 §T?
Arfog + Quedi = Anfo(1+ TV )nl1 + Bo g+ 5Pl -2z (C1)
simplificando,
L fléa,, 6T 1 SoT?
0¢ = éo(1 + 7o )(Bop + 500 — 2] =) (C.12)
e colocando 3y em evidéncia, obtém-se:
L f’5a 1 SoT?
s = do(1+ L2800 + 100 - 20) (C13)
O resultado pretendido é obtido através do desenvolvimento da expressao anterior:
!
oc = doﬁog + 0'4&506 + qoBoRa (C.14)
Ty Jo
fo 10T
R, = —=da)R. + - —d0« C.15
(+ fo ) Jfo To (C-15)
oT oT
Re = —(7)%10 - 5/30) (1—Bo+ 50)— +..) (C.16)

Para obter o resultado (C.16) na forma apresentada é necessario utilizar mais termos da série
de Taylor. Tal nao foi feito por uma questao de clareza na explicagao, uma vez que nao existe

qualquer complicacao conceptual adicional.
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Apéndice D

Forma Incremental dos métodos 6

Aplicando a formulacao incremental,

v = vg + v

em v e em ¥ da expressao geral dos métodos 6,
v =19+ (1 — 0)dtvy + 65t

obtém-se:

vy + 0v = vy + (1 — 0)dtvg + 05t(vg + 51})

Simplificando chega-se a equacao pretendida,
ov = 8t + 00td

ou, fazendo mudanca de termo:

00tov = dv — dtvg
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Apéndice E

Discretizacao no Tempo do Fluxo de

Calor

Partindo da forma incremental da lei de Arrhenius,

da = doﬁo(sz + doiééa + apPoRa (El)
T Jo
onde,
4 f0 Jo oT
Ro = (14 260) R + 5260 (E.2)
Ro= (g Pl = 560 — (1= o+ gD +-. (E3)

e introduzindo a discretizacao no tempo em «,

00tdcv = dar — dtay (E.4)
vem:
da 1 T  fy
0otee 0 50?0 + %504 + BoRa (E.5)
Simplificando:
1 fo. 0T 1
5a(95td0 %) = b T + 7 + BoRa (E.6)
Sabendo que,
Qo = fooexp[ Bol (E.7)
e introduzindo em (E.6|) vem:
ooe oT 1
b= oo (L2~ 1)+ g + ) (5.5)
Bo
Denotando,
Qoo™ n—1
Ay = - E.
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Aq
Ay = 222 (E.10)

Ty
Ruo = —— (E.11)
ol — 950 .
obtém-se:
oo = ApodT + AaO(RaO + Ra) (E.12)
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Apéndice F
Integracao Numérica

Este apéndice foi baseado em [37, [43]. Na figura estd representada uma funcao polinomial

de quinto grau, cuja expressao genérica é dada por:
f(x) = co + a1z + cox® + c32° + cax® + s (F.1)
O integral exacto do polinémio no intervalo [—1,1] é dado por:

I = f_ll f(z)dz = f_ll co + 1z + o2 + e3x® + ezt + esxddr = (F.2)

= 2¢co + %CQ + %04

/

/

Figura F.1: Funcao polinomial de grau 5

Suponha-se agora que se pretende avaliar o integral de f(z) por intermédio do somatdério
de avaliacoes da funcao f(z) em determinados pontos, multiplicadas por pesos adequados. No
caso do polinémio genérico de grau 5, mostra-se adiante que, para obter um resultado exacto,
se deve avaliar a fungao f(z) em trés pontos de amostragem P; e multiplicar cada um desses

valores por pesos W;. O integral avaliado desta forma é designado por J, sendo:
J=Wif(P) + Waf(P2) + Waf(Ps) (F.3)

105



Falta, contudo, saber a posi¢ao dos pontos de amostragem P, P, e P3 em que a fungao f(x)

deve ser avaliada e os respectivos pesos, Wi, Wy e W3. Uma vez que f(z) é um polindmio do

tipo (F.1), a expressao (F.3|) passa a ser,

J = Wilco+erPr+ PP+ e3P} + ca P} + s P)+
+Wa(cop 4+ 1Py + 02P22 + 63P23 + C4P24 + C5P25)+ (F.4)

JrVVg(Co +c1P3+ 62P32 + 63P§’ + C4f)§l + C5P35)
ou, colocando em evidéncia os coeficientes ¢;:

J = (W1 + Wo + Ws)eo+
+(W1 Py + WoPs + W3 Ps)c1+
+(Whp? + Wo P} + Waps)ea+ (F.5)
+(Wip3 + WoP3 4+ Wapd)es+
+(Wiph + WaPd + Waph)ea+

+(Wipt + WaPy + Wsp3)cs

Neste exemplo, relativo ao polinémio de grau 5, pretende-se que a expressao de J seja exacta-

mente igual a de I,

I=J (F.6)
ou seja, de acordo com as definigoes ([F.3)) e

%CO + 0cy + %Cz + Ocg + %64 + Ocs =
= (Wh + Wy + W3)co+

+(W1 P, +WoPs + Wng)ClJr

(
+(Wipi + WaP5 + Wap3)cat (F.7)
+(Wip3 + WaPs 4+ Wapd)es+

(

+(Wip} + WaPy + Wspi)ea+

+(Wip} + WaPy + Wap3)es

Uma vez que os coeficientes ¢; sdo arbitrarios, para que a igualdade (F.8)) se verifique sempre, é
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suficiente que:

Wi+ Wo+Ws =3
WPy +WoPy, +W3P; =0
Wipt + WoP§ + Wap3 =3 (F8)
Wip} + WoP§ + Wip3 =0
Wipl + WaPy + Wap§ = 2
Wip? + WoP§ + Wap} =0

Para obter os valores de Py,Ps,P3,WW1, Wy e W3, resolve-se o sistema (F.9)) de seis equagoes nao

lineares a seis incégnitas. A respectiva solugao é dada por:

(P =¥ = 077459
P, =0 =0.00000
Py = % = —0.77459 F9)
Wy =2 =0.55556
Wy =3 =0.88889
W3 =2 =0.55556

O valor exacto do integral de um polinémio de grau 5, no intervalo [-1,1], pode ser obtido através

de:
5, V3 V3

8 5
I=J=5f(=7)+5/0+5/(%) (F.10)

b reydn e B Y3) 4 80y 4 353
[ t@ne = 5=+ r0)+ 517

No caso de a fungao f(x) ser ndao polinomial ou polinomial de grau superior a 5, a expressao (F.10)

) (F.11)

fornece um valor aproximado do integral I. O valor do integral calculado com o segundo membro
de (F.11) é tanto mais correcto, quanto mais a funcao f(z) se aproximar de um polinémio do
tipo . Sempre que se deseje um valor mais correcto para o integral, existe a possibilidade
de se utilizar mais pontos de Gauss (F;) e correspondentes pesos (W;).

O estudo agora realizado com um polinémio de grau 5 pode ser feito, de um modo semelhante,
com polinémios de qualquer grau. Na tabela[F.I]apresenta-se os resultados que se obtém quando
se faz o estudo com polinémios de grau 1, grau 3, grau 5 e grau 7.

Na tabela encontram-se os valores das posicoes dos pontos de amostragem e dos pesos
para um dado ntmero de pontos de Gauss. Por observacao da tabela pode concluir-se que
com n pontos de Gauss obtém-se o valor exacto do integral de um polinémio de grau p = 2n—1,
ou inferior. Quando se pretende a solucao exacta do integral de um polinémio de grau p, o

numero de pontos de Gauss que se tem de utilizar é n = (p + 1)/2, ou superior.
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Tabela F.1: Posicao dos pontos de Gauss e respectivos pesos

Niumero de pontos Grau do polinémio que é Posicoes e respectivos
de Gauss possivel integrar de modo pesos dos pontos de
exacto Gauss
P;
n p=2n-—1
Wi
P=0
1 1 !
Wy =2
- _1
P = 7
S
2 3 P=1
Wy =
Wy =
RVE]
P = N
Py =
3 5 — V3
Ps N
_5
Wl §
_ 8
Wy =3
_5
W3 — g

Nota: O intervalo de integracao de todos os integrais referidos no ambito da quadratura de
Gauss ¢é o intervalo [—1, 1].

Para justificar a expressdo p = 2 n - 1 (ver a Tabela é suficiente considerar o seguinte
(sugere-se que se acompanhem as seguintes consideragoes com o exemplo do polinémio de grau

p = b, atrés descrito):

Suponha que se pretende integrar de um modo exacto um polinémio de grau p (sendo p

um numero impar);
e O numero de coeficientes ci no polinémio de grau p é igual a p + 1;

e Uma vez que existem p + 1 coeficientes ci, o sistema de equagoes nao lineares (F.9) vai

ter p 4+ 1 equacoes;

e Para que o sistema de equagoes (F.9) possa ser resolvido, o niimero de incégnitas deve ser

também p + 1;
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e Uma vez que as incégnitas sao as posigoes dos pontos de Gauss e respectivos pesos (P1, P2,
P3,..., W1, W2, W3,...) o nimero de pontos de Gauss (n) tem de ser metade do nimero

de incognitas (p + 1), ie,n=(p+1) /2

e Nesta expressao pode-se explicitar p, resultando p = 2 n - 1, que é o resultado que se
pretende demonstrar. Qualquer que seja o valor de n, o valor de p que se obtém é sempre

um nuimero impar.

E por este motivo que, conforme foi atrds referido, se deve passar p para o valor impar imedi-
atamente superior, quando se utiliza a expressdon = (p + 1) / 2 e o valor de p é par.

A expressao genérica da quadratura de Gauss com n pontos é:

J=> Wif(P) (F.12)
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Apéndice G

Input Principal
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W ORRRFE R~

0
5
0.3 0.1

35.0

24D+5 2.6

0

43830.0 2.15D + 8
290.0 337867.88

0

—_

100.0 0.25 4

=

0.15

PRINT DATA (1 - PRINT /0 - DON'T PRINT) ... READ IN DATA_CONTROL....
PRINT MATRICES

PRINT SYSTEM

PRINT SYSTEM SOLUTION

PRINT SOLUTION IN DOMAIN

SCALING CRITERION (1 - SCALE SYSTEM / 0 - DON'T SCALE SYSTEM)

NUMERICAL ZERO (TOL)

TRAPEZOIDAL RULE (1 - EULER, 2 - BACKWARD-EULER, 3 - CRANK-NICHOLSON METHOD)

MESH (Regular - 0 / Irregular - 1) ... READ IN DAT_-MESH......
NUMBER OF ELEMENTS
LENGTH, LENGTH SCALE

TEMPERATURE SCALE (Celsius) ... READ IN DAT_MATERIAL......

SPECIFIC HEAT (Ro_c) & CONDUCTIBILITY (k)

NUMBER OF ELEMENTS WITH DIFFERENT PROPERTIES (if > 0, repeat SPECIFIC HEAT (Ro_c) & CONDUCTIBILITY (k))
ACTIVATION ENERGY (Ea) & RATE CONSTANT (At)

CEMENT CONTENT (CC) & TOTAL HEAT GENERATION (Q_inf)

NUMBER OF ELEMENTS WITH DIFFERENT PROPERTIES (if > 0, repeat ACTIVATION ENERGY (Ea) & RATE CONSTANT
(At) // CEMENT CONTENT (CC) & TOTAL HEAT GENERATION (Q_inf))

ADIABATIC TEST (1-YES /0-NO) ... READ IN DATA_LOAD......

BC FOR SIDE 1 (1 - PRESCRIBED TEMP, 2 - PRESCRIBED FLUX, 3 - CONV & RAD)

BC FOR SIDE 2 (1 - PRESCRIBED TEMP, 2 - PRESCRIBED FLUX, 3 - CONV & RAD)

DURATION OF TEST (HOURS),TIME INCREMENT (HOURS), PRINT STEP (NUMBER) ... READ IN READ_TIME......
DEGREE IN STRESS APPROXIMATION BY DEFAULT ... READ IN DATA_BASE......

ELEMENTS WITH DIFFERENT DEGREE IN STRESS APPROXIMATION

NUMBER OF THE ELEMENT & DEGREE OF APPROXIMATION

PLOT (1 - NON-SCALED/ 0 - SCALED) SOLUTION ... READ IN DATA_PLOT......

X IN GLOBAL COORDINATES OF THE POINT TO BE PLOTTED ... READ IN DATA_PLOT_SEC......
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Apéndice H

Input da fungao f(«)

21

0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
0.25
0.30
0.35
0.40
0.45
0.50
0.55
0.60
0.65
0.70
0.75
0.80
0.85
0.90
0.95
1.00

0.00
0.65
0.91
1.00
0.98
0.94
0.86
0.75
0.63
0.51
0.41
0.32
0.24
0.18
0.13
0.09
0.06
0.04
0.02
0.01
0.00

© 00 N O Ut R W N

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

NUMBER OF SAMPLING POINTS
ALFA, F_ALFA, SAMPLING POINT NUMBER
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Apéndice 1

Inputs

I.1 Temperatura Prescrita

0.0 17.0
240.0 17.0
2

0.0 17.0
240.0 17.0

—

SAMPLING POINTS
TIME (HOURS), TEMPERATURE (CELSIUS)

SAMPLING POINTS
TIME (HOURS), TEMPERATURE (CELSIUS)

1.2 Conveccao-Radiacao

0.0 17.0
2400.0 17.0
2

0.0 17.0
2400.0 17.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.90

0.90

0.90

0.90

NUMBER OF SAMPLING POINTS
TIME (HOURS),AMBIENT TEMPERATURE (CELSIUS),WIND VELOCITY (M/S),
EMISSIVITY (0.85 - 0.95)

NUMBER OF SAMPLING POINTS
TIME (HOURS),AMBIENT TEMPERATURE (CELSIUS),WIND VELOCITY (M/S),
EMISSIVITY (0.85 - 0.95)

115






Apéndice J

Resultados do Modelo Bidimensional

J.1 Temperatura

1.2 horas 3.2 horas 4.2 horas

6.5 horas 11.5 horas 17.5 horas

24.0 horas 34.4 horas 44.4 horas




54.4 horas

1 65
03 60
08 2

07
50

06
45

05
40

04
35

03
s a0
0.1 25

[y
(] 02 04 06 08 1 2

82.4 horas

1 65
09 60
08 55
07

50
08

45
05

40
04

35
03
5 30
01 25

0

0 02 04 06 08 1

112.4 horas

g 65
09 60
08 55

07
50

08
45

05
40

04
35

03
5 30
01 25

0
0 02 04 06 08 1 0

64.4 horas

0

J.2 Grau de Hidratacao

1.2 horas

1
Gkl

s

07

06

05

0.4

03

02

0.1

02 04 06 08 1 &

6.5 horas

1
Gkl
s
07
06
05
0.4
03
02
0.1

(] 02 04 06 08 1 &

92.4 horas

1
09
08
07
08
0s
04
03
02
01

02 04 06 08 1

122.4 horas

1
09
08
07
08
0s
04
03
02
01
% 02 04 06 08 1

3.2 horas

65

60

55

50

45

40

35

30

25

0

65

60

55

50

45

40

35

30

25

0

1 1
LE] Gkl
08 s
07 07
08 06
05 05
04 0.4
03 03
02 02
01 0.1
% 02 04 06 08 1 &

11.5 horas

1 1
LE] Gkl
08 s
07 07
08 06
05 05
04 0.4
03 03
02 02
01 0.1
% 02 04 06 08 1 &
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1

09

08

07

08

05

04

03

02

01

72.4 horas

08 1

102.4 horas

132.4 horas

1
09
08
07
08
05
04
03
02
01
% 02 04 06 08 1

4.2 horas

17.5 horas

65

60

55

50

45

40

E3

30

25

il

1
Gkl
s
07
06
05
0.4
03
02
0.1
02 04 06 08 1 &
1
Gkl
s
07
06
05
0.4
03
02
0.1
0 02 04 06 08 1 &



24.0 horas

09 0.9
08 0.8
o7 0.7
06 0.6
BE 0.5
04 0.4
03 0.3
02 0.2
01 0.1

02 04 06 08 1 0

54.4 horas

1
Gkl
s
07
06
05
0.4
03
02
0.1
02 04 06 08 1 &

82.4 horas

1
Gkl
08
07
06
05
0.4
03
02
0.1
02 04 06 08 1 4

112.4 horas

1
Gkl
s
07
06
05
0.4
03
02
0.1
02 04 06 08 1 &

34.4 horas

64.4 horas

1
LE]

08

07

08

05

04

03

02

01

% 02 04 06 08 1

92.4 horas

1
LE]

08

07

08

05

04

03

02

01

% 02 04 06 08 1

122.4 horas

1
LE]

08

07

06

05

04

03

02

01

% 02 04 06 08 1
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Gkl

s

07

06

05

0.4

03

02

0.1

1

Gkl

08

07

06

05

0.4

03

02

0.1

Gkl

s

07

06

05

0.4

03

02

0.1

il

44.4 horas

1
LE]

08

07

06

05

04

03

02

01

% 02 04 06 08 1

72.4 horas

1
LE]
08
07
08
05
04
03
02
01
0 02 04 06 08 1

102.4 horas

1
LE]
08
07
08
05
04
03
02
01
0 02 04 06 08 1

132.4 horas

1
09
08
07
08
05
04
03
02
01
0 02 04 06 08 1

1

Gkl

08

07

06

05

0.4

03

02

0.1

Gkl

s

07

06

05

0.4

03

02

0.1

il






Apéndice K

Resultados do Modelo

Unidimensional de Elementos

Convencionais

K.1 Temperatura
1.2 horas
1
0.8
8
0.6
E
Tod
0.2
0.
0 30 40 50 70
Temperatura (Celsius)
6.5 horas
1
0.8
8
go.u
02
) 30 40 50 70
Temperatura (Celsius)
24.0 horas
1
08 AN
\
0.6
: )
)
0.
0 30 40 50 70

Temperatura (Celsius)

3.2 horas 4.2 horas
1.0 1.
0.8 0.8
8 8
B0.6) BO.
E E
3%0‘4 3%0
0.2 02
O'%O 30 40 50 60 70 o 0 30 40 50 60 70
Temperatura (Celsius) Temperatura (Celsius)
11.5 horas 17.5 horas
0.5 1.
0.4 0.8
8 8
0.3 BO.
gOu EO
0.1] 0.2
0'%0 30 40 50 60 70 o 0 30 40 50 60 70
Temperatura (Celsius) Temperatura (Celsius)
34.4 horas 44.4 horas
1.0 1.
0.8] 0.8
g N\ g N\
©0.6 BO.
; ) : )
804 o4
0.2 / 0.2 /
O'SO 30 40 50 60 70 o 0 30 40 50 60 70
Temperatura (Celsius) Temperatura (Celsius)
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54.4 horas
1
0.8}
@
I
0.6
)
204
0.2
0.
0 30 40 50 60 70
Temperatura (Celsius)
82.4 horas
1.
AO.S N
g
go.e )
R4
0.2 /
0.
0 30 40 50 60 70
Temperatura (Celsius)
112.4 horas
1.
0.8
Bl
B0.6
: )
S%m
0.2
0.
0 30 40 50 60 70
Temperatura (Celsius)

K.2

Grau de Hidratacao

1.2 horas
1.
0.8|
8
0.6
E
o4
02
0.
.0 0.2 04 0.6 0.8 10
Grau de Hidratagdo
6.5 horas
1
0.8|
8
gO.G
804
4
0.2
0.
.0 0.2 04 0.6 0.8 10

Grau de Hidratagdo

64.4 horas 72.4 horas
1.0 1.
0.8] 0.8
g N\ g N\
0.6 BO.
; ) ; )
f04 S04
0.2 / 0.2 /
O‘SO 30 40 50 60 70 o 0 30 40 50 60 70
Temperatura (Celsius) Temperatura (Celsius)
92.4 horas 102.4 horas
1.0 1.
08 \ 08
g \ g \
0.6 BO.
gOu ) g/0 )
'80.4) 804
0 // 0 /
0'%0 30 40 50 60 70 o 0 30 40 50 60 70
Temperatura (Celsius) Temperatura (Celsius)
122.4 horas 132.4 horas
1.0 \ 1.
0.8 0.8
8 8
B0.6 BO.
13 ) 13
:%044 %0-,
0.2 / 0.2
0'%0 30 40 50 60 70 o 0 30 40 50 60 70
Temperatura (Celsius) Temperatura (Celsius)
3.2 horas 4.2 horas
1.0 1.
0.8] 0.8]
8 8
©0.6) BO.
£ E
204 04
0.2 0.2
0'8. 0.2 0.4 0.6 038 1.0 0 .0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Grau de Hidratagdo Grau de Hidratagdo
11.5 horas 17.5 horas
1.0 1.
0.8] 0.8
8 8
B0.6 BO.
gOu gO
'R0.4 804
0.2] 0.2
0'8. 0.2 0.4 0.6 038 1.0 0 . 0.2 0.4 0.6 038 1.0

Grau de Hidratagdo
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24.0 horas
1
0.8
8
©o.
£
204
0.2
0.
.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
Grau de Hidratagdo
54.4 horas
1. \
0.8
@
e
jﬁE/O.S
R4
0.2 /
0.
.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
Grau de Hidratacdo
82.4 horas
1’ \
0.8
8
gO.S
R4
0.2
. /
.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
Grau de Hidratagéo
112.4 horas
1.
0.8} \
3
gO.S
0.4
0.2
0. /
.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Grau de Hidratagdo
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34.4 horas 44.4 horas
1.0 \ 1.
0.8 0.8
@ Q
<4 <4
©0.6 BO0.
E E
o4 Ro4
0.2 0.2
0'8.0 0.2 0.4 0.6 038 1.0 0 .0 02 0.4 0.6 0.8 10
Grau de Hidratagdo Grau de Hidratago
64.4 horas 72.4 horas
1.0 \ 1. \
0.8 0.8
B B
0.6 o
éOu LE,O
'80.4) '80.4
0.2 / 0.2 /
080 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 .0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Grau de Hidratagdo Grau de Hidratagéo
92.4 horas 102.4 horas
1.0 \ 1. \
0.8 0.8
8 8
B0.6 BO.
gOu EO
804 804
0.2 / 0.2 /
0'80 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 .0 0.2 0.4 0.6 0.8
Grau de Hidrataggo Grau de Hidratagdo
122.4 horas 132.4 horas
1.0 1.
0.8] \ 0.8 \
8 8
0.6 BO.
gOu E0
0.4 %04
0.2] / 0.2 /
0'8.0 0.2 0.4 0.6 038 1.0 0 .0 0.2 0.4 0.6 0.8

Grau de Hidratagdo
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Grau de Hidratagdo
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